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RESUMO

Projetos espaciais envolvendo missdes para Jupiter e seus satélites séo de grande interesse
para a comunidade cientifica em geral. Uma parcela consideravel do orcamento dedicado
a estas missoes € destinada ao deslocamento da espaconave pelo Sistema Solar. Métodos
de transferéncia convencionais entre 0s sistemas terrestre e joviano envolvem grandes
veiculos lancadores e queimas propulsivas altamente energéticas, e sdo calculadas em
solugdes consecutivas (Patched-Conics) de sistemas de dois corpos — onde dois corpos
massivos atraem-se mutualmente pela gravitacdo. Ao considerar, no entanto, regimes
mais complexos como, por exemplo, a presenca de trés ou mais corpos, uma ampla gama
de dindmicas revela-se para a determinacdo de trajetorias interplanetarias muito mais
econdmicas. Uma usualmente tratada é dada pelo Problema Restrito e Circular dos Trés
Corpos, gque leva em conta as interacBes gravitacionais dos corpos primarios sobre a
espagonave, descritas pelos canais dindmicos conhecidos como variedades invariantes.
Esses canais sdo frutos da instabilidade destes sistemas, e fluem a partir de Orbitas
periddicas em volta dos pontos lagrangianos — solugdes espaciais caracteristicas das
equacOes diferenciais. Uma fundamentacdo teoérica acerca dos principais topicos de
dindmica orbital foi realizada, que explora desde as leis de Kepler e a solu¢do newtoniana
do Problema de Dois Corpos até a dindmica de trés corpos aplicada por todo o Sistema
Solar, possibilitando, assim, a utilizacdo destes conceitos em simula¢fes numeéricas, que
foram capazes de inferir ndo apenas a vantagem energética das trajetorias de baixa energia
baseadas nas variedades invariantes, assisténcias e ressonancias gravitacionais, como
também a desvantagem temporal destas em relacdo aos métodos convencionais. Todavia,
este tempo de deslocamento também pode ser substancialmente reduzido com pontuais
aumentos nos gastos propulsivos, o que confere uma flexibilidade da aplicacdo deste
conceito de acordo com o tipo de missdo cogitado, englobando desde pequenos satélites
com propulsdo alternativa até espagonaves robustas.

Palavras-chave: Trajetdrias de baixa energia. Problema Restrito Circular dos Trés Corpos.
Pontos lagrangianos. Variedades invariantes.
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INTRODUCAO

A fisica, campo do conhecimento humano voltado ao estudo pormenorizado dos
fendmenos naturais e as suas causas, foi amplamente desenvolvida durante o periodo
referenciado historicamente como lluminismo, durante o século XVIII. Um de seus
expoentes, Isaac Newton, foi um dos grandes responsaveis por avangar no entendimento
acerca do movimento. Desde a antiguidade, tentava-se compreender o porqué das coisas
moverem-se, tanto na Terra quanto nos céus. Newton, em sua coletanea de livros
intitulada “Principios Matematicos da Filosofia Natural” — ou Principia — instituiu
conceitos como o de for¢a e quantidade de movimento, além de apresentar 0s seus
desenvolvimentos no célculo diferencial e integral. Sua Lei da Gravitacdo Universal,
ainda valida em andlises de sistemas fisicos, determinou que a descricdo matematica que

era feita sobre o movimento de objetos na Terra também se aplicava aos corpos celestiais.

Seus avangos destituiram antigos conceitos aristotélicos e medievais acerca da
dindmica, e forneceu a humanidade a capacidade de prever o movimento de planetas, luas
e cometas com precisao jamais vista. Do mesmo modo, situou a posi¢do da Terra no
espaco ao verificar que a hipotese heliocéntrica era factual. A gravitagdo newtoniana
permitiu, séculos depois, a determinacdo de Orbitas e trajetdrias de veiculos espaciais,
topicos presentes sob a égide do Problema de Dois Corpos — que envolve a determinacao
do movimento (posicao e velocidade) de dois objetos massivos sob atracdo gravitacional
mutua, dadas as condicBes iniciais. As equacdes de movimento deste sistema foram
resolvidas pelo préprio Newton, que demonstrou matematicamente que suas solucgdes

compunham as leis empiricas do movimento planetario de Johannes Kepler.

As trajetdrias elipticas, parabolicas e hiperbolicas foram estendidas para além do
movimento dos corpos celestes: a partir das solu¢des do Problema de Dois Corpos para
diversos sistemas, era possivel uni-las em uma Unica trajetoria, manipulagdo conhecida
como método de Patched-Conics (ou “conicas remendadas”). Logo, as missodes
interplanetarias tornavam-se uma realidade; bastava analisar a trajetoria de forma

segmentada, considerando, individualmente, a esfera de influéncia dos corpos.



No entanto, trajetorias baseadas no Problema de Dois Corpos e no método de
Patched-Conics operam sob um regime altamente energético. Porém, quando s&o
considerados encontros com baixa velocidade relativa, estas metodologias falham em
descrever a real dindmica. Neste caso, outros corpos massivos comecam a exercer uma
influéncia gravitacional de magnitude comparavel ao corpo principal cogitado. Todavia,
a solucdo desta questdo deriva-se de um sistema que o proprio Newton ndo conseguiu
progredir: o Problema de Trés Corpos, sucessor natural na analise de sistemas dindmicos

espaciais apos o sistema de dois corpos.

Nesta situacdo, sdo considerados trés corpos massivos em multua atracdo
gravitacional. Porém, este sistema ndo possui uma solugdo analitica como o Problema de
Dois Corpos, pois as mesmas manipula¢fes matematicas que viabilizaram uma solucao
ndo se aplicam igualmente aos dois sistemas. N&o obstante, cientistas ao longo da historia,
como Joseph-Louis Lagrange e Leonhard Euler, progrediram em sua tratativa ao
considerar algumas simplificagdes, o que o tornou referenciado como Problema Restrito
e Circular dos Trés Corpos. Neste caso, sdo considerados dois corpos massivos e um
corpo de massa negligenciavel, na qual as primarias movem-se em Orbitas circulares em

torno de seu baricentro.

Essa nova Otica permitiu a derivacdo de alguns casos e solucfes especiais, além
da inferéncia acerca da existéncia de cinco pontos criticos nestes sistemas — denominados
Pontos de Lagrange. Estes pontos estdo localizados em regiGes de um sutil equilibrio
gravitacional entre as primarias, o que 0s permite abrigar Orbitas. Estas Orbitas, descritas
pelo terceiro corpo, podem ser ou ndo periddicas. Além disso, alguns destes pontos séo
dinamicamente instaveis, 0 que acarreta a geracdo de trajetorias associadas as orbitas,

conhecidas como variedades invariantes, que delimitam regides de transito entre elas.

Como o regime de trés corpos é naturalmente de menor energia, a possibilidade
da descricdo de Orbitas periddicas e da transferéncia entre regides no espaco sem custo
energético torna o Problema Restrito e Circular de Trés Corpos altamente atrativo para a
astronautica. Além do mais, essas variedades invariantes ndo se limitam a apenas um
sistema de trés corpos, elas estendem-se por todo o Sistema Solar, cruzando-se com outros
canais dinamicos dos diversos sistemas existentes. E possivel, portanto, realizar uma

analise semelhante a proposta pelo método de Patched-Conics, conhecida como
2



Aproximacdo Remendada dos Trés Corpos: uma trajetdria interplanetaria pode ser
segmentada em diversas trajetorias sujeitas a diferentes sistemas, unidas pelas
interseccdes entre trajetorias de baixa energia. Deste modo, confere-se a possibilidade de
realizacdo de missdes interplanetarias com baixo custo energético, como uma missao a

Jupiter e suas luas.

Jupiter é atualmente conhecido por ser o maior planeta do Sistema Solar, e é alvo
constante de estudos voltados a compreensdo de sua rica e turbulenta atmosférica e sua
intensa magnetosfera. Todavia, o planeta foi foco de especulacdes humanas desde a
antiguidade, quando se postulava que, juntamente ao Sol, Lua e outros planetas, exercia
influéncias no destino das pessoas e tentava-se compreender o movimento de um dos
objetos mais luminosos do céu noturno. Foi Galileu Galilei que, no entanto, desmistificou
o planeta ao estuda-lo por meio de sua luneta e descobrir que era acompanhado por quatro

grandes satélites, diferentes de tudo que se conhecia até entéo.

E s&o parte destas luas que alimentam o constante interesse pelo sistema joviano
na atualidade. Devido as suas ricas composi¢cdes quimica e a presenca de compostos
organicos, tectonismos e grandes fontes de calor, além da provavel existéncia de oceanos
de 4gua liquida em algumas delas, estes satélites possuem os ingredientes necessarios ao

desenvolvimento da vida (como se € conhecida na Terra).

Dentre as missdes interplanetérias desenvolvidas até entdo, muitas delas tiveram
como objetivo o reconhecimento e a exploracdo do sistema joviano, seja por voos
préximos (flybys) ou pelo estabelecimento de Orbitas em volta dos seus planetas e suas
luas. Missdes como Pioneer 10 e 11, Voyager 1 e 2, Galileo, Juno e Europa Clipper
possuiram/possuem como uma de suas metas estudar o gigante gasoso e seus satélites.
Porém, adotam trajetorias dispendiosas para o deslocamento interplanetério, baseadas

principalmente no método de Patched-Conics.

Dada a grande quantidade de missfes para 0 sistema joviano e 0 constante
interesse da comunidade cientifica acerca do planeta e das suas luas, propds-se a
realizacdo de um projeto que investigasse a viabilidade das trajetorias de baixa energia
no deslocamento interplanetario de um veiculo espacial com destino a Japiter, que

partisse do sistema Terra-Lua. Para isso, foi preciso estabelecer fundamentacgdes teoricas



acerca das mecénicas newtoniana, lagrangiana e hamiltoniana, a fim de dominar os
formalismos matematicos necessarios a compreensdo do Problema Restrito e Circular de
Trés Corpos e suas variacdes. Além disso, o estudo pormenorizado deste problema, em
sua versao planar e espacial, permitiu a determinacdo das Orbitas periddicas e suas
trajetorias de baixa energia a elas associadas, e em como aplica-las em simula¢Ges
computacionais, para obtencdo de dados acerca dos gastos energéticos e do tempo de uma
missdo que adotasse esta metodologia em sua dinamica. Os dados das simulacdes
realizadas, que permanecerdo sendo o foco da renovacdo do projeto de pesquisa,
permitiram a comparagdo com as informacbes coletadas de missdes que adotam

trajetdrias convencionais ao sistema joviano.

Os resultados preliminares obtidos para o sistema Terra-Lua, na qual derivaram-
se Orbitas periddicas e das variedades invariantes associadas, permitiram a inferéncia de
que as dinamicas sujeitas ao Problema Restrito e Circular dos Trés Corpos sdo mais
econdbmicas do que as trajetorias proximas a vizinhanca terrestre de missfes
convencionais ja realizadas para o sistema joviano. No entanto, mostrou-se evidente que
o periodo empregado no deslocamento de baixa energia € superior as trajetérias de alta
energia. O progresso das simulagfes computacionais nos sistemas Sol-Terra-Lua e
joviano, bem como na conexdo de ambos, provera mais dados acerca das vantagens do

uso de trajetorias sujeitas ao regime de trés corpos em missdes interplanetarias.



Capitulo 1 - LEIS DE KEPLER, FORCA CENTRAL E PROBLEMA DE DOIS
CORPOS

1.1 — Introducéo

O mistério do que constitui 0 movimento acompanha a humanidade desde a
Antiguidade. A fisica de Aristételes ditava que os objetos seguiam os seus lugares
naturais, dependendo da composicdo de seus elementos (fogo, agua, ar, terra). Ela
diferenciava o universo infinito da Terra, que era seu centro, e propunha que os planetas,
0 Sol e a Lua moviam-se em movimento circular perfeito em volta da dela. Ademais,
Aristoteles estabeleceu preceitos sobre 0 movimento retilineo, a relacdo da densidade e a
velocidade e a impossibilidade de existéncia do vacuo. A fisica aristotélica era refutavel
experimentalmente, mas perdurou por diversos seculos até o Renascimento Cultural,
datado do século XVI.

“Avancos” na fisica aristotélica correspondente ao movimento dos astros foram
feitos por Claudio Ptolomeu, que desenvolveu um modelo geocéntrico — preenchido por
epiciclos, equantes e excéntricos. Apesar de incorreto, o sistema ptolomaico era capaz de
realizar previsdes astrond6micas com certa precisao, e acabou sendo adotado como modelo

oficial pela Igreja Catélica — ja que ndo contradizia as escrituras sagradas da instituicao.

Alguns expoentes da Idade das Trevas, como Guilherme de Ockham, lbn Al-
Haytham e Jean Buridan esbocaram progressos na compreensdao da realidade — sendo este
ultimo o responsavel pelo desenvolvimento do conceito de “impeto”, semelhante ao
momento ou quantidade de movimento da fisica contemporénea — contrariando os
preceitos fisicos aristotélicos e o sistema astronémico vigente. No entanto, suas ideias
ndo foram amplamente divulgadas ao longo da historia da ciéncia, suprimidas em sua

maioria pelas religides vigentes na época.

Foi com o desenvolvimento do heliocentrismo de Nicolau Copérnico que as
sustentacdes da fisica de Aristoteles comegaram a ruir. Baseado nas ideias de Aristarco
de Samos, Copérnico concebeu um modelo de cosmo heliocéntrico, com muito menos

epiciclos e com a mesma precisdo do modelo ptolomaico, porém mais simples. Johannes
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Kepler, buscando entender a “harmonia dos mundos”, abandonou dogmas para ajustar
seu modelo aos dados experimentais de Tycho Brahe, um dos maiores astronomos
observacionais da historia. Kepler, entdo, elaborou suas trés leis do movimento celeste,
que revelavam as trajetdrias de planetas em volta do Sol como elipses, uma das se¢des
conicas. Além disso, estabeleceu relagdes entre periodo orbital e a distancia do Sol em

sua terceira lei, culminando no encontro de sua desejada harmonia.

As descobertas de Galileu Galilei das fases de VVénus, da existéncia de montanhas
e crateras na Lua, das luas de Japiter e das manchas solares forneceram mais provas para
0 estabelecimento do modelo heliocéntrico como correspondente a realidade, e seu
embate com a Inquisicdo Catolica estabeleceu divisGes entre a religido e a ciéncia. Os
estudos de Galileu sobre a cinematica e o principio da relatividade foram fundamentais
para a nova teoria do movimento, que necessitava de um agente Gltimo para sua

concepgdo: Isaac Newton.

Newton uniu o céu e a Terra ao propor que 0 movimento que ocorre no solo pode
ser descrito matematicamente da mesma forma que os movimentos celestes. Ele
estabeleceu a Teoria da Gravitacdo Universal, amplamente adotada até os dias atuais, que
propde que a mesma forga atrativa que age sobre o0s corpos na Terra € a que mantém os
planetas em movimento ao redor do Sol e seus respectivos satélites em volta deles. Suas
trés leis estabeleceram a fundagdo da dindmica fisica como conhecida atualmente, e seu
formalismo matematico criou ferramentas de calculo extremamente poderosas que

revolucionaram a compreensao do cosmos.

Esta breve revisdo historica acerca do cerne do movimento evidencia que a
construcdo deste conhecimento ndo foi simples e nem rapida. No entanto, é clara a
importancia das leis da dindmica para a navegacdo espacial. Este capitulo detalhara as
Leis de Kepler, o conceito de Forca Central e as demonstracdes matematicas dessas leis
por Newton e pelo seu formalismo, que possibilitou a resolucdo do famigerado Problema
de Dois Corpos. Estes topicos antecedem a abordagem do Problema de Trés Corpos, e
fornecem instrumentos poderosos na descricdo de movimentos de elementos espaciais
tratados pela astronautica, como manobras espaciais de alta energia, tratadas em capitulos
posteriores. Este capitulo foi escrito com base em informac6es extraidas de Curtis (2014)
e Conway e Prussing (2013).



1.2 — Leis de Kepler

Johannes Kepler estabeleceu suas trés leis do movimento planetario com base nos
dados observacionais de Tycho Brahe, que eram os mais precisos de sua época. As leis,

expostas inicialmente em seu livro Astronomia nova, sao tais:

e 1%L eide Kepler— As érbitas dos planetas sdo elipses, com 0 Sol em um dos focos.
e 22| eide Kepler — O vetor raio de cada planeta, em relacdo ao Sol como origem,

varre areas iguais em tempos iguais. Ou seja:

A =cte (1.1)

onde A é a velocidade areolar.

e 32 Lei de Kepler — A relacdo dos quadrados dos periodos de translacdo dos

planetas é proporcional a relacdo do cubo dos semieixos maiores de suas Orbitas:

T2 (1.2)

— = cte
a3

Isaac Newton, partindo de suas leis da dindmica e da Gravitacdo Universal, a
pedido de Edmond Halley, demonstrou matematicamente as leis de Kepler, culminando

em associacOes de grandezas fisicas a entidades matematicas.

1.3 — Leis de Newton

Em seus volumes Philosophiae naturalis principia mathematica, Newton propds

suas trés leis da dindmica, sendo elas:

e 12 Lei de Newton (principio da inércia) — Todo corpo permanece em repouso ou
em movimento retilineo uniforme, a menos que seja obrigado a modificar seu
estado de movimento pela acéo de forgas externas.

e 22 Lei de Newton (principio fundamental da dindmica) - A modificacdo do

. , X o dp
momento de um corpo é proporcional a forga atuante, ou seja, F' = —

= m7.
e 32 Lei de Newton (acdo e reacdo) — A toda agéo corresponde uma reacao igual e

oposta: F, = —F,



Também foi exposta a sua lei da Gravitagdo Universal, na qual:

e Dadas duas particulas A e B, de respectivas massas m, e m,, existe uma atracdo
muatua com forca diretamente proporcional ao produto de suas massas e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia que as separa:

—Gmym, 7 (1.3)

F =
r2 r

onde G é a constante gravitacional universal e 7 é a distancia que separa 0s corpos.

Essa lei é valida para particulas pontuais ou para corpos rigidos de simetria

esférica, com toda sua massa concentrada em seu centro.

1.4 — Forga central

O conceito de forca central estrutura a resolucdo do Problema de Dois Corpos,
pois como apontado por Newton, o Sol exerce uma forca central sobre os corpos do
Sistema Solar. Deste modo, algumas constantes — ou integrais — do movimento

prevalecem sobre o sistema, que tornam a solugdo deste problema analitica e fechada.

Uma forga F é central quando, em qualquer instante, tem sua linha de atuacéo

passando através de um ponto fixo, o centro da forca, e é representada por:

Bop 7 (1.4)
= r)—
Qe
Os vetores forca e posicdo sdo paralelos em uma forca central, logo 7 x mr = 0.
Ao analisar a derivada do momento angular de uma particula sobre acdo de uma forca
central, tem-se:
dH d L .
—=—(Fxmi)=Fxmi+ Fxmi (1.5)
ar =@ m)
O produto vetorial de vetores iguais é nulo, e usando a relacdo apontada
anteriormente, tem-se:
dH

a3 (1.6)
t



ou seja, H = cte. Se a constante for diferente de zero, 0 movimento é restrito ao plano

definido por # x 7. Logo, todo movimento sob acdo de forca central é plano, e 0 momento

angular da particula é constante em magnitude e direcéo.

Outra integral de movimento relacionada a forca central diz respeito a energia. Se
um sistema é conservativo, entdo sua energia é conservada. Da definic&o de trabalho, tem-

Se:

-

W= f F(@) -d? = U{) — U®{) (1.7)

onde a funcdo U é a energia potencial associada a forca conservativa. Considerando um
referencial 7; — oo, e utilizando a notacéo da forca fornecida pela gravitacdo universal,
tem-se:

r
j _Gm1m2
T'Z

=U(n) (1.8)

Fdr = —
%)

Deste modo, o potencial depende da posicéo e a forca deriva deste potencial:
F=-VU@) (1.9)

Logo, dado que o campo é conservativo, a energia mecanica do sistema é
conservada:

1
E = Em?'"z + U(r) = cte (1.10)

As coordenadas podem ser expressas pelo formato polar, relacionando o angulo
de rotacdo do corpo em relagdo ao periastro (6) — demonstrado posteriormente — e a
distdncia do centro (r). A transformacdo em coordenadas polares resulta em uma

velocidade dependente de duas componentes, radial e transversal:
§=Tér+reel (1 11)
e em uma aceleracdo dependente apenas da direcdo radial:

N
i= (- ri%)e, = 0T (112)




O momento angular especifico também pode ser expresso em termos das
coordenadas polares. Dadas as direcdes unitarias i, j, k, temos:
h=#xt =[xy — xylk = 126 (1.13)

Sabe-se que a velocidade areolar € a taxa na qual uma determinada area € varrida
durante a trajetoria do vetor raio. Dada uma porcdo da area dA, tem-se um angulo

correspondente dO. A area inteira de um circulo é dada por mr?, logo:

r%df
2ndA = nr?df — dA = (1.14)
A derivada em relacdo ao tempo resulta em:
dA r%de . .
- - =720 = 1.15
=5 o 2A=ri0=h (1.15)

Dessa expressdo, conclui-se que a velocidade areolar é constante para um

movimento ndo-retilineo regido por uma forca central.

1.4.1 — Equacéo de Binet

A equacdo de Binet fornece a trajetoria de um corpo em um campo de forca
central, e pode ser uma maneira de demonstrar matematicamente a primeira Lei de

Kepler:

H?u? d?u F@®)
— 7 1.16
m2 [u + dHZl m (1.16)

1, ., . B
ondeu = ~éuma variavel utilizada para tornar o calculo menos complexo.

1.4.2 — Demonstracdes matematicas das leis empiricas de Kepler

Considere um planeta com massa m, a uma distancia r do Sol. O planeta

movimenta-se em curvas de forma que a forga sobre ele se da por:

S . o T (1.17)
F(¥) =m(—1r6 );

A primeira Lei de Kepler propde que o movimento planetario é em formato de
elipse, cuja equagdo com distancia r em relacdo a um dos focos é:
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P a(l—e?) (1.18)
r p— —_—
1+ ecosf@ 1+ ecosf
onde P é o semilactus rectum, a é 0 semieixo maior e e é a excentricidade. Dada a equagéao

da elipse e utilizando a equacdo de Binet, tem-se que a derivada segunda da Equagéo

(1.18) em relagdo ao angulo 6 é:

d? (1 0
a (-) _ 0% (1.19)
doz \r a(l—e?)
Dessa forma, pode-se reescrever (1.18) como:
1 d? /1 1
i () —— 1.20
r + dg? (r) a(l—e?) (1:20)
Logo, substituindo na Equacéo de Binet (1.16):
S H? 1 7
r) = — - 1.21
F@) mr? (a(l — ez)) r (L.21)

A forga é dirigida ao Sol, e é inversamente proporcional ao quadrado da distancia.
Logo, essa expresséo resulta na Lei da Gravitagdo Universal:

2

onde u =

m2a(1-e?)’
Ja a segunda lei de Kepler foi provada nos procedimentos que levaram a Equacéo

(1.15). Porém, dada a forma eliptica da curva, a taxa de variagdo da velocidade areolar é

dada por:

. mab

onde T é o periodo orbital, a e b sdo 0s semieixos maior e menor, respectivamente.

A terceira lei de Kepler é demonstrada matematicamente partindo da Equacéo

(1.23). Da segunda lei, tem-se:

2,212
Jraatals (1.24)
TZ
Das relagGes da elipse, tem-se que a? = b% + ¢2, onde ¢ é a distancia focal.

Também ¢ valida a relagdo ¢ = ae. Dessas, extrai-se:

11



b? = a?(1 — e?)

(1.25)
Aplicando a Equacéo (1.25) em (1.24):
2401 _ ,2
j? = %ze) (1.26)
Sabe-se, porém, que:
2
A? = f—m (1.27)
Logo:
2 2,471 _ ,2
f_m _ w (1.28)
que, finalmente, resulta na terceira lei de Kepler:
4m?  T?
e =— (1.29)

2

onde u= m.

1.5 — Problema de Dois Corpos

O Problema de Dois Corpos é o tnico dos problemas de N corpos que possui
solucdo analitica, encontrada justamente por Newton e exposta em seu Principia. A
solucdo deste problema possibilita a determinacdo de trajetdrias de diversos corpos do
Sistema Solar, desde asteroides até planetas, torna possivel a existéncia de diversas
manobras espaciais — como a transferéncia de Hohmann e a manobra Patched-Conics —
e pavimentou o caminho para o desenvolvimento da astrondutica. Apesar das restri¢oes
impostas para que se alcancasse a resolucao deste problema — como ndo levar em conta
perturbacBes gravitacionais de outros corpos — esta ferramenta ainda é pertinente na

analise de missdes espaciais atuais.

Este problema consiste na determinacdo do movimento de dois corpos massivos
sob atracdo gravitacional matua. Ou seja, a partir de suas equagdes de movimento,
procura-se determinar a posicao e a velocidade destes corpos em qualquer instante dadas

as condicdes iniciais.

12



Considere os corpos A e B, de massa m, e mg, respectivamente, em um sistema
inercial Oxyz. A distancia de A até a origem do sistema de coordenadas é dada por 7,

enquanto B dista 75, como ilustrado na Figura 1.1.

Figura 1.1 - Sistemas de coordenadas inercial Oxyz

Neste sistema, as massas A e B distam 7, e #; da origem, respectivamente.
Fonte: elaboragdo propria.
A posicdo de B com relacdo a A é dada por ¥ = 75 — 4. Logo, a Lei da Gravitacdo

Universal prevé que os corpos A e B atraem-se com as forcas:

ﬁAB =Mty = — >
r r

(1.30)

GmumpTg — 74

.

Fgy = mprg = —

r2 r

Para que o problema apresente uma solugdo analitica, reduz-se o sistema de dois
corpos a determinag¢do do movimento de B em relagdo a A, onde my > mg. Ou seja, a
massa de B é negligenciavel em relacdo a A e, portanto, considera-se que apenas A exerce

uma forca gravitacional sobre B. Deste modo, as equag6es sdo reescritas na forma:

- Gmg 7
TA = — 2 _—
T (1.31)
= GmA Tr
8= r2 r

Como o sistema de coordenadas é inercial, 7 = 75 — 7, € uma relagdo valida.

Desse modo:
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G(my +mp) 7 (1.32)

7=
T2 T

Mas, como my >» mg, G(my + mg) = Gm, = u. Portanto, a expressdo final é

dada por:

o _HKT (1.33)
rir

que é uma expressdo caracteristica de forca central. Logo, toda a teoria elaborada tem

validade para o Problema de Dois Corpos.

1.5.1 — Constantes de movimento para o Problema de Dois Corpos

Existem duas constantes no movimento orbital regido pelo Problema de Dois

Corpos. Elas sdo denominadas integrais da area e da energia.

A trajetéria da particula sob a influéncia de um campo central ocasiona um

movimento plano:
Fx#=h=cte (1.34)
que equivale a
h =120 =24 = cte (1.35)

Eis a integral das areas. A integral de energia pode ser extraida da Equacao (1.33).

Comeca-se realizando o produto escalar desta equacao pelo vetor 7:

EOE S P (1.36)
T3
No entanto:
R D 1d ,. .. 1d
—>.—>=_ 2.2 2.2 - 2.2 - . 2 137
77 Z(T r+r r) Zdtrr) Zdt(r) (1.37)
. ~ d (1\ _ 1 (ar\,
Para o lado direito da Equacdo (1.36) e lembrando que = (;) = -7 (dt).
no,os no . U, dC)
L P == =py—[= 1.38
r3r r r3rr rzr ‘udt r (1.38)

Substituindo esses resultados em (1.36), tem-se:
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S =) (1.39)

2dt dt\r
Logo:
1d d (1
) —u—(=) = 1.40
2t ) “dt(r) 0 (1.40)
A integracdo em relagdo ao tempo fornece-nos a expressao para a integral de
energia:
1
o S (1.41)
2 T

onde v é a velocidade do segundo corpo e € é a energia mecanica especifica, uma

constante.

1.5.2 — Equacdo de 6rbita

A resolucdo da equacdo de Orbita encontra-se no Apéndice A. Temos, entdo, a
seguinte resolucédo para o Problema de Dois Corpos:
hZ

- U (1.42)
1+ ecos(8)

que é a equacao de Orbita, igual a equacdo da elipse (Equacdo 1.18), que é uma se¢do
cbnica. Logo, além dos principios estabelecidos por Kepler, como sua primeira lei,
Newton descobriu que as trajetdrias em um sistema de dois corpos descrito por uma forga

central sdo secBes conicas, podendo ser elipses, parabolas ou hipérboles.

Ao comparar as duas equacdes, percebe-se que o semilactus rectum P pode ser

descrito em termos fisicos:

hZ
P=— (1.43)
u
Também € possivel derivar uma expressao para a excentricidade:
h2 1/2
e = (1 + 25—2> (1.44)
u
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Logo, Newton conseguiu correlacionar grandezas matematicas, como o0
semilactus-rectum e a excentricidade de uma conica a aspectos fisicos, como a energia e

0 momento angular.

1.5.3 — A energia de uma Orbita

Pela Equacéo de érbita (1.42) e a Equagdo da excentricidade (1.44), nota-se que a
variacdo da energia do segundo corpo culmina na variacdo do formato da conica que

descreve sua Orbita. A energia ¢ define os trés tipos de conica:

a) Se e < 0, aexcentricidade esta definidaem 0 < e < 1, ou seja, a trajetdria é uma
elipse;

b) Se e = 0 - possivel em um caso ideal apenas — a excentricidade esta definida em
e = 1, ou seja, a trajetoria € uma parabola. A trajetoria parabdlica define uma
energia limite que, caso atingida, resulta na expulséo do corpo do sistema;

c) Se &€ > 0, a excentricidade esta definida em e > 1, ou seja, a trajetéria é uma

hipérbole. Trajetdrias hiperbdlicas estdo livres da influéncia da massa central;

A energia para uma Orbita eliptica pode ser deduzida a partir da Equacdo da
excentricidade (1.44):

2eh? 2eP
e?=1+—=1+— (1.45)
0 u
Logo,
21 21
gpe 1w - 1) (1.46)
P 2 2a(1 — e?)
Portanto, a energia de uma Orbita eliptica é:
U
€= =5 (1.47)

Para uma orbita hiperbdlica, o semilactus-rectum P é dado por a(e? — 1). Desta

forma, a energia de uma 6érbita hiperbdlica é dada por:

U

S:%

(1.48)
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obtida da mesma forma que a 6rbita eliptica. Observe que em uma orbita hiperbdlica, o

semieixo maior a < 0, 0 que torna a energia positiva.

1.6 — Elementos Orbitais

Para descrever completamente uma Orbita, outro método aparenta ser mais
vantajoso do que o uso de coordenadas cartesianas de posicao e velocidade: os elementos
keplerianos. Dado que o plano de uma drbita é fixo no espa¢o, pode-se definir um plano
de referéncia. Para a descricdo de oOrbitas de satélites em volta da Terra, tem-se
normalmente a origem do sistema inercial no centro do planeta e estendendo-se a partir
do equador terrestre, com o eixo Ox apontando para o ponto vernal de Aries y e o eixo
Oz apontando para 0 eixo de rotacdo da Terra, sendo este o sistema geocéntrico
equatorial. Para trajetorias interplanetérias, no entanto, o plano da ecliptica € muito mais
conveniente, ja que o Sol é o astro central considerado neste caso. Como a linha de
interseccdo do plano equatorial da Terra e a ecliptica localiza o ponto vernal, ele também

¢ utilizado como eixo de referéncia.

Para a defini¢do dos elementos orbitais, serd explorado o sistema orbital em volta
da Terra, que também possui origem em seu centro, mas o eixo Ox aponta para a direcdo

do vetor excentricidade — ou direcdo do perigeu da érbita - €. Além disso, o eixo Oz

aponta para a direcdo do vetor momento angular especifico da 6rbita, h.

1.6.1 — Elementos keplerianos

Sdo adotados seis elementos que descrevem completamente o satélite em sua
Orbita, na qual trés destes elementos definem o movimento planar do corpo: o semieixo
maior (a), a excentricidade (e) e a anomalia verdadeira (8). Definem-se também trés
angulos de Euler, a fim de descrever o referencial girante em relacdo ao sistema inercial
fixo. S&o eles: a longitude do Nodo Ascendente (Q2), o argumento do periastro (w) e a

inclinac&o da orbita (i). A Figura 1.2 ilustra o conjunto de elementos keplerianos:
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Figura 1.2 — Elementos keplerianos no sistema geocéntrico equatorial

K
Eixo polar norte da Terra
Z e
| Satélite Perigeu
iy
&~ 0
h r \
®
Plano equatorial terrestre
i y—J
X N
7 Linha dos nodos

g

Fonte: adaptado de Curtis (2014).

Assumindo que sdo conhecidas as coordenadas de posicéo (7) e velocidade (¥) do
satélite, é possivel determinar os elementos orbitais a partir das equacdes ja expostas neste
relatorio. E claro que o processo inverso também & possivel, porém nio sera detalhado

nesta pesquisa.
e Semieixo maior (a)

O semieixo maior é possivel de ser determinado a partir das Equacgdes (1.41) e

(1.47), que unidas descrevem a equacao Vis-Viva:

1 7 u
2T _ 1.49
217 T 2a ( )

Logo, pode-se determinar o semieixo:

a= T2 (1.50)

e Excentricidade (e)
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O vetor excentricidade foi determinado durante a solucdo da equacgdo de érbita
para o Problema de Dois Corpos. A Equacdo (A.10) pode ser rearranjada da seguinte
forma

-

. - 7
X h= u;+u§ (1.51)

Sabe-se que e € um vetor constante e aponta para o periastro da orbita, com origem
no centro de atragdo. Desta equacéo é possivel chegar a:

- T 7 7
e =B xh—p-=Bx Fx D) —p-=[@ HF - ¢ 9]~ (152

Que culmina na Equacdo (1.53), na qual € possivel determinar o vetor

excentricidade é:

G = % [CRRERCY (153)

e Anomalia verdadeira (0)

A anomalia verdadeira é o angulo entre o periastro da Orbita e a posic¢do do corpo.
Portanto, leva em consideracdo os vetores posicdo (#) e excentricidade (€). Como séo
coplanares, o produto escalar entre estes vetores fornecerd o angulo 6 por meio da

expressao:

7-é
7-é=recos(d) >0 =cos™?! <F> (1.54)

Se o produto escalar 7 - ¥ = 0, entdo o0 angulo encontra-se entre 0° e 180° (0° <
6 < 180°). Porém, se # - ¥ < 0, teremos 180° < 6 < 360°.

e Longitude do Nodo Ascendente (Q)

Sera definido o vetor nodal N com origem no centro O e em direcdo a linha dos

nodos, que é definida pela intersec¢do do plano orbital com o plano inercial de referéncia.

Como h é perpendicular ao plano da 6rbita, também sera perpendicular a N. Logo:

—

N=Kxh (1.55)
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onde K é o versor unitario normal ao plano equatorial terrestre. Como o vetor nodal esta
no mesmo plano do versor I, que aponta para o ponto vernal, pode-se determinar o valor

do angulo Q:

aA = i' IV
[+N =1INcos(f)) > Q =cos™?! <W> (1.56)

Se a componente j do vetor N for maior ou igual a zero, ou seja, N; = 0, temos

que 0° < 2 < 180°. No entanto, se IVJ <0,180° < 2 <360°.

e Argumento do periastro (w)

O argumento do periastro € o angulo formado entre a linha dos nodos e o perigeu.
Portanto, pode ser determinado por meio do produto escalar entre 0s vetores

excentricidade (&) e nodal (N):

_ N-8
N-é=Necos(w) > w = cos_1< N ) (1.57)

Se a componente K do vetor excentricidade for maior ou igual a zero, ou seja,
€g = 0, temos que 0° < w < 180°. No entanto, se €z < 0, 180° < w < 360°.
e Inclinacdo (i)
A inclinacdo determina o angulo entre o plano orbital e o plano do sistema de
referéncia inercial. Portanto, pode ser expresso por meio do produto escalar do momento

angular especifico h da orbita e o eixo z:

—~ = K * H
K-h =Khcos(i) » i = cos™* [ —— (1.58)
Kh
1.6.2 — Elementos alternativos
Para casos especiais, alguns elementos orbitais séo indefinidos. Este problema é

solucionado ao definir elementos orbitais alternativos. Exemplos séo:

e Argumento de latitude (&)
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Em uma 6rbita circular, a excentricidade é nula. Logo, o argumento do perigeu a
anomalia verdadeira séo indefinidos. Define-se, entdo, o argumento de latitude (6),

medido em relacéo a direcéo do vetor nodal até a posigdo do satélite. Portanto:

R N-#
N-#=Nrcos(§) » 6 = cos‘1< N > (1.59)

Se a componente x da posi¢do for maior ou igual a zero, ou seja, r, = 0, temos
que 0 < 6 < 180°. Do contrério, 180° < § < 360°.

e Longitude do periastro (I7)

Para Orbitas equatoriais, a linha dos nodos ndo existe. Portanto, o argumento do
periastro (w) e a longitude do nodo ascendente (€2) sao indefinidos. Deste modo, introduz-
se a longitude do periastro (I7), angulo medido entre a direcdo do ponto vernal e o
periastro da orbita:

. I-é
[-é=1lecos(IT) > I =cos™? <?> (1.60)
Se a componente y da excentricidade for maior ou igual a zero, ou seja, e, > 0,

temos que 0 < IT < 180°. Do contrario, 180° < [T < 360°.
e Longitude verdadeira (1)

Em uma orbita circular e equatorial, trés elementos relacionados aos angulos de
Euler ndo estdo definidos. Neste caso, define-se a longitude verdadeira (1), medida entre

a direcdo do ponto vernal e a posicao do satélite em orbita:

. I-7
[-7=1Ircos(l) > 1 =cos™?! (I_rr> (1.60)

Se a componente y da posicdo for maior ou igual a zero, ou seja, i, = 0, temos

que 0 < [ < 180°. Do contrario, 180° < [ < 360°.

1.7 — Conclusdes do capitulo

Os mecanismos matematicos desenvolvidos por Isaac Newton permitiram
desvendar o movimento dos astros e dos corpos na Terra. Suas contribui¢fes auxiliaram

no desenvolvimento da solugdo para o problema de diversas Orbitas existentes no Sistema
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Solar e, deste modo, tornou-se simples e mais preciso calcular a trajetéria de cometas,
asteroides e planetas. Ao perceber que, no modelo heliocéntrico, o Sol exercia uma forgca
central sobre os corpos do Sistema Solar, Newton aplicou suas elaboracfes desta teoria
para demonstrar matematicamente as Leis de Kepler e ruir de uma vez por todas as
hipoteses geocéntricas. Além do mais, ao notar que um sistema de dois corpos pode ser
aproximado para um regime de forca central, conseguiu elaborar sua equagdo de 6rbita,
que revelou outros formatos para as trajetorias orbitais, expressando-as como sec¢des

conicas.

No préximo capitulo, sera tratado o proximo sistema de N corpos, o Problema de
Trés Corpos e as suas restricdes, impostas para algumas solucBes sejam possiveis.
Diferentemente do Problema de Dois Corpos, Newton ndo conseguiu elaborar uma
solucdo analitica para este problema que, futuramente, seria apontada como impossivel
por Henry Poincaré. No entanto, restricbes e simplificacdes ao sistema de trés corpos
possibilitam a analise do movimento de um corpo de massa negligenciavel na vizinhanga
de outros dois corpos massivos. Além do mais, avangos na compreensdo na dinamica de
trés corpos permitiram que aplicacdes astronauticas fossem estabelecidas, o que culmina

no foco deste projeto.
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Capitulo 2— O PROBLEMA RESTRITO PLANAR E CIRCULAR DE TRES
CORPOS

2.1 — Introducéo

A solucéo do Problema de Dois Corpos impulsionou a compreensdo de como 0
Sistema Solar opera, e tornou possivel a navegacao espacial e a astronautica. O proximo
dos problemas de N corpos, o Problema de Trés Corpos, ndo apresenta uma solucao téo
trivial quanto a obtida para o caso anterior. Newton tentou solucionar a movimentagéo da

Lua com a aplicagdo do Problema dos Trés Corpos, mas foi infeliz em sua tentativa.

O Problema de Trés Corpos possibilita uma analise mais realista da movimentacao
dos corpos do Sistema Solar, ja que os sistemas descritos por dois corpos também
apresentam perturbacdes gravitacionais de terceiros, que alteram as orbitas elipticas
descritas pelos planetas e luas. O primeiro pesquisador a realizar progressos na teoria
envolvendo os sistemas de trés corpos foi Leonhard Euler, que aplicou o caso restrito a
Lua. Joseph-Louis Lagrange também realizou significativos avancos ao descobrir
solucBes de casos especiais de posicionamento dos corpos. Euler e Lagrange também
descobriram, respectivamente, pontos colineares e equilateros de equilibrio do sistema,
denominados posteriormente de Pontos de Lagrange, que representam pontos criticos do

sistema dinamico, com diversas aplica¢fes atuais a astronautica.

Porém, o caso geral permaneceu séculos sem solucdo, até que Henry Poincaré
conjecturasse o problema como analiticamente insoltvel. A dificuldade advém do fato de
que ndo existem transformacdes de coordenadas que simplifiguem o problema de modo
que seja possivel obter solucbes das equacdes de movimento. No entanto, ao realizar
algumas suposi¢cbes acerca do sistema, é possivel manipula-lo de forma a se obter
solugdes destas novas equacdes de movimento, como no caso do Problema Restrito e

Circular dos Trés Corpos, este estudado por Euler e Lagrange.

As equagOes de movimento deste problema restrito podem ser resolvidas
numericamente, e a analise de algumas caracteristicas dos sistemas amparados por este

problema tornou-o interessante para a navegacdo espacial, como as instabilidades
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associadas aos pontos colineares de Lagrange que, como sera exposto neste capitulo,
possibilitam a existéncia de trajetorias pouco energéticas que ligam regides distintas do

Sistema Solar.

Esses caminhos pouco energéticos garantem alternativas as missdes espaciais,
tanto “cislunares” (que ocorrem na vizinhanga Terra-Lua) como interplanetarias. O
design de missOes espaciais inteiras pode ser feito considerando apenas as condig¢oes
iniciais que uma espacgonave, por exemplo, possui. A partir de um impulso energético
primevo, a dindmica dos trés corpos garante que o veiculo espacial seja guiado até seu
destino com poucas queimas do propulsor, conduzido apenas pelos caminhos originados
nas Orbitas em volta dos pontos lagrangianos. Orbitas essas que, além de gerarem
trajetdrias dinamicas, sdo aproveitadas pelo setor espacial para comportar 0s mais

modernos equipamentos, como telescopios, ou até mesmo futuras estacbes espaciais.

Neste capitulo, sera descrito o Problema Restrito e Circular dos Trés Corpos, em
sua versdo planar, na qual serdo tratadas as derivacOes das equacfes de movimento, 0
estudo dos pontos de equilibrio e de suas estabilidades por meio da analise do autoespaco
das equacdes linearizadas. A linearizacdo permite a analise do movimento nas
proximidades dos pontos colineares e, conjuntamente com o estudo dos autovalores e
autovetores, culminando na obtencéo das trajetdrias de baixa energia, geradas a partir das
Orbitas em volta dos pontos colineares de Lagrange. Este capitulo terd como referéncias
principais Lo, et al (2000) e Karttunen e Valtonen (2006).

2.2 — EquacBes de movimento do PRPC3C

O sistema de trés corpos &, naturalmente, o préximo a ser estudado apds o
Problema de Dois Corpos. Para que seja possivel derivar suas equac¢fes de movimento,

algumas suposicdes sdo realizadas:

a) O problema € restrito, ou seja, 0 terceiro corpo tera sua massa negligenciavel, de
modo que apenas 0s dois corpos massivos influenciem seu movimento e ndo o
contrario;

b) O movimento das primarias € circular em torno do centro de massa do sistema;
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c) O terceiro corpo esta confinado a se movimentar no mesmo plano de 6rbita das
primarias;
As unidades utilizadas no sistema sdo normalizadas, de forma que as propriedades

do sistema dependam apenas de um parametro unico, p. Inicialmente, sera utilizado um

sistema de coordenadas inercial, centrado no centro de massa do sistema.

Considere 0 movimento de uma particula ms, 0 terceiro corpo, sob a atracdo
gravitacional de outros dois corpos massivos, m, e m,. A unidade de massa € definida
da seguinte forma: m; + m, = 1. A distancia entre as primarias € tomada como unidade,
ou seja, a separacdo entre m, e m, € 1. A unidade de tempo é escolhida de forma que um
periodo orbital das primarias em volta do centro de massa ¢ igual a 2n. Deste modo, a

constante gravitacional G, dada pela Equacdo (1.29), que também pode ser representada

como:
4 2 TZ
L (2.1)
G(my+my) ad
resultaem G = 1. Desta forma, 0 movimento médio das primarias, definido por:
_ |Glma +mg) 2w (22)

as T
também € unitario. Logo, o Unico parametro do sistema é o pardmetro de massa ,
definido por:

my

U= M+ m, (2.3)

Se m; > m,, as massas nesse sistema de unidades sdo referenciadas como:
pr=1—-u p=p
onde 0 < u < 0,5 e, portanto, p; = us.

As equac0es que descrevem o movimento da particula séo:

Q=& -X) pX-X;)

N L4

X =
(2.4)
A=-pO=-1) ul-Y)
—3 —3

" 3
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onders’ = (X —X)2+ (Y —V,)2er” = (X —X,)% + (Y = ¥,)2. (X,Y) é a posicio da
particula no sistema de coordenadas inercial em relacéo ao centro de massa, também dado
pelo vetor posicdo: 7 = Xi + Yj. (X;,Y;) é a posicdo dos corpos massivos em relagdo ao
centro de massa, também dado pelo vetor: 7, = X;i + Y;j,i = 1,2.

Além das simplificagdes impostas ao problema, a utilizacdo de um sistema de
coordenadas sinddico (ou rotacional) para a analise da movimentacdo da particula torna-

0 mais simples de se resolver. O sistema rotaciona com velocidade angular constante igual

ao movimento medio das primarias (n = t), como representado na Figura 2.1:

Figura 2.1 — Sistemas de coordenadas inercial e rotacional

Mty

O sistema inercial € representado pelos eixos (X,Y), enquanto o rotacional, por (x,y). Destaque para o
angulo t, que representa o tempo devido ao movimento médio das primérias.

Fonte: (LO et al., 2000).

A transformacdo entre os sistemas de coordenadas inercial e sinddico pode ser

realizada através de uma matriz de rotagdo R;, como evidenciado na Equacgéo (2.5):

11-r[) @

Y

cost —sint

onde R =[ ) )
t 7 Isint cost
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J& as componentes da velocidade podem ser obtidas pela diferenciacdo da
Equacéo (2.5):

[ol= 2Bl e a = 2[5 2o

No sistema sinddico, o vetor posic¢ao da particula em relagdo ao centro de massa
é7 = xi + yj, enquanto param,, m,: é 7 = x;i,i = 1,2. Para determinar a localizagdo de

X1 € x5, usa-se a definicdo de centro de massa:
myx; +myx, =0-> (1 —pwx; +ux, =0 (2.7)
Como m, e m, estdo em uma distancia unitaria, temos:
X, —x1 =1 (2.8)
Logo, unindo as duas equacdes:
Xp=—p e x=1-p (2.9)
Considerando o problema planar, as coordenadas das primarias séo:
Xl] _ [—,u sin t]
Y; —ucost

vl=la st

(2.10)

A relacdo entre os dois sistemas de coordenadas, inercial e sinodico, é dada por:

x=Xcost+Y sint
y=—-Xsint+Y cost
X=xcost—ysint
Y=xsint+ycost

(2.11)

A demonstracdo da derivacdo das equagdes de movimento para o sistema
rotacional estdo no Apéndice A. Temos entéo:

Q-+ px+p-1)

F—2y—x=—
(2.12)

ondery = (x — (—))i+yjer, = (x — (1 =)l +yj
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Essas sdo as equacOes de movimento no sistema rotacional do Problema Restrito
Planar e Circular dos Trés Corpos, adimensionais e ndo dependentes explicitamente do

tempo.

2.2.1 — Formalismo lagrangiano e a energia potencial efetiva

Toda a analise do sistema de trés corpos foi realizada a partir do formalismo
newtoniano, na qual parte-se das for¢as que agem no sistema para se determinar as
equacOes de movimento. No entanto, outra abordagem mecanica pode ser interessante
para a obtencdo de novos significados fisicos para os termos presentes nas equagoes de

movimento.

O formalismo lagrangiano lida muito mais com as energias presentes no sistema,
e a analise do Lagrangiano e das equacGes de Euler-Lagrange permite determinar as

equacdes de movimento de modo muito mais simples e inferir algumas caracteristicas.

A energia potencial do sistema devida a gravidade € descrita pela seguinte

equacao:
A =p) p 1
U(x,y) _T_E_Eﬂ(l_#) (2.13)

onde —%u(l — p) € um termo arbitrario, adicionado para que alguns pontos criticos do

sistema possuam uma certa energia, como evidenciado posteriormente.
Ja a energia cinética da particula é dada por:

1,. . 1
K,y ,9) =5 (X +7?) = 7 (G- 2+ +x)?) (2.14)
obtida utilizando as relagfes da Equacdo (2.6).

No formalismo lagrangiano, o sistema é descrito em termos de coordenadas
generalizadas (q4, ..., 9n, 41, -, Gn ). ESSas coordenadas sdo utilizadas no Lagrangiano,
L =K — U. As equagdes de movimento do sistema sdo dadas pelas equacOes de Euler-

Lagrange:
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d (6L) oL B
dt aql aql N

Para 0 PRPC3C, as coordenadas generalizadas sdo x, y, x, y. Para X:

0,i=1.,n (2.15)

d (oL OJL d au
(=) =2 (=) =+ - 2.16
dt(@fc) ox @Y=V (2.16)
que pode ser reescrito como:
ou
¥-2y—x=—>= (2.17)
Da mesma forma para y, temos:
d(aL) oL d(’+ ) G ) au (2.18)
—_ - = — = — —_ —_—— .
dt\ay) "oy “dc2 " * TV 7%y
que também pode ser reescrito como:
L ou
y+2x—y=—@ (2.19)

As Equacbes (2.17) e (2.19) sdo as mesmas obtidas em (2.12), porém de modo

muito mais trivial — sem a necessidade de manipular matrizes de rotacéo e similares.

. . oL . .
Para sistemas lagrangianos onde % 0, existe uma constante de movimento

denominada “integral de Jacobi”, que é Unica constante para 0 PRC3C. Equivale a energia

h= o \-1 (2.20)
B 0q; i '

Para 0 nosso problema, temos que:

do sistema, e é dada por:

1 —
h=E=E(5c2+y2)+U (2.21)
onde U é conhecido como o potencial efetivo, e é dado por:

_ 1
U= —E(x2 +y3)+U (2.22)
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na qual o primeiro termo refere-se a um potencial centrifugo experimentado pela particula

(devido ao sistema rotacional) e o Gltimo ao potencial gravitacional.

2.2.2 — Formalismo hamiltoniano e as curvas de velocidade zero

A mecénica hamiltoniana também lida com as energias existentes no sistema, mas,
diferentemente do formalismo lagrangiano, utiliza-se de conceitos como momento
conjugado para a descricdo das equacfes de movimento. As equacdes diferenciais que
serdo obtidas, no entanto, sdo de primeira ordem, mais faceis de serem resolvidas. A
descricdo hamiltoniana, entdo, promove a substituicdo de variaveis (g, q) por (g, p) em
todas as grandezas mecanicas, e a introducdo de uma funcdo H(q, p, t) no lugar da

Lagrangiana L(q, g, t) para dar origem a dinamica.
O momento conjugado generalizado é dado por:

_ oL
0g;

Por meio de uma transformada de Legendre, extrai-se a funcdo Hamiltoniana de
(2.23):

P, (2.23)

n
H(plf P Q1 ey qn) = Z pi‘?i —L (224)

i=1

Dela, também se derivam as equagdes candnicas de Hamilton, dadas por:

) OH
qi = 75—
op;
2.25
o (2.25)

que fornecerao as equacdes de movimento do sistema.

Resumidamente, as equagdes de movimento do PRPC3C descritas pelo
formalismo hamiltoniano resultam em:
X=pxt+y
. (2.26)
Yy=Dy —X
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p.x:py_x_Ux

Dx = Py — X — Ux
onde U; ¢ a derivada parcial de U com respeito a variavel i. Sera adotada essa notacdo no
restante do relatorio. Essas equacOes também sdo equacgdes equivalentes as anteriores,
mas descritas em termos dos momentos conjugados, mais abstratos de serem
visualizados. Se a derivada temporal da Hamiltoniana for nula, H é uma constante de

movimento, igual a integral de Jacobi, mas descrita em termos do momento.

Por conta da energia (Equacdo 2.21) ser uma constante de movimento, iSSo
significa, geometricamente, que 0 movimento da particula é restrito a um subespaco de 5
dimensGes de um espaco de fase de 6 dimensGes. Comum a comunidade astrondémica, a

constante de Jacobi é representada por:
C =-2E (2.27)

A energia também pode ser representada no sistema inercial, mas sua

demonstracdo € mais ténue e envolve até uma componente do momento angular.
.y, . ~ .. 1,. .
Se a energia e descrita pela Equacdo (2.21) e, fisicamente, o termo > (x2+y?) =
1 . , ~ .
Evz > 0, temos que as regides na qual a particula pode mover-se sdo determinadas por:

U(x,y) <E (2.28)

e essas regifes sdo denominadas regides de Hill. As fronteiras dessas regides, onde
U(x,y) = E definem as curvas de velocidade zero, limites até onde o terceiro corpo pode
navegar no sistema. Para uma dada razao de massas ., temos os seguintes casos de regides

de movimento, retratadas na Figura 2.2:
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Figura 2.2 — Casos de energia do terceiro corpo.

P,

()5

Case 1 : E<E, Case 2 E|<E<E, Case 3 : E,<E<E,
' £ 5 -P
P
m]. my m]. my
Case 4 : Ej<E<E, Case 5: E>F,

As regides proibidas, em cinza, diminuem conforme o incremento de energia da particula, que a partir do
caso 3 pode escapar do sistema.

Fonte: (LO et al., 2000).

As energias que determinam os intervalos destes casos sdo designadas pelos
pontos de equilibrio do sistema, que serdo abordados em seguida. Pela analise fornecida
pelo célculo multivariavel, é possivel estabelecer a existéncia de cinco pontos de
equilibrio, na qual trés sdo pontos de sela — repousam ao longo do eixo X — e dois séo
pontos de maximo. A Figura 2.3 representa o potencial efetivo de um determinado sistema

com razao pu=0,3:
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Figura 2.3 — Projecao da funcéo energia potencial efetiva para um sistema de trés corpos

U(x,y) L,

A ilustracdo revela a quantidade de energia potencial respectiva a cada ponto. Percebe-se que 0s pontos
L1, L2 e L3 sdo pontos de sela, enquanto L4 e L5, de maximo. A Figura 2.2 representa cortes
bidimensionais deste espaco gerado pelo potencial efetivo.

Fonte (LO et al., 2000).

Percebe-se a existéncia de “pogos” de potencial gravitacional e como o aumento

de energia favorece o escape do sistema, como representado na Figura 2.3.

2.3 — Pontos de equilibrio
No estudo de sistemas dindmicos, a analise de um sistema nao linear de EDOs
envolve, geralmente, a busca por pontos de equilibrio. Procurar-se-a localizagdes onde

ndo h& movimento no sistema rotacional.
Em geral, para sistemas onde x = f(x), os pontos de equilibrio x sdo pontos onde
% = 0. Logo, sera procurado x tal que f(x) = 0.
Para 0 PRPC3C, as equagdes de primeira ordem s&o:
X = vy
y=vy

Uy = 2v, — Uy
vy = —2v, — U,

(2.29)

Os equilibrios envolvem x = y = v, = v, = 0. Logo, procura-se:
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U,=0,=0 (2.30)

Curiosamente, mesmo no caso espacial, ndo existem pontos criticos quando z #
0. Tomando z # 0, temos que o potencial efetivo é dado em termos de (X,y):

— -1 - 1
U(xy) = —L—H _HK

1
a1 - ) —=(x? + y? 2.31
gk =5y 231)

Pode-se descrevé-lo apenas em relacdo a r; e r,, posicdes relativas do terceiro
corpo as primarias, na qual resulta em:

— —(1- 1
U(rry) = — =W _H

1
—wWrE —=ur? 2.32
" 2 (1= wr{ > ur; ( )
Para os potenciais parciais, tem-se, pela regra da cadeia:
. _0r, _ 0r, _ (x+w _ (x—(l—,u))
Ux = Url—x+ Urza = Ur1 7"1 + UT1 T'z = 0
2.33
. (233)
_ _ 0o _ 0, _ Yy _ Yy
Uy:UrlE UrZE:UrIT_l-I_UrIE:O

Logo, temos que U, = U, = 0 é equivalente & U, = U,, = 0. Ao olhar para o
cenario na qual y # 0, podemos considerar a funcao potencial em termos de r; e r,. Logo,

se queremos resolver as equacgdes onde:

_ u
U, =—-A-wWrn+—=0

£
e

U
Ur2=—,ur2+r—2=0

2

(2.34)

tem-se que r;, =1 e r, = 1. Ou seja, para essas condicBes, existem dois pontos
equidistantes das primarias. Estes pontos sdo conhecidos como pontos equilateros, e sdo
referenciados como pontos L4 e L5, como ilustrado na Figura 2.4.
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Figura 2.4 — Pontos equilateros L4 e L5 no sistema rotacional

Ay
4
r=1 rz=1
& >
mi m X
ri=1 r=1
\

Fonte: elaboragéo propria.

Esses pontos foram descobertos por Lagrange, por volta de 1772. Ele também
descobriu que um corpo massivo em um destes pontos ndo perturbaria o equilibrio do

sistema.

Para a maioria das razdes de massa p, 0s pontos L4 e L5 sdo estaveis. Para
determinar com precisdo o valor, precisa-se linearizar as equagdes de movimento nas
proximidades dos pontos, 0 que sera realizado posteriormente. Apesar de serem pontos
de maximo, sdo pontos de equilibrio estaveis, 0 que contraria a nocao de estabilidade
devido ao minimo de energia. Isso se deve ao sistema rotacional, que ndo permite uma

analise usual de pontos criticos de uma funcéo de energia potencial.

Agora, ao considerar 0 eixo X, ou seja, y=0, teremos mais alguns pontos criticos.

Da Equacéo (2.31), temos:

—(1— 1 1
(- ) - a1 =) =2 (2.35)

VO =4l " ra—m 2
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Pode ser determinado que U(x, 0) tem um ponto critico ao longo de trés intervalos

N0 €ix0 X: (—o0,—), (—pt, 1 —p), (1— p,0). 2222 = 0 fornece um polinamio de

quinta ordem para a localizagdo dos pontos. Esse polindmio pode ser dividido em trés
equac0es, dependentes do intervalo escolhido, fornecendo a posic¢ao dos pontos L1, L2 e

L3, respectivamente:

1_
X — M2+ s s=0,—u<x<l-u
F+rw* (x-a-w)
1-u [0
(x_{_‘u)Z (x_(l_‘u))Z ( )
1—u U

e Ga—py T

As raizes reais desses polindmios representam as localizacbes dos pontos
colineares no sistema rotacional. A Figura 2.5 ilustra todos os cinco pontos lagrangianos

existentes em um sistema restrito de trés corpos:

Figura 2.5 - Os cinco pontos lagrangianos do sistema Sol-Terra-Telescopio Espacial James Webb

L4

3 @&

Sol 4

LS

O telescopio orbita o ponto L2 em sua missdo, e é um exemplo de aplicagdo contemporanea do conceito.

Fonte: (FORTES et al., 2017).
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2.3.1 — Movimento proximo aos pontos colineares

Dados os casos de energia possiveis a respectiva razdo de massa do sistema, como
ilustrado na Figura 2.2, 0 que mais interessa a navegacao espacial € o terceiro caso (E, <
E < E3) —na qual a energia € maior do que a do ponto L2 e menor que a do ponto L3.
Isso se deve ao fato de um “pescogo” formar-se em volta da massa secundaria, 0 que
possibilita a transicdo da particula entre regifes, sendo essas a externa, a vizinhanca da
massa secundaria e a vizinhanga da massa primaria. Mais adiante, sera exposto como esse
caso de energia possibilita & dinAmica orbital trajetérias de baixa energia que podem

conectar diversos sistemas de trés corpos.

O movimento nas proximidades dos pontos lagrangianos pode ser analisado por
meio da linearizacdo das Equagbes de movimento (2.17 e 2.19). Sera descrito,
primeiramente, 0 movimento préximo aos pontos colineares L1 e L2, que sdo 0s pontos
mais comumente utilizados em missGes espaciais. O ponto L3 ndo apresenta grande
vantagem por conta de sua posicdo no sistema, bem como a alta instabilidade

caracteristica.

Novamente, um sistema de EDOs generalizado pode ser descrito da seguinte

maneira:
x = f(x) (2.37)

Dada uma trajetoria de referéncia x(t), uma trajetoria proxima x(t) pode ser

descrita em termos de um deslocamento y(t), como também ilustrado na Figura 2.6:

x(t) = x(t) + y(0) (2.38)
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Figura 2.6 — Trajetoria de referéncia x(t) e seu deslocamento y(t)

Xt y(t)

y(t) y(t)

X(t)

Fonte: elaboragéo propria.

Logo, uma expanséo de Taylor pode ser realizada, de forma que:

x=f(x@®) = f(x(®) +y@®) (2.39)
fE® +y(@®) = f(x@®) + Df(x(1))y(®) + 0(y?)
onde Df(%(t)) é a matriz jacobiana da fungo %(t). Desprezando os termos de segunda

ordem ou mais, tem-se:
x+y=f(x®)+Df(x(®)y(®) (2.40)
No entanto, ¥ = f(%(t)) que leva &:
y = Df(x(®))y(®) (2.41)

Essa equacdo descreve o comportamento de primeira ordem do deslocamento da
trajetoria de referéncia. Para o caso analisado, y=0 é a trajetéria de referéncia e contém

um ponto de equilibrio do sistema. A matriz jacobiana sera referenciada como
A(t) = Df(x(®)) (2.42)
Portanto:

y =A@y (2.43)
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que compde um sistema linear que varia temporalmente. No caso analisado, a trajetdria
de referéncia x(t) é um ponto de equilibrio do conjunto de EDOs néo-linear x = f(x),
na qual f(x) = 0. Neste caso especifico, a matriz jacobiana A(t) é constante a evolugéo

do deslocamento é mais simples de se analisar:

y = Ay (2.44)

que possui uma solucdo geral, y(t) = y,e4t. Porém, pode-se analisar se existem

caracteristicas inerentes a dinamica do sistema com base na autoanalise da matriz A.

No subcapitulo 2.4, observou-se que o sistema pdde ser descrito pelas equacgdes
de Hamilton, ou seja, € um sistema hamiltoniano. Por conta disto, os pontos de equilibrio
analisados serdo instaveis caso qualquer um dos autovalores possua parte real positiva
(Re(A) > 0). Sabe-se que as equacdes de movimento do PRPC3C sdo expressas como
(2.29):

X = Uy

y=1y _
Uy = 2v), — Uy
vy, = =20, — U,

A matriz jacobiana para a igualdade a direita das EDOs é dada por:

0 0 1 0
o 0 01

A=|-T, -U, 0 2 (2.45)
Uy -U, -2 0

onde Uij sdo as derivadas segundas do potencial efetivo com respeito a X, y ou ambos.

Por meio de aplicacdo de teoremas da algebra linear, a obtencdo do polinémio

caracteristico resulta em:

p(D) = A* = (4 + Uy + Uy )A% + Uy, U, — U2, (2.46)

Para a localizacdo do ponto L1 ou L2, o polindmio caracteristico resulta em:
p(D) =2+ (2 -2+ (1 —a—2p%) (2.47)

na qual g é relacionado com a localizacdo dos pontos lagrangianos:
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U N 1—u (2.48)
xp—1+w)3  (x, +p)3

HTA

onde x;, é a localizagdo do ponto de equilibrio desejado. A Equacéo caracteristica (2.47)
pode ser resolvida ao introduzir uma varidvel a = A%, tornando-a uma equagdo

quadratica:
pla) =a’+Q2—-@Da+(1—a—24%) (2.49)

na qual o ultimo termo sempre é negativo, tanto para o ponto L1 quanto para o L2. As

duas raizes do polinémio s&o:

a, = %(ﬁ— 2+ J9i2 — 8;12)

(2.50)

@ =5 (i~ 297~ %)

Dado que o altimo termo do polinémio € negativo, a equacdo quadratica tem que
possuir uma raiz positiva e uma raiz negativa. Temos, portanto, que a; >0 e a, < 0.
Logo, como a = A2, existirdo quatro autovalores, da forma +1 e +iv, naqual 1 = \/a; €
v =+/—a,. Como existe, portanto, uma parte real positiva em um dos autovalores,

confere-se uma instabilidade aos pontos de equilibrio colineares.

Tomemos 0s quatro autovalores deste sistema. Pode-se achar o0s quatro

autovetores correspondentes:

+A-u, €R?

-A-u, ER*
(2.51)

+iv - w; € C*

—v-ow, =w,
E possivel transformar as coordenadas do sistema rotacional (x,y, v, v),) para uma
autobase (u,, u,, wy,w,). Na base original, utilizando as equacdes linearizadas e com

respeito ao ponto de equilibrio analisado:
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x 0 0 1 o0][~*
yl_ 1o o o 1f|¥Y
Vel " la 0 0 2f[¥% (252)
vy 0 -b -2 ollwn

onde a=2i+1eb=pa—1. A diagonalizacdo dessa matriz permite determinar as

equacOes de movimento nesse autoespaco de coordenadas (¢,1, (1, {»):

§=A
n=-A
(2.53)
61 =v(,
Zz = -V

Logo, parao plano ¢ — n, existe uma direcdo instavel, ou seja, que afasta o terceiro
corpo da origem do sistema (ponto de equilibrio) — representado pela coordenada &, e
uma direcdo estavel, que direciona até a origem. A projecdo neste plano € denominada

“projecao de sela”.

Ja o plano {; — ¢, apresenta trajetorias circulares, representando um movimento
oscilatorio, que aumentam em amplitude conforme a energia empregada no sistema. A
proje¢do ¢ denominada “projecdo de centro”. A Figura 2.7 ilustra esses dois

comportamentos:
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Figura 2.7 — Projecdes de Sela e Centro

n Direcao estavel

T £ / \X 1
~Direcgo instavel \/

Projecao de Sela Projecao de Centro

As projecdes indicam os diferentes comportamentos das equaces diferenciais proximo ao ponto colinear.
Pode ocorrer um movimento de afastamento, aproximacdo e/ou oscilatério conforme a energia da
particula e a localizacdo dela em cada projegéo.

Fonte: elaboragéo propria.

Logo, os pontos de equilibrio colineares L1 e L2 sdo denominados “pontos de
equilibrio sela-centro”, na terminologia dos sistemas hamiltonianos. Apesar da
linearizacdo tratar de regiGes proximas ao ponto de equilibrio, com um deslocamento
infinitesimal, aplica-se o Teorema de Nash-Moser, que afirma que comportamento
qualitativo para o sistema linearizado em primeira ordem é valido para as equacfes néo-
lineares. Portanto, suponha que seja possivel escolher uma condicéo inicial que esteja
apenas sobre a projecdo de centro e corresponda a origem na projecao de sela. 1sso
corresponderia a trajetorias oscilatorias em volta dos pontos de equilibrio. Mas, caso haja
um pequeno deslocamento na projecdo de sela, a particula seria levada para longe do
sistema. Portanto, a projecdo de centro, oscilatoria, indica que existem solucdes

periddicas em volta dos pontos colineares L1 e L2.

Os autovetores reais podem ser representados como:
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1
A-u =

—Ao
(2.54)
1

—A1- U, = _O-A
—Ao

22
A2+b

direcBes estaveis e instaveis do sistema. J& os dois ultimos elementos referem-se a

onde o = > 0. Os dois primeiros elementos da matriz coluna dizem respeito as

velocidade que o terceiro corpo adquire na dire¢cdo do autovetor, proporcional a A e ao

deslocamento em relacdo a L1 ou L2. Para o par imaginério de autovalores:

1
tivow=|[""F (2.55)
v
vT
2
ondet = — (Vzta) < 0. w pode ser representado pela soma de sua parte real e sua parte

imaginaria, evidenciando o carater oscilatério desse conjunto de autovetores:

1 0

w=|2+i|" (2.56)
0 v
VT 0

O processo de representacdo das equacOes linearizadas na autobase pode ser
expresso como: dado y = Ay, pode-se transformar para novas coordenadas r por meio

da transformacao linear:

r=Ply->y=Pr (2.57)
U, U, u v
ondeP=| [ Logo, temos:
Ay = APr (2.58)
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dado que y = Ay, tem-se:

Ay = P# > APr = P7 (2.59)

que pode ser expressa, portanto:

¥ = (P YAP)r = Ar (2.60)
A0 0 O
_10 =2 0 o0f o .
em que A = 0 0 0 v € uma matriz similar em bloco diagonal, na forma
0O 0 —v O

3

candnica de Jordan. Se r = Ig ‘ temos, entdo, as mesmas Equagdes (2.53).
1
2

No sistema nao-linear, a energia do terceiro corpo € a Unica constante de
movimento. O sistema linear, no entanto, apresenta outras constantes adicionais. As

equac0es linearizadas no autoespacgo possuem solugdes:

E(t) = &e™t
_ -t
n(t) =noe (2.61)
¢1(t) = {Pcos (vt) + {Fsen(vt)
(1) = —¢Psen (vt) + 2 cos(vt)
Portanto, a solucdo nas autocoordenadas podem ser escritas como:
$(t)
_|n@®)
r(t) = I{I(t)“ (2.62)
2(t)
A transformacdo para o espaco original descrito por y é dada por:
X o e g [E(D)
u u u v
y(£) = Pr(t) - l y ‘ _ ll o ] lg’f(’g‘ (2.69)
Uy (Z(t)

Logo:
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x(t)
y(t)
Uy (8)
vy (8)

Restringindo a analise apenas a componente X, temos:

= &ettuy +noe ™ Mu, + G (Ou + L (v (2.64)

x(t) = et +n e + chos (vt) + (gsen(vt) (2.65)

na qual se o tempo t — oo, apenas a primeira componente domina.
x(t)vaia—ooseé, <0
x(t) permanece com movimento restrito se §; = 0
x(t) vaia+ooseé&y >0
A situacdo é similar se t - —oo, mas &, é substituido por n,.

Da analise deste movimento, surgem quatro categorias de Orbita com base nos
sinais de &, e n,. Ao referenciar &, e n, cOmo a; e a,, respectivamente, a Figura 2.8

ilustra todos os tipos de trajetorias possiveis, quatro no total:

Figura 2.8 — Tipos de trajetdrias préximas ao ponto colinear de Lagrange

alafﬁ

y

oy (x2>() (x.ltx2>(l

A transformacdo de coordenadas da autobase para o sistema rotacional gera quatro tipos de Orbitas
possiveis, que dependem das condigdes iniciais do terceiro corpo.

Fonte: (LO et al., 2000).
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a) Paraé, = 0en, = 0, Unica Orbita periodica (caso planar) que aparenta ser uma

elipse com semieixo maior orientado no eixo y e comprimento ZITI\/;, e eixo

menor de 2\/%, onde k = —a + bt? + v2 + v272. Logo, o tamanho da Orbita

possui relacdo com a energia;

b) &,no = 0 definem as érbitas assintdticas, que fluem de/para a 6rbita periddica
quando t — +oco. Formam um tipo de fronteira com aparéncia semelhante a um
tubo, na qual em seu interior se localizam as érbitas de transito, e exterior a ele,
Orbitas de ndo-transito;

c) &ono < 0 definem orbitas de transito, que fluem de um lado do equilibrio para
outro (vizinhanga da m, para vizinhanca da m,, por exemplo);

d) ¢&yme > 0 definem orbitas de ndo-transito, que fluem de um lado do equilibrio
e a ele retornam;

e) S;eS,definemregidescomé, = 0en, = 0, respectivamente. A largura dessas

regides também é determinada pela energia do sistema;

A estrutura tubular formada pelas orbitas assintéticas é geralmente referenciada
como “Superestradas Interplanetarias” em trabalhos de dindmica orbital (LO, et al.,
2002). Como destacado, atuam como fronteiras de comportamento das equacdes
diferenciais, ja que as trajetorias dentro deste tubo transitam de uma regido a outra no
sistema, enquanto as exteriores a ele permanecem na mesma localizacdo inicial ap6s a
passagem pelas proximidades do ponto. Sdo, portanto, variedades invariantes do
sistema — caso representem a direcdo instavel, sdo variedades instaveis. De outro modo,

constituem variedades estaveis.

E evidente que a escolha das condicdes iniciais do terceiro corpo determinara o tipo
de movimento que ele descrevera no sistema. Essas caracteristicas intrinsecas das
interacBes gravitacionais rendem possibilidades de transferéncias orbitais sem
incrementos de velocidade durante o percurso, o que confere uma grande economia nos
custos envolvidos nas missdes espaciais. Aliado a isso, esta a possibilidade do design
de trajetdrias que conectam varios sistemas de trés corpos, conceito este que sera

abordado em capitulos posteriores.
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2.3.2 — Movimento préximo aos pontos equilateros

Ja os pontos equilateros L4 e L5 também apresentam peculiaridades quanto ao
movimento em suas proximidades. O polindmio caracteristico do jacobiano das equacoes

linearizadas (2.45), avaliado em L4 e L5, é:

p(AD) =2+ 22 + %,u(l ) (2.66)

A resolucéo para A% é da forma 12 = —% + %\/1 —27u(1 — ). Se:

27u(1—p) <1 (2.67)

a raiz é real e menor que 1. Logo, tanto A% quanto A% sdo negativos, culminando em

autovalores puramente imaginaveis:

+J2_, £, — +iky, tik,. ki k, €R

Portanto, quando todos os autovalores sdo imaginarios, 0 movimento é puramente
oscilatdrio e estavel. Porém, caso as condi¢des ndo se cumpram, havera valores reais para

o0s autovalores, tornando 0 movimento instavel. A equacdo retorna um valor critico de u:

_9-+69

~ 2.68
' 0,0385 (2.68)

Uc

Ou seja, para u < uc, todos os autovalores sao imaginarios. Para pequenos valores

de 1 (< 0.01), os autovalores serdo aproximados por:

27 27
A1z = i /1 — oAz~ H# (2.69)

O movimento proximo aos pontos equilateros sera oscilatério com duas

frequéncias diferentes, correspondendo aos periodos curto e longo, respectivamente:
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21
,Longo » ——

Curto » ——
|21, 23,4

Logo, a trajetoria resultante serd composta por um movimento de epiciclo, como

na Figura 2.9:

Figura 2.9 - Trajetoria do terceiro corpo proxima ao ponto equilatero

O terceiro corpo orbita o ponto equilatero em uma trajetdria de epiciclo, na qual uma érbita menor segue
uma trajetdria eliptica ao redor do ponto. O movimento se d4 como se a particula orbitasse uma massa
virtual que, por sua vez, orbita o ponto equilatero.

Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 2009).

. . ~ .- b 1
A elipse maior apresenta uma razdo de semieixos - = (3w) /2, enquanto a menor,

umarazdo de 2 para 1. A separacdo radial do terceiro corpo em relacdo ao ponto equilatero
determina o formato da Orbita resultante. Caso seja uma separacdo pequena, tem-se uma

trajetéria como ilustrada na Figura 2.10:
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Figura 2.10 - Orbita do tipo "girino"

[Ty jL2

Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 2009).

Essas orbitas sdo denominadas drbitas “Tadpoles™ (girinos). Caso a separa¢ao

radial seja ainda maior, tem-se as orbitas “Horseshoe” (ferradura), como na Figura 2.11:

Figura 2.11 - Orbitas do tipo ferradura

Ly

A diferenca entre (a) e (b) sdo as condi¢des iniciais do terceiro corpo.

Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 2009).

As Orbitas em volta do L4 e L5 ndo apresentam grandes vantagens de navegacdo
para a industria espacial. Existe a possibilidade da manutengdo de uma estacao espacial
em volta de um dos pontos equilateros, mas a distancia entre eles e as massas primarias

49



culmina em um fator dificultador. As érbitas, no entanto, podem ser Uteis no estudo da
dindmica dos asteroides troianos de Japiter, por exemplo, ou na hipdtese da causas
envolvidas na formacdo da Lua, como a existéncia de um planeta em um dos pontos
equilateros do sistema Sol-Terra, que entrou em rota de colisdo com a Terra devido as
perturbagdes gravitacionais dos outros corpos do Sistema Solar — culminando na criagao
do satélite natural. No entanto, isto foge ao escopo desta pesquisa.

2.4 — Teorema das estruturas globais de 6rbita

A importancia das condicGes iniciais do terceiro corpo ja foi destacada no
subcapitulo 2.3.1, j& que elas definem o tipo de trajetoria que a particula seguira proxima
aos pontos colineares. Dado o terceiro caso da energia de um sistema, por exemplo, Sol-
Jupiter-particula — como na Figura 2.12 — pode-se dividi-lo em trés “reinos” ou regides:
S (proximidade com o Sol), J (proximidade com Jupiter) e X (exterior a ambos). Existe
um teorema que propde que, dada uma sequéncia de letras S, J e X — na qual S e X ndo
podem ser consecutivas — ha uma trajetoria na qual seu “itinerario” corresponde a essa

sequéncia.

Figura 2.12 - Sistema Sol-Jupiter-particula e suas regifes (ou reinos)

Forbidden
Realm

X Realm

Estdo em evidéncia as regides dominadas pela influéncia do Sol, JUpiter e externa a ambos. U; representam
as secdes de Poincaré. R, e R, representam as vizinhangas dos pontos colineares L1 e L2.

Fonte: (LO et al., 2000).
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As retas na Figura 2.12 demarcam as se¢des de Poincaré, que sdo “cortes” da
regido de equilibrio que podem evidenciar intersec¢cdes dos “tubos” — formados pelas
Orbitas assintoticas — e providenciar uma condicao inicial de transicao entre eles. Em um
sistema com N graus de liberdade, com um espaco de fase 2N dimensional, a variedade
(superficie) de energia € 2N-1. O mapa de Poincaré é um corte dessa superficie de energia,
sendo 2N-2 dimensional.

Figura 2.13 - Variedades invariantes dos pontos L1 e L2 do sistema Sol-Jupiter-particula

Poincare Initial
Condition

X Realm

y
Jupiter
: Unstable
Harbden Manifold  Manifold
of L p.o. of L, p.o.

A ampliacdo da regido J revela as variedades estaveis e instaveis dos pontos colineares e suas conexdes
entre si, além dos cortes de Poincaré. E evidente como uma variedade instavel no ponto L2 pode conduzir
a uma variedade estavel do ponto L1 que, por sua vez, leva a uma variedade instavel com destino as
proximidades do Sol.

Fonte: (LO et al., 2000).

Dado o exemplo da Figura 2.13, de um itinerario (X, [J], S) — onde os colchetes
indicam a posicao inicial do terceiro corpo — a se¢do de Poincaré U; define a interseccdo
dos tubos (X,[J]) e ([J],S), denotada por (X,[J],S), na qual as condic¢Bes iniciais séo
{x=1-—pu,y>0,x < 0}. x édado pela Equacao de energia (2.30).
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Figura 2.14 - Interseccfes das secdes de Poincaré do sistema Sol-Jupiter-particula

0.6
0.4 ([J-I rS) k - )
/. =@nsNua) -
0.2 S
. (X, [J1.8)
yo = XD N J1.5)
-0.2 \
(X,[J])
04 = (Tx,1n1 NU3)(1) /
0.6
0 0.02 0.04 0.06 0.08
y

As secOes de Poincaré revelam quais condicGes iniciais que apresentam variedades invariantes com
conexdes entre si, ou seja, as interseccOes de trajetérias que conduzem a particula de uma Grbita em volta
de um ponto colinear a outra.

Fonte: (LO et al., 2000).

Logo, a regido de interseccdo destacada define as Orbitas de transito que saem do
L2 e conduzem as Orbitas estaveis do L1, que se conectam as instabilidades que levam a
particula ao reino S. Ou seja, dada a condicao inicial correspondente dentro da regido, ao
integrar regressivamente no tempo obtém-se uma trajetoria do exterior que leva as
proximidades de Jupiter, e ao integrar progressivamente, uma 6rbita que conduz ao Sol.
Caso um itinerario maior seja desejado, a regido de interseccédo fica cada vez menor, ou
seja, as condicBes iniciais ficam cada vez mais restritas. O Teorema das Estruturas

Globais de Orbita, portanto, propde:

“Para qualquer sequéncia (...,(U;_1,7-1), (Uio,70), (Uiz1,11), ...), existe uma
trajetoria que se inicia na se¢do de Poincaré U;, e conduz a se¢do U, 1, passando através

da regido de equilibrio e performando r,, voltas em torno do ponto de equilibrio”.

As implicagOes desse teorema sdo amplas, e envolvem desde oOrbitas periddicas de
todos os periodos existentes quanto Orbitas cadticas — infinidade de Orbitas ndo-

periddicas.
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Pode-se aplicar este teorema para, por exemplo, enviar uma espagonave da
vizinhanga terrestre até as proximidades da Lua e, a partir dai, ir em direcéo ao sistema
exterior. Proximos capitulos evidenciardo como conexdes a partir do sistema Terra-Lua
podem ser realizadas até os outros astros do Sistema Solar por meio das condicdes iniciais

escolhidas, como o envio de uma espagonave até o sistema joviano, alvo desta pesquisa.

2.4 — Conclusdes do capitulo

A manipulacdo do problema de trés corpos, portanto, garante mais uma ferramenta
poderosa na analise da dindmica dos astros do Sistema Solar. As simplificacbes impostas
ao sistema geram novas possibilidades na determinacdo do movimento de objetos

menores sobre influéncia das outras duas massas.

O estudo deste problema pode ser realizado por meio de diferentes 6ticas, como
os outros formalismos mecanicos além do newtoniano. As abordagens das mecanicas
lagrangiana e hamiltoniana, que priorizam, em sua analise, as energias envolvidas no
sistema, fornecem equacdes de movimento de modo muito mais simples e versatil, além
de informacGes preciosas sobre caracteristicas que permitem inferir, com mais precisao,
a dindmica do terceiro corpo. Um exemplo claro € a derivacdo da constante de Jacobi,

gue determina as regibes acessiveis a particula conforme a sua energia.

A andlise do autoespaco das equacbes de movimento obtidas pelas diferentes
abordagens mecanicas possibilita o estudo das estabilidades de suas solu¢des — neste caso,
o0s pontos de equilibrio lagrangianos. A instabilidade dos pontos colineares ndo conjectura
algo negativo, ja que, caso a energia do terceiro corpo esteja em um intervalo especifico
para seu sistema, trajetorias que conectam regides interna e externamente a ele surgem a
partir dos pontos lagrangianos. Seja o terceiro corpo um veiculo espacial ou um satélite,
ele naturalmente serd conduzido pela dinamica do sistema até alguma destas trés regides
existentes, a depender das condi¢des iniciais consideradas. A garantia dessa afirmacéo é

fornecida pelo Teorema das Estruturas Globais de Orbita.

Esses caminhos pouco energéticos podem ser aproveitados pela astronautica para

0 envio de satélites e espagonaves para qualquer localizacdo do Sistema Solar, guiados

apenas pelas interacdes gravitacionais dos corpos e pelas condi¢es iniciais fornecidas
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pela queima dos propulsores do V/E ao partir de uma orbita terrestre ou lunar, por
exemplo. E claro que, para atingir distancias maiores, o V/E necessitara de correcdes por
impulsos instantaneos (AVS) que, no entanto, serdo minimas se consideradas as queimas
convencionais adotadas em missdes espaciais interplanetarias. Essas informacdes seréo,

porém, tratadas em capitulos posteriores.

No proximo capitulo, sera considerado o caso tridimensional do Problema Restrito
e Circular de Trés Corpos, e como novos métodos de analise podem ser aplicados na

determinacéo de Orbitas periddicas em volta dos pontos colineares.
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Capitulo 3 - PROBLEMA ESPACIAL DE TRES CORPOS

3.1 — Introducéo

Os capitulos anteriores abordaram sistemas dindmicos na qual o movimento
ocorria apenas em um plano — fato esse que simplificava as resolucées das equacgdes de
movimento. No entanto, a realidade do Sistema Solar engloba 6rbitas de astros com
diferentes inclinacdes entre si. Isso ocasiona em uma imprecisdo na determinacdo de
trajetorias ao utilizar solugdes dos problemas planares. Além disso, em uma missao, pode-
se desejar uma aproximacdo de uma espagonave por uma 6rbita polar, culminando na

necessidade de uma abordagem tridimensional.

A incluséo da terceira dimensdo em um sistema de trés corpos confere dificuldade
extra na manipulacdo das equacbes de movimento e na obtencdo de solugfes para a
dindmica — no entanto, permite uma multiplicidade de trajetorias que pode revelar modos
mais econébmicos de se realizar uma missdo espacial. Por exemplo, ao utilizar-se do
Problema Restrito e Circular dos Trés Corpos, uma sonda espacial pode navegar pelas
variedades invariantes do sistema e aproveitar, de forma conjunta, de swing-bys
gravitacionais para tornar mais eficazes as propulsées empregadas na misséo, ou reduzir

0 seu numero.

Neste capitulo, portanto, serd exposto o Problema Restrito e Circular dos Trés
Corpos, em sua versdo espacial, e as manipulacdes necessarias para a resolucdo das
equacdes de movimento, como a autoandlise dos termos lineares e a expansao dos termos

ndo-lineares para o uso de relagdes matematicas que os tornam mais simples.

Este capitulo tera como base as referéncias Lo, et al (2000), Felipe (2005) e Lo
(2002).

3.2 — Equagdes de movimento para o PRC3C

O problema espacial envolve a determinacédo das equagdes de movimento para as
trés dimensdes fisicas, uma a mais em relacdo ao problema planar abordado

anteriormente. Ao realizar 0s mesmos procedimentos descritos no subcapitulo 2.2, mas
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considerando o eixo z, pode-se chegar as seguintes equagdes de movimento para o

Problema Restrito e Circular de Trés Corpos:

Q-+ px+p-1

L] L4
. A-wy wy
y+2x—y=——Fm———F5 (3.1)
L] )
_—U-pz_pz
= —3 -3
£] )

onders = (x — (—w)i+yj+zkers =(x — (1 —w)i+yj + zk

A analise destas equacdes de movimento também pode ser feita pelos formalismos
lagrangiano e hamiltoniano, como no capitulo anterior. Os procedimentos descritos em

(2.2.1), se considerado o eixo z, retornam as seguintes equagoes:

. o au

x—2y—x=—5;

.o au

y+2x—y=—@ (3.2)
. ou
zZ = —E

A resolucdo destas equacdes de movimento, no entanto, ndo € tao trivial quanto
no caso planar. Deste modo, algumas modificacfes nas equagdes torna-las-do mais
maleaveis a processos numéricos, como exposto ao longo desse capitulo. Para isso, a
movimentacdo em torno dos pontos colineares pode ser analisada ao transladar a origem

do sistema de coordenadas rotacional até o ponto colinear L1 ou L2 segundo as seguintes

transformacoes:
_ x—1xuzxy
X=—-—"—"
14
_ Y
y== (3.3)
14
_ Z
zZ=-
14
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onde y € a distancia do ponto L1 ou L2 até a massa secundéria. O sinal superior dos
termos + ou + faz jus ao ponto L1, enquanto o inferior refere-se ao ponto L2. Em termos

dessas novas variaveis, as equacdes de movimento podem ser expressas por:

A-pE+pw pE+p-1

" ]
. A-wy uy
22—y = -5 (3.4)
L&Y &}
. —(l-wz pz
Z=—""53 "~ =3
L&Y ¥}

3.3 — Expanséo dos termos ndo-lineares e soluc@es periddicas (Orbitas halo)

Os termos néo-lineares do lado direito das equagdes de movimento podem ser
expressos como fungbes de polindmios de Legendre B,, que apresentam relacGes Uteis

em resolucGes de equacdes diferenciais parciais. Logo, tem-se:

T _ 0 X
X =2y —(1+2c)% = E CnP" P (;)
n=3

. 9 z : %
y+2x—(c; -1y = P CnP"Pn (;) (3.5)
nz3
- _ 0 o (%
Z+cz= 07 CnP Pn (E)
nz3

n+1

onde ¢, =;—3[(i1)”u+(—1)”%] e p=x2+y52+2z% n=3 é o grau do

polinémio de Legendre utilizado, relacionado com a precisdo desejada para 0 método.
Essas equacOes consistem na expressdo final do movimento em torno do ponto de
equilibrio L1 ou L2 para uma particula. O lado direito possui apenas termos néo lineares,
e a expansdo de Legendre é convergente apenas para p < 1, 0 que ocasiona em uma

limitacdo da amplitude das oOrbitas periddicas obtidas por esse método.

A obtencdo das solucGes periddicas é feita por meio da analise das equacdes
lineares, ou seja, dos termos a esquerda das igualdades nas Equacdes (3.5). Tem-se,

portanto:
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X¥—2y—(1+2c,)x=0
y+2x—(c;— 1)y =0 (3.6)

.Z_.+C2Z_=0

Existe uma solucdo para z — ao considerar que x e ¥ sdo nulos — que € um
harménico simples, dado que c, > 0 e ndo depende de x e y. Porém, 0 que interessa € a
solucdo do polindmio caracteristico obtido pela anélise do autoespaco das equacdes,
como realizado no problema planar. Para o polindmio caracteristico do jacobiano deste

sistema, existem seis autovetores e autovalores associados:

(cz +./9¢,% — 802)

22 =
2
L (2 ++/9¢,2—8c;) (3.7)
(A)p = >
w2 =,

onde A2 é do tipo “sela” (relacionado ao movimento instavel e planar) e real, enquanto
w} € wy séo do tipo “centro” (movimento oscilatorio) e imaginarios — como ilustrado nas
projecdes da Figura 2.7 — associados a frequéncia de movimento dentro e fora do plano

das Orbitas, respectivamente.

Dado que as duas raizes reais A sdo opostas em sinal, condi¢des iniciais escolhidas
de forma arbitraria levam a solucdes que se propagam sem limite no espaco conforme
t — oo. Se, no entanto, as condicdes iniciais forem restritas a solu¢des “acopladas” — onde

x e y possuem relacdes dependentes — estas solucgdes terdo formato:

I
Il

—Axcos (wpt + @)
y = kAysen (wyt + @) (3.8)
Z = A,sen (w,t + )

wj+1+2c; 22
pr 12+1—C2

onde k = . A, e A, sdo amplitudes no eixo X e z, enquanto k é uma

constante que relaciona a amplitude no eixo y com a amplitude em x (4, = kA,). p e Y
sdo constantes relacionadas com a “fase” do movimento oscilatorio, onde ¢ é aplicada no

movimento planar e 1 possui relagdo com a coordenada espacial z.
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As solugdes periddicas sdo denominadas orbitas “halo”, devido a aparéncia que
elas possuem quando observadas do corpo primario. A aparéncia de uma Orbita halo é
ilustrada na Figura 3.1. Os movimentos periddicos sdo obtidos se as amplitudes de
movimento, dentro e fora do plano de 6rbita, forem grandes o suficiente de forma que as
contribuigdes nado-lineares (os termos que envolvem os polindbmios de Legendre)
produzam autofrequéncias iguais (w, = w,). Existem, também, restricGes de amplitudes
e fases de drbita se consideradas perturbacdes de outros corpos, mas isso nao sera tratado

neste capitulo.

Figura 3.1 — Orbita halo utilizada na missdo ISEE-3

5 5 5
[
y o | ‘ z 0 ) P zof < T
\
-5 \j -5 -5
-5 0 5 -5 0 5 -5 ] 5
X X ¥

Esta orbita tridimensional é visualizada em trés planos coordenados: xy, xz e yz. O ponto de origemé o L1
do sistema Sol-Terra. As unidades sdo multiplicadas por um fator de 10> km. E notavel a curvatura
tridimensional caracteristica destas 6rbitas periddicas, que diferem das usuais 6rbitas keplerianas.

Fonte: (LO et al., 2000).

Uma relacdo importante é fornecida pelo Teorema do Espelho, e pode ser aplicada
as Orbitas halo. No plano xy, é notavel que a trajetdria acima de y=0 é uma imagem
espelhada da trajetoria abaixo. Logo, para cada trajetoria definida por x(t), y(t), x(t)
e y(t), existe uma trajetoria simétrica em relacéo ao eixo x definida por x(—t), —y(—t),
—x(—t) e —y(—t) no sistema de coordenadas rotacional. Este teorema favorece o
processo computacional das drbitas halo ja que, na préatica, calcula-se apenas metade da
trajetoria.

Portanto, equagdes em que w, = w, formardo a primeira aproximagdo para
solugdes periddicas e podem ser utilizadas em métodos numéricos que garantem uma

convergéncia em uma Orbita halo, como é o caso da expansdo de Richardson em terceira

ordem.
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3.3.1 — Expanséo de Richardson em terceira ordem

A expansdo de Richardson em terceira ordem leva em consideracdo o método de
Lindstedt-Poincaré, que tem como base a ideia de que os termos correspondentes a ndo-
linearidade alteram a frequéncia do sistema linear. Este método envolve sucessivos
ajustes da frequéncia para evitar termos seculares (termos que crescem exponencialmente

a cada iteracdo) e permite a obtencédo de solucGes periddicas aproximadas.

A utilizacdo da expansdo de terceira ordem dos polinémios de Legendre nas

Equacdes (3.5) retornam:
Xx—2y— (14 2cy)x =

3
§c3(2f2 —y2+27%) + 2¢,(2x* — 392+ 32%) + 0(4)

y+2x—(c; -y =

3 :
—3c3%y — §c4y(4az2 —y2 -2 +0(4) (3.9)

" 3
Z+ 7 = —3c3XZ — §c4z'(4922 —y2 =72+ 0(4)

Como mencionado, a igualdade w,, = w,, resultara em uma primeira aproximagéo
para as drbitas periodicas. Deste modo, as Equacdes (3.6) podem ser reescritas como:
¥x—2y—(1+42c,)x=0
y+2x—(c;—1Dy=0 (3.10)
Z+wiz=0
onde wj = w{ = c,. Portanto, estas equagdes lineares terdo como aproximag&o inicial
solucdes (Equacdes 3.8) do tipo:

X = —Aycos (wyt + @)

<
Il
=

Aysen (wpt + @) (3.11)

A introducdo de novas variaveis independentes relacionadas com a frequéncia faz

parte do método de Lindstedt-Poincaré. Dado o0 numero de extensas equagdes e constantes
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envolvidas no processo de derivacao das novas equacdes de movimento, este método néo
sera exposto neste relatorio, mas sera utilizado no processo de simulagdo computacional

das orbitas periddicas, exibido nos subcapitulos de resultados.

Transferéncias orbitais de baixo custo energético envolvendo orbitas halo também
podem ser realizadas. Como no problema planar, existem trajetorias que resultam da
interseccdo de variedades invariantes geradas pelas érbitas periddicas que residem nos
pontos colineares. A diferenca, neste caso, € que essas variedades se estendem por todo o
espaco tridimensional, resultando em uma computagdo mais delicada. A Figura 3.2 ilustra
algumas possibilidades de transferéncia entre 6rbitas no sistema Sol-Terra para a missao
Genesis, da National Aeronautics and Space Administration (NASA).

Figura 3.2 - Conex&o entre uma Orbita terrestre e uma orbita halo para a missdo Genesis

Nesta imagem, as variedades estdveis conectam uma Orbita em volta da Terra com uma orbita halo em
volta do ponto L1 do sistema Sol-Terra. E perceptivel a interseccao dessas trajetorias com a orbita lunar.
Logo, existem possibilidades de conexdo entre trajetorias do sistema Terra-Lua e Sol-Terra, por exemplo,
0 que pode ocasionar em uma maior economia de propulsdes. Essas trajetérias foram calculadas para a
missao Genesis, que possuia o objetivo de coletar amostras do vento solar.

Fonte: (LO et al., 2000).

Uma aplicabilidade atual de orbitas halo em missdes espaciais é na dinamica do

Telescopio Espacial James Webb. O equipamento esta em uma Orbita periddica em volta
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do ponto L2 do sistema Sol-Terra, 1,5 milhdo de quilémetros distante do planeta, como
ilustrado na Figura 2.5.

O método para a computacdo das variedades invariantes também leva em conta o
autoespaco das equacdes linearizadas — tema abordado no capitulo 2 — e encontra-se de
forma detalhada em Lo, et al (2000), servindo como base para as simula¢fes numéricas
abordadas nos subcapitulos de resultados.

3.4 — Conclusbes do capitulo

O Problema Restrito e Circular dos Trés Corpos ndo apresenta um
desenvolvimento tdo trivial quanto a sua versdo planar, porém sua aplicabilidade se

estende a muitas outras possibilidades além das trajetorias estudadas em duas dimensoes.

Apesar da inclusdo de um terceiro eixo coordenado, as etapas que envolvem a
solugédo da dindmica linear das equacfes de movimento sdo as mesmas do problema
planar, tratando-se de uma andlise do autoespaco e dos tipos de autovalores e autovetores
correspondentes. Percebe-se a presenca de instabilidades no movimento, mas também um
movimento oscilatorio junto a coordenada espacial, o que confere a possibilidade de
Orbitas periddicas tridimensionais. As Orbitas do tipo halo também possuem a
caracteristica da validez do teorema do espelho, o que torna sua integragdo mais simples.

Os resultados obtidos pela analise da linearidade das equacdes sdo utilizados como
tentativas iniciais de solucdes para as equacdes de movimento, que sdo reformuladas pela
substituicdo dos termos ndo-lineares por polinémios de Legendre, amplamente utilizados
em equac0es diferenciais parciais por suas conhecidas relagdes matematicas. A expansao
de Richardson em terceira ordem, aliada ao método de Lindstedt-Poincaré, confere a

aproximacdo precisa de orbitas e trajetorias para o sistema de trés corpos.

A aplicabilidade das solugdes periddicas é extensa no contexto aeroespacial atual.
Diversas missdes ao longo do século XXI fizeram uso dos pontos lagrangianos e de suas
oOrbitas halo como trajetorias-chave para seus objetivos. Exemplos citados no capitulo

envolvem a missdo Genesis e 0 Telescopio Espacial James Webb.

O proximo capitulo descrevera como se da a conexao de diversos sistemas de trés

corpos por meio de aproximacdes sucessivas — formando, assim, uma trajetoria integrada
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em multiplos sistemas. Além disso, o Problema de Quatro Corpos também sera detalhado,
determinando como este sistema pode ser Util na anélise de sistemas conjuntos de trés

corpos.
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Capitulo 4 - APROXIMACOES DE TRES CORPOS (PATCHED THREE-
BODY), PROBLEMA DE 4 CORPOS E MISSOES MULTILUNARES NO
SISTEMA JOVIANO

4.1 — Introducéo

Missdes espaciais interplanetarias foram introduzidas no setor espacial a partir da
década de 1960, desenvolvidas em conjunto com as missdes lunares. As primeiras
missdes interplanetéarias contemplavam os planetas internos do Sistema Solar, Mercurio
e Vénus, por meio dos programas Venera e Mariner, projetos da Unido Soviética e dos

Estados Unidos, respectivamente.

Usualmente, ao tratar-se de uma sonda ou espagonave com uma trajetoria
interplanetéria, considera-se a influéncia de um corpo do Sistema Solar por vez, o que
depende da distancia do veiculo até o astro ponderado. MissGes convencionais que
adotam esse tipo de trajetoria — que apresenta uma velocidade relativa a esses corpos
muito alta — utilizam o denominado método de Patched-Conics — ou método das conicas
remendadas — que considera justamente a atragdo gravitacional de um corpo por vez
durante a trajetoria, emendando diversos sistemas de dois corpos em um caminho
singular. Essa metodologia é inteiramente baseada no conceito de esfera de influéncia,

semelhante ao conceito de regides de Hill tratado no capitulo 2.

Essa aproximacdo, no entanto, torna-se invalida quando considerados encontros
com baixa velocidade relativa, que sdo essenciais em trajetdrias de baixa energia. Nesse
caso, portanto, a sonda é influenciada gravitacionalmente com intensidade semelhante
por mais de um corpo. E adequado, portanto, realizar uma anélise dos sistemas sob a 6tica
do Problema Restrito e Circular dos Trés Corpos, e conectd-los em uma trajetéria
interplanetaria de um modo semelhante ao realizado no método das conicas remendadas.

A esta aproximacao e dado o nome Aproximacdo Remendada dos Trés Corpos.

Além da possibilidade do design de uma trajetdria espacial utilizando maltiplos
sistemas de trés corpos, as solucbes geradas pela Aproximacdo Remendada de Trés

Corpos sdo Uteis para estudar o comportamento qualitativo de sistemas englobados pelo

64



Problema de Quatro Corpos — como 0 sistema joviano, quando considerada uma
transferéncia entre Ganimedes e Europa, por exemplo, na qual deve ser considerado o
sistema Jupiter-Ganimedes-Europa-espagonave. Esses sistemas podem ser analisados

como dois sistemas de trés corpos, unidos por meio de um AV (0 remendo — ou patch).

Essas duas ferramentas expostas, a Aproximac¢do Remendada de Trés Corpos e o
Problema de Quatro Corpos, podem ser usadas de forma conjunta em missGes
multilunares, como o exemplo fornecido do sistema joviano. Essas missdes sao Uteis para
estudar as diversas luas do astro gasoso na mesma trajetoria, aproveitando-se das
perturbacgdes gravitacionais dos proprios corpos do sistema para culminar em uma missdo

eficiente e mais econdmica.

Portanto, neste capitulo, serdo tratados a Aproximacdo Remendada dos
Trés Corpos, as restricbes impostas ao Problema de Quatro Corpos e o design de missdes
multilunares, conceitos que garantem as ferramentas necessérias a realizacdo das
simulacBes numéricas abordadas ao final deste relatério. Este capitulo ter4 como base as
referéncias Lo, et al (2000), Curtis (2014), Koon, et al (2000) e Ikeda, et al (2023).

4.2 — Aproximacdo Remendada de Trés Corpos

As missBes espaciais interplanetarias ja realizadas, como as missfes Venera,
Mariner, Pioneer, VVoyager etc, ndo apresentaram grandes restricGes energéticas quanto
ao lancamento e as trajetérias adotadas, o que possibilitava o emprego de altas
velocidades relativas aos corpos do Sistema Solar, atingidas por meio de grandes veiculos
lancadores e manobras de assisténcia gravitacional (swing-bys). As trajetérias de alta
energia sdo modeladas utilizando o método de Patched-Conics, que conecta diversos
sistemas de dois corpos em uma trajetdria Unica, ou seja, considera-se a influéncia de um

COrpo massivo por vez.

Essa estratégia € baseada no conceito de esfera de influéncia, semelhante ao
conceito de regides de Hill tratado no Problema Restrito de Trés Corpos. A esfera de
influéncia corresponde & regido do espaco na qual a influéncia gravitacional do corpo
considerado é muito superior as dos outros corpos e, portanto, desprezam-se as outras

perturbacdes gravitacionais. O raio da esfera de influéncia é dado pela relagéo:

65



2
mpy

Tsor = R (_)§ (4.1)

myg

onde R é o vetor posi¢cdo do corpo secundario em relacdo ao corpo principal do sistema
inercial, m,, € a massa do corpo secundario considerado (ex. planeta) e m, é¢ a massa do
corpo principal (o Sol, por exemplo), de maior influéncia gravitacional. Note que a
definicdo do tamanho da esfera de influéncia de um corpo depende da influéncia
gravitacional do corpo principal. Em unidades adimensionais, o raio da esfera de

influéncia é dado por:

2
Tsor = U5 (4.2)
onde u representa a razdo de massas do sistema considerado.

Pode-se definir, entdo, a extensdo dos sistemas de dois corpos, onde comeca e
termina a influéncia de um planeta, de uma lua ou do Sol e, assim, escolher os pontos de
remendo (patch points) para conectar um sistema a outro. Esses pontos séo localidades
na qual é aplicada uma propulsdo instantanea (AV), para que a espaconave deixe a

influéncia de um sistema e passe aos dominios de outro corpo.

O programa Voyager, da NASA, possuia como objetivo a exploracdo dos planetas
externos do Sistema Solar e suas luas. Para atingir esse feito, as duas sondas
aproveitaram-se de trajetdrias descritas pelo método de Patched-Conics, que também
continham em seu design assisténcias gravitacionais pelos planetas e luas, a fim de
garantir a energia necessaria para migrar da influéncia de um sistema para outro, como

ilustrado na Figura 4.1.
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Figura 4.1 - Trajetorias desenvolvidas para a sonda Voyager 2 pelo Sistema Solar exterior
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Neste esquema, sdo consideradas duas trajetorias interplanetarias para a sonda Voyager 2 com destino a
Urano, com flybys pelos sistemas de JUpiter e Saturno. A partir do langcamento da Terra, no dia 20/08/1977,
a espaconave poderia realizar duas trajetdrias distintas para alcancar Urano, no entanto, as duas opgdes
consideram swing-bys gravitacionais com JUpiter e Saturno para ganhar a energia necessaria a migrar de
sistemas.

Fonte: (KOHLHAZE; PENZO, 1977).

Essa aproximacao, no entanto, é falha quando é considerado um encontro de baixa
velocidade relativa — caracteristica inerente as trajetdrias de baixa energia. Nesta situacao,
existem influéncias gravitacionais da mesma ordem de magnitude que a atragéo do corpo
principal exerce na espagonave. Deste modo, ao aplicar o Problema Restrito e Circular
dos Trés Corpos, as perturbacdes gravitacionais de outros corpos massivos sdo levadas
em conta no design da trajetdria. A conexao de diversos sistemas de trés corpos pode ser
realizada da mesma forma que no método de Patched-Conics: por meio de um impulso
instantaneo (AV) que transfere a espagonave entre 0s sistemas. A trajetdria final, entéo,
pode ser integrada com mais preciséo e levando em consideragdo até mesmo as variedades
invariantes destes multiplos sistemas. Essa aproximagdo ¢ denominada “Aproximagao
Remendada dos Trés Corpos”. Esse conceito pode ser aproveitado para construir uma
transferéncia de baixa energia para a Lua a partir da Terra, considerando também a

influéncia do Sol, ou uma trajetéria de missdo que orbite diversas luas de Jupiter.
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Para fazer o design de uma trajetoria, por exemplo, da Terra a Lua e que também
se utilize das perturbac6es do Sol, pode-se dividi-la em duas partes: a primeira parte como
solucéo do sistema Sol-Terra-espaconave, na qual a influéncia da Lua € negligenciada; a
segunda parte como solucdo do sistema Terra-Lua-espaconave, onde, nesse caso, a
influéncia do Sol ndo é levada em consideracdo. As duas partes, entdo, sdo conectadas
por duas condicdes iniciais — que juntas formam o ponto de remendo. Essas condi¢des
estdo em uma mesma localidade no espaco, mas diferem em valores energéticos: ha uma
discrepancia nas velocidades, compensada por um AV, que conecta as duas por¢ées em
uma trajetdria unica. A evolucdo de uma condicéo inicial — seja ela, por exemplo, a do
sistema Sol-Terra-espaconave — de forma retrograda fornece a primeira etapa da
trajetdria, que inicia na vizinhanca terrestre (podendo ser até uma érbita baixa em volta
da Terra). A outra condicdo € integrada progressivamente, que pode resultar em uma

trajetoria com destino a uma 6rbita halo lunar.

A vantagem de modelar um sistema de quatro corpos em dois sistemas de trés
corpos € a possibilidade de utilizacdo das variedades invariantes de ambos os sistemas na
trajetdria final. No caso de uma missdo a Lua, isso confere uma consideravel economia
de combustivel em relacdo a abordagem convencional adotada (transferéncia de
Hohmann). As simulagdes realizadas em Lo, et al (2000) indicam uma economia de quase
20% na quantidade de combustivel empregada em uma misséo desse tipo.

Para achar as condicGes iniciais do ponto de remendo, utiliza-se uma secao de
Poincaré para determinar onde ocorre a intersec¢do das variedades de ambos 0s sistemas.
A Figura 4.2 ilustra uma secdo de Poincaré posicionada no sistema Sol-Terra, em uma
regido na qual as variedades estaveis do ponto L2 Terra-Lua sdo determinadas. Quando
integradas progressivamente, essas trajetdrias podem levar a uma captura balistica pelo
satélite — ou seja, isto compreende a entrada do objeto na regido de Hill lunar e a

realizacdo de uma Orbita completa em volta da Lua.
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Figura 4.2 — Secéo de Poincaré do sistema Sol-Terra com intersec¢des do sistema Terra-Lua
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A se¢do de Poincaré é posicionada em uma coordenada x constante, na mesma localiza¢do da Terra. O
“tubo” (em verde) formado pelas variedades estaveis do ponto L2 Terra-Lua intersectam a se¢cdo em uma
pequena regido. A condicdo inicial interior a essa regido, quando integrada progressivamente, gera uma
trajetéria com destino a drbita lunar.

Fonte: Adaptado de Lo, et al (2000).

A analise da variedade instavel do sistema Sol-Terra e a sua interseccdo com a
variedade estavel do sistema Terra-Lua também compreende as fases do satélite natural
em sua Orbita. Na fase lunar correta, a interseccao entre as variedades ocorre e apresenta-

se mais vantajosa para o tipo de missao requerido, como exemplificado na Figura 4.3.

Figura 4.3 — Interseccéo entre as variedades dos sistemas Sol-Terra e Terra-Lua conforme a fase lunar
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As interseccOes entre as variedades invariantes variam conforme a fase da oOrbita lunar. A variedade
estavel do Sistema Sol-Terra (em verde, na extremidade esquerda do grafico) ndo interessa ao tipo de
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missdo elaborada. Por outro lado, variedade instavel (em vermelho) possui interseccdes de caracteristicas
diversas com a variedade estavel do sistema Terra-Lua (em verde).

Fonte: Adaptado de Lo, et al (2000).

A integracdo da variedade instavel regressivamente no tempo gera a por¢do da
trajetoria que se aproxima da Terra. Para que a trajetdria chegue até a regido do ponto de
remendo, é utilizada uma técnica conhecida como “torcdo” orbital (twisting of orbits).
Basicamente, qudo mais proxima a condicdo inicial estiver da superficie do tubo, mais a
Orbita sera torcida quando sair da regido de equilibrio (proximidades do L2 Sol-Terra),
como ilustrado na Figura 4.4. Qualquer variacdo infinitesimal pode alterar radicalmente
0 destino da Orbita. Essa sensibilidade é positiva, pois pode garantir, por exemplo, uma

integracdo de orbita com inicio em uma Orbita terrestre com 200km de altitude.
Figura 4.4 - "Tor¢do" de drbitas relacionada com a condicao inicial proxima as variedades

Terra como alvo
Secdo de Poincaré utilizindo a “torcao”

P'(g,)
—P'(q,)

Terra

= | Terra
Variedade Variedade
estavel instavel Sol
p—
4 X

A condicdo inicial escolhida para o terceiro corpo determina o quanto a sua Orbita serd torcida,
possibilitando atingir a localizacdo desejada do espago — nesse caso, 0 patch point. A sensibilidade das
condices iniciais é tdo grande que possibilita atingir uma Orbita terrestre de 200km de altitude.

Fonte: Adaptado de Lo, et al (2000).

A condicdo inicial escolhida, entdo, originard uma trajetéria que tem inicio em
uma Orbita terrestre, segue as variedades geradas na vizinhanga do ponto L2 do sistema
Sol-Terra, realiza uma torcdo em sua Orbita e destina-se a uma orbita lunar, sendo o
terceiro corpo capturado balisticamente pela Lua. A Figura 4.5 ilustra a trajetoria obtida

para a missao.
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Figura 4.5 — Trajetéria de transferéncia final entre uma drbita terrestre e lunar integrada pelo método da
Aproximacdo Remendada dos Trés Corpos, nos sistemas inercial e rotacional
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A trajetdria final € ilustrada no referencial geocéntrico inercial e no sistema rotacional, respectivamente.
Um impulso inicial (AV;) é necessario para que o terceiro corpo tenha a energia necessaria para navegar
pelos sistemas de trés corpos. O impulso final (AV,) é o ponto de remendo entre os sistemas Sol-Terra e
Terra-Lua. A soma dos impulsos confere um valor inferior de gasto energético inferior ao obtido pela
metodologia convencional — a transferéncia de Hohmann.

Fonte: Adaptado de Lo, et al (2000).

Na literatura (LO et al., 2000), o valor de impulso necessario no ponto de remendo
foi de 34 m/s, extremamente pequeno se comparado aos impulsos adotados nas missdes
espaciais convencionais. A captura lunar balistica, feita de forma natural pelo satélite,
confere uma economia ainda maior a trajetéria da missdo, o que justifica o valor

econdmico obtido se comparado ao método de Hohmann.

4.3 — O Problema de Quatro Corpos e suas simplificaces

Do mesmo modo que os problemas de dois e trés corpos, o Problema de Quatro
Corpos tem como objetivo a determinacdo da dindmica de um sistema com quatro objetos
massivos, que exercem interagdes gravitacionais matuas, dadas as condi¢des iniciais de

posicao e velocidade.

E possivel realizar suposi¢es acerca dos sistemas de quatro corpos de forma a
simplificar a dindmica do sistema, como proposto no modelo Bicircular e no modelo
Circular Concéntrico. As trajetorias obtidas na Aproximacdo Remendada dos Trés

Corpos sao utilizadas como solucdes qualitativas para alguns sistemas de quatro corpos
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descritos nestes modelos, entre eles os sistemas Sol-Terra-Lua-espagonave e Jupiter-
Ganimedes-Europa-espacgonave. As restricdes em ambos os modelos permitem estudar
como o quarto corpo comporta-se sob a influéncia dos outros trés, objetivo principal da

astronautica ao tentar determinar a trajetoria de uma espagonave nestes sistemas.

O modelo Bicircular considera que dois corpos (M, e M,) estdo em movimento
circular em torno de seu baricentro, que concentra toda a massa destes corpos, separados
por d,. O baricentro do sistema M; M, orbita o centro de massa formado por este sistema
e o0 corpo central (M,) em movimento circular de raio d,. Todos 0s corpos estdo em um

mesmo plano orbital. A Figura 4.6 ilustra esse modelo.

Figura 4.6 — Sistema contemplado pelo modelo Bicircular de Quatro Corpos

Fonte: (LO et al., 2000).

O sistema Sol-Terra-Lua-espaconave pode ser uma boa aproximacao pelo modelo
Bicircular de Quatro Corpos, apesar das diferentes inclinacfes e excentricidades orbitais.
O comportamento qualitativo das trajetorias do quarto corpo é preservado nesta

aproximagao.

Ja 0 modelo Circular Concéntrico contempla um corpo massivo central M,, na
qual os outros dois corpos (M, e M,) realizam Orbitas com raios diferentes (d, e d,,
respectivamente). Também, neste modelo, os corpos estdo em um mesmo plano orbital.

A Figura 4.7 representa o modelo descrito.
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Figura 4.7 — Sistema contemplado pelo modelo Circular Concéntrico de Quatro Corpos

Fonte: (LO et al., 2000).

O sistema joviano €é caracteristico para aproximacdes que utilizem do modelo
Circular Concéntrico de Quatro Corpos. Pode ser considerado, neste caso, 0 sistema

Jupiter-Ganimedes-Europa-espagconave.

As equacdes de movimento dos dois modelos apresentam uma derivacdo mais
delicada. Analisando, porém, o modelo Bicircular, suas equacfes variam de acordo com
0 sistema que esta sendo estudado. Por exemplo, o sistema Sol-Terra-Lua-espagonave é
estudado conforme duas etapas: a primeira engloba as equacgdes de movimento Terra-
Lua-espaconave em coordenadas sinddicas; a segunda é o estudo das equacOes de
movimento Sol-Terra-espaconave, também em coordenadas rotacionais. No sistema
Terra-Lua-espaconave, assume-se que a Terra e Lua estdio movendo-se em Orbitas
circulares em torno de seu baricentro, com o Sol também descrevendo um circulo em
torno do centro de massa. As unidades sao normalizadas conforme o sistema Terra-Lua,
de forma similar ao realizado no Problema Restrito e Circular dos Trés Corpos. A
distancia Terra-Lua é igual a um, a massa da Lua é representada por u, a da Terra por
1 — u, amassa do Sol por M e seu semieixo maior por a,. A velocidade angular do Sol

é wg e afase do Sol em t = 0 € 6. Portanto, as equacdes de movimento sdo:
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y=v
. (4.3)
u=x+2v—cp(x+uy) —cy(x — pg) — cs(x — x5) — asxs
vV=y—2u—cgy —cyy — cs(y — ¥s) — asys
i . M
onde c=r”?, i=M,Eous, as = —, g = (X + u)? + y2ry =

S

Voo —pp)?+y2rs =(x—x)2+ (v —y)%, wg=1-—p, uy=pn x5=

as cos(0s ), ys = assin(fs), Os = —wst + Oso.

De modo similar, pode-se derivar equagdes de movimento para o sistema Sol-
Terra-espaconave, modificando os pardmetros a fim de normalizar essas equacfes para o
sistema desejado. A obtencdo de uma trajetdria no sistema Terra-Lua-espagonave pode
ser transformada em uma trajetoria no sistema Sol-Terra-espagonave por meio de analises
matriciais. Ao final, portanto, uma integracdo de uma trajetoria no sistema de quatro

corpos Sol-Terra-Lua-espacgonave é obtida.

Logo, como exemplificado pelo modelo Bicircular, uma trajetéria desenvolvida
por meio da Aproximacdo Remendada dos Trés Corpos pode servir como base a uma
trajetéria integrada no Problema de Quatro Corpos, e o comportamento obtido na
aproximacdo ndo se diferenciard bruscamente de uma Orbita desenvolvida somente

utilizando o modelo Bicircular, por exemplo.

4.4 — Missdes multilunares no sistema joviano

As técnicas expostas nos subcapitulos anteriores culminam na possibilidade do
desenvolvimento de missdes de orbitadores de multiplas luas, nomeado neste relatorio de
missGes multilunares. A aplicacdo do Problema de Quatro Corpos no sistema joviano e,
consequentemente, das Aproximacdes Remendadas de Trés Corpos, promove 0 uso de
transferéncias de baixa energia pelas luas do gigante gasoso, que podem ser aproveitadas
para exploracdo das superficies do satélite natural por meio do sensoriamento remoto ou

até mesmo o envio de sondas a partir dos orbitadores.

Além disso, pode-se gerar uma familia de trajetdrias de transferéncias entre as luas

deste sistema que diferem em tempo de voo (TOF — time of flight) e em AV, e estabelecer
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uma relacéo entre esses dois parametros. Essas trajetorias, além de sujeitas as influéncias
gravitacionais da luas e do planeta, também podem sofrer interferéncias de ressonancias
naturais de algumas luas galileanas (lo, Calisto, Europa e Ganimedes) do sistema joviano
que, como um swing-by, podem aumentar ou diminuir a energia da espagonave, 0 que
caracteriza outra ferramenta que contribui na economia de combustivel deste tipo de
missdo — viabilizada pela anélise sob o espectro do Problema Restrito e Circular dos Trés

Corpos.

Como exemplo de uma aplicacdo de missdo multilunar que utiliza das
perturbacdes de trés corpos— tratada com mais detalhes em Lo, et al (2000) e Koon, et al
(2000), referenciada como Petit Grand Tour — seja um orbitador que inicia sua trajetdria
além da drbita da lua Ganimedes, realiza um voo préximo (flyby) pela lua e atinge uma
Orbita polar em volta de Europa. Essa misséo, que consome menos combustivel que uma
missdo convencional (baseada em trajetorias de dois corpos), pode ser abordada de acordo
com as metodologias ja expostas.

Primeiramente, deve-se considerar o sistema de quatro corpos Jupiter-Ganimedes-
Europa-espaconave como dois sistemas de trés corpos: Jupiter-Ganimedes-espaconave e
Jupiter-Europa-espagonave. Essa divisdo permite o uso da Aproximacdo Remendada de
Trés Corpos, que viabiliza trajetérias com base nas variedades invariantes geradas pelas
Orbitas em volta dos pontos colineares L1 e L2 dessas luas.

Deste modo, as variedades do sistema Jupiter-Ganimedes-espaconave serao
utilizadas para achar uma Orbita além de Ganimedes que seja capturada temporariamente
por essa lua e, posteriormente, deixe sua vizinhanca para uma Orbita interior a lua. Em
seguida, faz-se o uso das variedades do ponto L2 do sistema Jupiter-Europa para que uma
trajetéria que envolva uma captura temporaria em volta dessa lua seja realizada. Por fim,

uma queima impulsiva colocara o orbitador em uma 6rbita polar no satélite.

A conexao entre os dois sistemas é realizada por um AV no patch-point, de forma
que a trajetdria final seja integrada e aplicavel ao sistema de quatro corpos como um todo,

como ilustrado na Figura 4.8.
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Figura 4.8 — Exemplo de trajetoria final para o sistema JUpiter-Ganimedes-Europa-espagonave
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Fonte: Adaptado de Koon, et al (2000) .
As ressonancias orbitais caracteristicas das luas lo, Europa e Ganimedes
constituem uma vantagem na elaboracdo de missdes de baixa energia, visto que o
semieixo orbital do terceiro corpo em relacdo a Jupiter pode aumentar ou diminuir de

acordo com as condic¢des iniciais estabelecidas e a influéncia destas ressonancias,

conforme ilustrado nas Figuras 4.9 e 4.10.
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Figura 4.9 — Variacéo da energia de uma 6rbita por meio de ressonancias orbitais no sistema joviano
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As condicOes iniciais da espagonave determinam como ela sera afetada pelas resson@ncias orbitais de
outras luas no sistema joviano. Esta caracteristica pode ser aplicada para o exemplo de transferéncia entre
Ganimedes e Europa, pois ao deixar a esfera de influéncia de Ganimedes, a ressonancia desta lua exterior
pode diminuir os custos para que a espagonave atinja uma Orbita em volta de Europa, de 6rbita mais

interna.

Fonte: Adaptado de Lo, et al (2000).
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Figura 4.10 - Transferéncia entre satélites galileanos assistidas por ressonancias gravitacionais

A primeira imagem (a esquerda) ilustra a trajetéria da espagonave ap0s a saida da vizinhanca de M; (ex.
Ganimedes), que passa a ser influenciada pelos efeitos de trés corpos em uma 6rbita eliptica em volta de
Jupiter (J). A espaconave tem sua energia alterada pelas ressonancias gravitacionais de M, ao passar pelo
ponto A. A medida em que a espagonave diminui sua Orbita, ela passa a ser perturbada pela lua interna
M, (ex. Europa) onde, na segunda imagem (a direita), evidencia-se sua trajetéria com semieixo maior
diminuindo apés assisténcias gravitacionais de M, no ponto P. Ao final, a espagonave é capturada
balisticamente por M,.

Fonte: (LO et al., 2000).

Os resultados encontrados para o Petit Grand Tour — contidos em Lo, et al (2000)
e Koon, et al (2000) — comparam o AV;,;,; Necessario para que a trajetdria seja integrada
e o0 tempo de voo total no sistema joviano. O impulso total é constituido pela soma do
impulso necessario para sair de uma Orbita em volta de Ganimedes e do impulso requerido
para adentrar uma Orbita em volta de Europa. A relacdo AV,,.; € TOF é dada pela Figura
4.11.
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Figura 4.11 — Relacéo entre AV,,.4; € tempo de voo para o Petit Grand Tour
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O graéfico ilustra uma tendéncia linear entre o impulso total requerido para as transferéncias entre os
satélites do sistema joviano e o tempo requerido, conforme obtido em Lo, et al (2000) e Koon, et al (2000).
E notavel como o incremento no gasto de combustivel corresponde a uma queda significante no tempo de
missao.

Fonte: Adaptado de Lo, et al (2000).

4.5 — Conclusbes do capitulo

Missdes interplanetérias sdo historicamente referenciadas como missdes de
orcamento robusto, grande parte dele ligado ao veiculo lancador e a propulsdo inicial
fornecida a espaconave. No decorrer das missdes, sao utilizadas técnicas de transferéncia
descritas por sistemas de dois corpos (Patched-Conics) — que funcionam bem para
missOes de alta energia. No entanto, as trajetorias de baixa energia ndo sao restritas a

apenas missdes na vizinhanga terrestre — sdo aplicaveis ao Sistema Solar como um todo.

As metodologias expostas neste capitulo, como a Aproximacdo Remendada de

Trés Corpos e os sistemas englobados pelo Problema de Quatro Corpos, conferem vias

alternativas no design de missdes interplanetarias, e se aproveitam de perturbacdes

gravitacionais para minimizar os gastos propulsivos — conceito que se torna passivel de
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utilizacdo apenas quando considerados regimes menos energéticos. Esta aproximacéao
promove anélises da dinamica de sistemas simplificados de quatro corpos, e garante

solucgdes que podem ser usadas na astronautica.

Uma dessas solucBes envolve a possibilidade de uma missdo com um orbitador
multilunar, aplicavel para sistemas como o de Jupiter e seus satélites galileanos. Os canais
dindmicos gerados pelas variedades invariantes dos sistemas de trés corpos podem ser
estudados e conectados entre si por meio da aproximacdo remendada, gerando uma
trajetdria integral e solucdo de um sistema de quatro corpos contido no joviano, como o
sistema Jupiter-Ganimedes-Europa-espagonave. Outros conceitos também podem ser
proveitosos neste caso, COMO as ressonancias gravitacionais e swing-bys, que alteram a

energia do terceiro corpo sem impulsos extras.

E evidente que o tempo de voo e o gasto energético estdo diretamente associados.
Porém, a utilizacdo das ferramentas expostas nesse capitulo minimizam os gastos
convencionais em missdes interplanetarias, e garantem um uso mais pontual, com menos
correcdes, de modo que o tempo de voo também possa ser otimizado mesmo em

trajetdrias de baixo custo energético.

Os conceitos estudados neste e nos outros capitulos garantem as ferramentas
necessarias para aplicacGes da teoria em simula¢des numeéricas, expostas no capitulo de
resultados. Isto permite a validacdo das trajetorias de baixa energia geradas no sistema
Terra-Lua com destino ao sistema joviano, e a compara¢do com as missdes que também
possuem 0 objetivo de explorar o gigante gasoso e suas luas, mas que fazem uso de

trajetorias altamente energéticas e custosas.
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Capitulo5 — RESULTADOS

5.1 — Introducéo

Nos capitulos anteriores, fundamentacfes acerca do movimento de um veiculo
espacial foram apresentadas sob a Gtica de diversos tipos de sistemas: a dindmica segundo
0 Problema de Dois Corpos e o0 método de Patched-Conics; o deslocamento conforme o
Problema Restrito e Circular de Trés Corpos, em sua versao planar e espacial; e a
aplicacdo da Aproximacgdo Remendada de Trés Corpos para analise da movimentagéo do
V/E em um regime de quatro corpos. Estes conceitos, unidos, conferem poderosas
ferramentas para a elaboracdo de missdes espaciais de diversos tipos, seja um orbitador
restrito ao sistema Terra-Lua ou uma espaconave interplanetaria direcionada a exploracao

de Japiter e de seus satélites.

O sistema joviano, diversas vezes mencionado neste relatorio, sempre foi alvo de
especulagoes e estudos pela humanidade, desde os tempos mais remotos até apds a corrida
espacial. Antigamente, pensava-se que 0 gigante gasoso influenciava os humores e
pretensdes humanas. No entanto, atualmente, sabe-se que Jupiter possui uma ligacdo
muito mais bela e profunda com a formagéo do Sistema Solar e com a vida: o planeta
gasoso deflete asteroides de suas trajetdrias, ora impedindo uma colisdo com a Terra, ora
provocando-a — a &gua e substancias organicas podem ter multiplas origens em sua
abundancia terrestre. Entre elas, a colisdo de asteroides e cometas ricos nestes compostos

com o planeta.

Galileu Galilei, ao apontar a sua luneta recém-aprimorada aos céus, desmistificou
a astronomia e avancou ainda mais na compreensdo do sistema joviano. Japiter era
acompanhado por quatro outros grandes satélites — lo, Europa, Ganimedes e Calisto —
conhecidos atualmente como “luas galileanas”. Estas luas compdem um dos focos atuais
da comunidade cientifica: Europa, Ganimedes e Calisto possuem grandes quantidades de
substancias organicas e evidéncias de oceanos de agua liquida em seus interiores,

ingredientes necessarios para o surgimento da vida (como é conhecida na Terra).
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Diversas missOes espaciais tiveram como um de seus objetivos a exploracdo do
sistema joviano. As sondas Pioneer 10 e 11 e o programa Voyager, ambas operadas pela
NASA, consistem nas primeiras tentativas bem-sucedidas do sobrevoo do planeta e de
suas luas. As missGes Galileo e Juno constituem exemplos mais recentes de sondas
capazes de orbita-lo e realizar voos proximos por suas luas. No entanto, todas estas
missdes possuiram trajetorias interplanetarias de alto custo energético, baseadas no

método de Patched-Conics e derivados.

Portanto, é de grande interesse a aplicacdo dos conceitos fundamentados neste
relatério em simulagdes numeéricas, que avaliem a viabilidade das trajetérias de baixa
energia como método alternativo de deslocamento de veiculos espaciais interplanetarios
com destino ao sistema joviano, baseadas na aplicacdo do Problema Restrito e Circular
de Trés Corpos e de suas dindmicas naturais, como as variedades invariantes, derivadas

das sutis estabilidades destes sistemas.

Este capitulo descreve as trajetorias “convencionais” adotadas em missdes para o
sistema joviano e dispde seus dados numéricos (gastos energéticos e tempo de voo), a fim
de desenvolver uma comparacdo com as simulac@es de trajetorias de baixa energia
existentes no sistema Terra-Lua e no sistema joviano, realizadas pelo aluno em software
MATLAB. Essas simulagcdes envolvem a aplicacdo do Problema Restrito e Circular de
Trés Corpos nestes sistemas, com a integracao de érbitas periddicas (halo) em volta dos
pontos lagrangianos; o calculo das variedades invariantes associadas a estas orbitas e suas
conexdes com outros sistemas; a obtencdo de mapas de Poincaré para analise das
condices iniciais que permitem a integracdo de trajetérias de transferéncias entre regides
do espaco; e a integracdo de trajetorias nos sistemas Terra-Lua e Sol-Terra. A conexao
entre o sistema terrestre e 0 joviano e os dados de deslocamento de baixa energia por
Jupiter e suas luas serdo posteriormente determinados por simulagfes numéricas em
MATLAB.

As simulagc6es numeéricas realizadas foram, em sua grande parte, baseadas no livro
Lo, et al (2000) e nos codigos desenvolvidos pelo Prof. Dr. Shane D. Ross, coautor do

livro, disponiveis para acesso publico em seu sitio na internet (ROSS, 2024).
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5.2 — MissOes convencionais para o sistema joviano

As missdes interplanetarias que possuiam como um de seus objetivos a exploragédo
de Japiter e de suas luas foram e sdo, historicamente, misses de grandes orgcamentos e
atenta observacdo pela comunidade cientifica. O tempo € um fator crucial para a
aprovacdo e manutencdo de operagdes das missfes e, em muitos casos, é preterido em

relacdo ao gasto energeético.

O programa Voyager, mencionado no capitulo 4, almejava a exploracdo do
sistema joviano durante sua passagem. Foram as primeiras sondas interplanetarias a
fotografarem o planeta e parte de suas luas em alta resolugéo, e carregavam consigo
instrumentos cientificos valiosos que ndo poderiam apresentar uma exposicao excessiva
a radiacdo cdsmica. Portanto, o deslocamento das VVoyagers no espaco interplanetario
deveria ser realizado em um tempo habil e aproveitando-se do raro alinhamento entre 0s
planetas gasosos do Sistema Solar, o que contribuiu para a reducdo do tempo de chegada

da Voyager 2 a Netuno para 12 anos, ao invés de 30, por exemplo.

As trajetorias das Voyagers sdo compostas por dois tipos de manobras: a
transferéncia de Hohmann (calculada pelo método de Patched-Conics) e as manobras de
assisténcia gravitacional. Segundo Doody (2009), a Voyager 1 separou do estagio
Centaur a 200km de altitude. De acordo com os dados de efemérides astrondmicas
calculados pelo Laboratério de Propulsdo a Jato (Jet Propulsion Laboratory — JPL), a
sonda partiu com uma velocidade de 14,447 km/s (GIORGINI et al., 2024) em relacdo a
Terra, suficiente para libertar-se das amarras gravitacionais do planeta (aproximadamente
11,18 km/s) (SPOHN et al., 2014). Entdo, adentrou uma trajetoria de Hohmann em
direcdo a Jupiter, semelhante ao ilustrado na Figura 4.1. Em relacdo ao baricentro do
Sistema Solar, sua velocidade inicial era de 43,565 km/s. Ja seu afélio orbital, de 754

milhGes de quildmetros.

A sonda Voyager 1 foi langada no dia 5 de setembro de 1977, e chegou ao sistema
joviano em 5 de marco de 1979, apo6s 546 dias, ou 18 meses. Apds 0 encontro com 0
gigante gasoso, foi impulsionada em direcdo a Saturno por meio de uma assisténcia

gravitacional e seguiu missao.
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A missdo Juno é um exemplo mais recente na explora¢do do sistema joviano.
Possui como seus objetivos a determinacdo da formacéo do planeta; o mapeamento dos
campos magnético e gravitacional; o estudo das variacGes atmosféricas e do interior, entre
outros. Em sua concepc¢éo, no entanto, nao foi considerado o uso de um veiculo langador
com estagios poderosos o suficiente para a inser¢cdo da sonda em uma trajetdria
interplanetéria diretamente a Jupiter, como realizado com as VVoyagers.

Logo, as trajetorias desenvolvidas para esta missdo foram calculadas com diversas
assisténcias gravitacionais, a fim de desempenhar o incremento de energia necessario para
a sonda deslocar-se a Jupiter. A trajetdria final utilizada para esta missdo foi denominada
“Assisténcia gravitacional terrestre delta-vega™" (delta-vega Earth Gravity Assist — AV-
EGA trajectory). E composta por duas manobras de espaco profundo (Deep Space
Maneuvers) — manobras que fornecem um grande AV para preparar para uma manobra
de assisténcia gravitacional — e um swing-by com a Terra. A Figura 5.1 ilustra a trajetoria

da misséo.
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Figura 5.1 — Trajetdria da sonda Juno do lancamento da Terra até a insercao orbital em Jlpiter
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A trajetéria da missdo Juno possui duas manobras de espaco profundo (DSMs) e uma mancbra de
assisténcia gravitacional com a Terra (EFB), para alcancar a energia necessaria a fim de chegar em
Jupiter para realizar a manobra de insercdo orbital (Jupiter Orbital Insertion — JOI). A visdo é
perpendicular ao Sistema Solar (considerando-o contido em um Unico plano), e cada traco na Orbita
representa a passagem de um ano.

Fonte: (BOLTON et al., 2017).

A espagonave foi langada no dia 05 de agosto de 2011, pelo foguete Atlas V, que
forneceu uma velocidade de aproximadamente 11,584 km/s em relacdo a Terra, suficiente
para adentrar uma 6rbita heliocéntrica — em relacdo ao baricentro do Sistema Solar, partiu
com uma velocidade de 40,815 km/s (GIORGINI et al., 2024). Nos dias 30 de agosto e 3
de setembro de 2012, a espagconave performou duas manobras de espa¢o profundo, com
um incremento de velocidade total de 0,7372 km/s. A assisténcia gravitacional com a
Terra, ocorrida em 9 de outubro de 2013, forneceu um incremento de aproximadamente
3,71 km/s, o que permitiu a insercdo da espagonave em uma Orbita heliocéntrica com
afélio proximo a posicéo de Jupiter. Por fim, a espaconave realizou a manobra de insergdo

orbital em 5 de julho de 2016, performada com AV = 0,5417 km/s. Toda esta trajetoria
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apresentou uma duragéo de 1.796 dias, aproximadamente 59 meses. (GIORGINI et al.,
2024)

Por fim, a missdo Europa Clipper é o primeiro projeto espacial focado na
exploracdo da lua joviana Europa, um dos corpos celestes do Sistema Solar com maiores
chances de vida extraterrestre, dada a presenca de compostos organicos e quimicos
compativeis com a vida, e um oceano de &gua embaixo de sua crosta congelada,

possibilitado pela energia térmica advinda das marés gravitacionais oriundas de Jupiter.

A trajetoria interplanetaria desta sonda é semelhante a missdo Juno, pois também
faz uso de manobras de assisténcia gravitacional para adquirir a energia necessaria para
alcancar a érbita de Jupiter. O langcamento é planejado para o dia 10 de outubro de 2024,
com uma velocidade inicial em relacdo a Terra (apds o escape) de 6,668 km/s (GIORGINI
et al., 2024) e em sua trajetdria ocorrerdo dois encontros com assisténcia gravitacional:
um swing-by com Marte (dados energéticos indisponiveis), em Fevereiro de 2025, e um
swing-by com a Terra, de AV = 3,704 km/s (GIORGINI et al., 2024) em Dezembro de
2026. A insercdo orbital no sistema joviano estad programada para o dia 11 de abril de
2030, apo6s 2009 dias ou 66 meses. A Figura 5.2 ilustra a trajetoria planejada da
espagonave pelo Sistema Solar.
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Figura 5.2 - Trajetoria interplanetaria planejada para a sonda Europa Clipper no referencial heliocéntrico
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A Figura, gerada em MATLAB, ilustra a trajetéria interplanetaria da sonda Europa Clipper no referencial
heliocéntrico e em relacdo as orbitas da Terra, Marte e de Japiter. E notavel os encontros de assisténcia
gravitacional com os planetas Marte e Terra em diferentes momentos de sua trajetéria. Os elementos
orbitais dos planetas foram extraidos de (SPOHN et al., 2014) e (GIORGINI et al., 2024), enquanto a
trajetéria da sonda foi extraida das efemérides, disponiveis em (GIORGINI et al., 2024).

Fonte: elaboragéo propria.

Os dados acerca do gasto energético e do tempo de voo de todas estas missGes
estdo dispostos na Tabela 1.
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Tabela 5.1 - Gasto energético e tempo de voo de missdes convencionais até o sistema joviano (ndo
considera a manobra de insercao orbital)

Misséo Tipos de | Velocidade | Gasto Tempo de voo
trajetdrias inicial energeético total (em
interplanetarias (referencial | em dias/meses/anos)
ate Jupiter geocéntrico | manobras

—em km/s) | (AV ot — €M
km/s)

Voyager 1 | Hohmann/Patched- 14,447 - 546/18/1,5
Conics

Juno | 2 DSM; AV-EGA 11,584 4,472 1796/59/4,9

(Swing-by com a

Terra)

Europa | 2 Swing-bys 6,668 3,704 2009/66/5,5

Clipper | (Marte e Terra)
Fonte: elaboragéo propria.

Dispostos 0s gastos energéticos e o tempo total de voo para as missdes
convencionais, 0 objetivo das simula¢cBes computacionais é a aplicacdo de toda a
fundamentacdo tedrica acerca das trajetorias de baixa energia em uma missao para Jupiter
e suas luas, partindo do sistema Terra-Lua, utilizando-se principalmente das variedades
invariantes geradas pelas Orbitas periddicas em volta dos pontos Lagrangianos dos
respectivos sistemas. Para isso, a obtencdo da trajetéria final serd dada pela sua
segmentacdo em etapas: a integracdo da trajetoria no sistema Terra-Lua, partindo de uma
Orbita baixa terrestre, cruzando os pontos L1 e L2 e alcancando uma 6rbita halo em volta
do ponto L2 do sistema Sol-Terra; a integracdo de uma trajetdria no sistema joviano, na
qual seja desempenhada uma transferéncia entre luas galileanas (ex. Ganimedes e Europa,
Europa e l0) utilizando a Aproximacdo Remendada de Trés Corpos; por fim, a viabilidade
da conexdo entre 0s sistemas terrestre e joviano por meio das variedades invariantes sera

analisada, juntamente da simulagéo por assisténcias gravitacionais.

5.3 — Simulagdo de trajetdrias de baixa energia originadas no sistema Sol-Terra-Lua

A simulacdo das trajetorias na vizinhanca envolve a aplicagdo do Problema
Restrito e Circular dos Trés Corpos nos sistema Terra-Lua e Sol-Terra, unidos pela
Aproximagdo Remedada de Trés Corpos.
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Inicialmente, para o sistema Terra-Lua, € feita a transformacao do sistema para as
coordenadas rotacionais. A distancia entre as primarias é normalizada, ou seja, resultara
em 1. Logo, 1 unidade de distancia equivale a L = 384.400 km, tomando a distancia média
entre a Terra e a Lua (SPOHN et al., 2014). A razdo massica (Equacdo 2.3) é u =
0,01215 (LO et al., 2000). Logo, seguindo os procedimentos descritos no capitulo 2,

temos que as massas da Terra e da Lua sdo:

p; =1—p=0,98795, u,=p=001215 (5.1)

A origem desse sistema de coordenadas rotacional (Figura 2.1) corresponde ao
baricentro do sistema Terra-Lua. Logo, a Terra esta localizada a uma distancia de —u do

centro de massa, enquanto a Lua, 1 — p.

Como explorado no capitulo 2, a energia do terceiro corpo deve estar contida no
terceiro caso (Figura 2.2) para que a transferéncia entre as drbitas em volta dos pontos L1
e L2 seja possivel. Essa energia esta no intervalo entre a energia para navegar até o ponto
L2 e pelo ponto L3 (E,, < E <E,,). Para determinar essa quantia, € necessario
determinar as posi¢fes dos pontos colineares neste sistema, dadas pelas resolucdes das

Equacdes (2.36). Para o sistema Terra-Lua, temos 0s seguintes vetores posicao (em X,y,z):

L, =[0,8369,0,0]
L, =[1,1557,0,0] (5.2)
L; = [-1,0051,0,0]
A energia do ponto L2 quanto a do ponto L3 pode ser determinada tanto em termos
da integral de Jacobi (Equacdo 2.21) — equivalente a energia do terceiro corpo — ou da
constante de Jacobi (Equacgéo 2.27). As energias e as constantes de Jacobi destes pontos

~

Sao:
E,, = —1,7629
E,, = —1,5233
(5.3)
C,, = 3,5257
Cy, = 3,0467

Dados os valores de energia dos pontos colineares das Equagfes 5.3, o valor

selecionado para a energia do terceiro corpo é:
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ELZ = _1155 (5'4)

Deste modo, as curvas de velocidade zero para essa energia estdo ilustradas na
Figura 5.3.

Figura 5.3 - Superficies de velocidade zero para a energia especifica (E=1,55) para o Sistema Terra-Lua
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Fonte: elaboragéo propria.

Agora, consideremos a integracdo das oOrbitas periddicas em volta dos pontos L1
e L2 — processo descrito nos capitulos 2 e 3. Considerando érbitas tridimensionais do tipo
halo, foi aplicada a expansdo de Richardson em terceira ordem (subcapitulo 3.3.1) para a
obtencdo de chutes iniciais para O6rbitas com amplitude no eixo z especificas.
Considerando, agora, uma unidade de distancia como a distancia entre o ponto
lagrangiano considerado e a secundéria (Lua), temos que: para a Orbita halo em volta do
ponto L1, foi selecionada uma amplitude arbitraria z=0,45 (aproximadamente 26.120
km); para a 6rbita L2, uma amplitude arbitraria de z=0,15 (aproximadamente 9675,3 km).

Dada as amplitudes no eixo z para as Orbitas em volta de L1 e L2, a expansao
considerada retorna os seguintes vetores de chutes iniciais para as condigdes iniciais de

posicao e velocidade [x, y, z, x, v, Z] para as 6rbitas halo:

90



Xo,, = [0,8271, 0, -00752, 0, 01977, 0]
Xo, = [1,1182, 0, —0,0219, 0, 0,1849, 0] .3)
Para a integracdo das reais condicdes iniciais, € necessario o uso de um algoritmo
de integracdo de uma trajetoria final ideal com base na variacao dos valores iniciais. Para
a simulacdo computacional realizada, foi utilizado o algoritmo da corre¢do diferencial —
baseado na andlise desenvolvida no subcapitulo 2.3.1 — detalhado em (LO et al., 2000) e

(HOWELL, 1984).

Idealmente, o vetor chute inicial apresenta o seguinte formato:

EO = [xOF O, ZO) 0: }70, 0] (56)

E é perpendicular ao plano x-z. O vetor final também é simétrico em relacéo a este plano,

logo, se outro cruzamento perpendicular é encontrado, por exemplo:

T
E(E) = [xl OFZ) O,y: 0] (5'7)
A Orbita sera periodica com periodo T.

Os valores do vetor em (5.6), no entanto, podem diferir do vetor final desejado
(5.7) e sdo, portanto, ajustados pela correcdo diferencial. Este método tem como base a
obtencdo da matriz de transicdo de estado, que é a matriz as derivadas parciais associadas
com as equacOes de movimento do sistema (Equacdes 3.1), de onde sdo obtidas
informacBes acerca de sua estabilidade. A integracdo das equacdes de movimento
utilizando os chutes iniciais € feita por meio do método de Runge-Kutta (funcdo ode45
em MATLAB) até que a coordenada y troque de sinal, ou seja, quando a trajetoria cruza
0 eixo X, 0 que indica que metade do periodo de érbita (T/2) foi calculado. Os valores
iniciais sdo levemente ajustados, até que o cruzamento na metade da Orbita seja

perpendicular — dentro de uma determinada tolerancia.

Deste modo, € possivel obter as condicGes iniciais ideais e 0s periodos orbitais
das orbitas halo. O teorema do espelho (pag. 60) garante que, ao obter a trajetoria até

metade de Orbita, a outra metade sera a imagem espelhada em relagéo ao eixo Xx.
Logo, para os vetores x,,, € xo.,, 0 procedimento de correcdo diferencial retorna

as seguintes condigdes iniciais para a Orbita periddica:
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x, =[08253, 0, —00752, 0, 0,882, 0]
(5.8)
x, =[1,1169, 0, —0,0219, 0, 011862, 0]

Os periodos orbitais calculados para as oOrbitas halo em volta de L1 e L2 s&o,
respectivamente, T;, = 2,7736 e Ty, = 3,4078. No sistema rotacional, o periodo de
Orbita das priméarias em volta do baricentro é 2m = 6,2832. Para o sistema Terra-Lua,
este periodo equivale a aproximadamente 27,33 dias (LO et al., 2000). Portanto, as orbitas

calculadas possuem periodos equivalentes Ty, = 12,06 dias e Ty, = 14,82 dias.

As oOrbitas halo em volta dos pontos L1 e L2 do sistema Terra-Lua estdo ilustradas
nas Figuras 5.4, 5.5,5.6 e 5.7.

Figura 5.4 — ProjecGes da Orbita halo em volta do ponto L1 Terra-Lua
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Fonte: elaboragéo propria.
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Figura 5.5 — Projecao tridimensional da drbita halo em volta do ponto L1 Terra-Lua

Sistema rotacional - Orbita 3D

Fonte: elaboragéo propria.
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Figura 5.6 — Projec8es da drbita halo em volta do ponto L2 Terra-Lua
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Fonte: elaboragéo propria.
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Figura 5.7 — Projecao tridimensional da drbita halo em volta do ponto L2 Terra-Lua
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Fonte: elaboragéo propria.

Com a integracéo das drbitas halo, € possivel analisar a estabilidade das trajetorias
associadas (Figura 2.8), e determinar as variedades invariantes — que delimitam as regides
do espaco que podem ser usadas para transferéncias orbitais de baixo custo energético.
As trajetdrias, de formato tubular, sdo calculadas pela matriz de monodromia, que é a
matriz de transi¢do de estado apds um periodo orbital. Logo, a combinacdo desta matriz
com a anélise da estabilidade do autoespaco associado — explorado no subcapitulo 2.3.1
— fornece as ferramentas do célculo das trajetérias de baixa energia, explicado com
maiores detalhes em (LO et al., 2000), (HOWELL, 1984) e (MAINS, 1993).

As variedades estaveis e instaveis associadas as 6rbitas halo do sistema Terra-Lua

estdo representadas nas Figuras 5.8 € 5.9.
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Figura 5.8 — Variedades invariantes associadas a drbita halo do ponto L1 Terra-Lua

Variedades estaveis e instaveis da érbita halo do ponto L1 Terra-Lua
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As variedades estaveis (em azul) e as variedades instaveis (em vermelho) da 6rbita halo em volta do ponto
L1 intersectam em diferentes regides do espa¢o. O terceiro corpo, ao navegar por essas variedades, fica

restrito as vizinhancas terrestre e lunar.

Fonte: elaboragéo prépria.
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Figura 5.9 — Variedades invariantes associadas a érbita halo do ponto L2 Terra-Lua

Variedades estdveis e instaveis da érbita halo do ponto L2 Terra-Lua

As variedades estaveis (em azul) e instaveis (em vermelho) da orbita halo do ponto L2 também intersectam
em diferentes regides do espaco. No entanto, o terceiro corpo sujeito a esta dinamica flui da vizinhanga
lunar para o reino exterior do sistema Terra-Lua, e vice-versa.

Fonte: elaboragéo propria.

Pode-se, ao determinar as se¢des de Poincaré deste sistema (Figuras 2.13 e 2.14),
selecionar as condicdes iniciais necessarias para que o terceiro corpo flua da vizinhanca
terrestre para 0 ambiente exterior, 0 que possibilita a conexdo da trajetéria com outros

sistemas de trés corpos, como o sistema Sol-Terra-espagconave.

A Figura 2.13 ilustra uma sec¢éo Util para o sistema considerado naquele exemplo.
No entanto, existem quatro tipos de se¢des para a analise dos sistemas dindmicos. A
Figura 2.12 esclarece os tipos de se¢des de Poincaré que contribuem para a analise de

trajetérias em sistemas de trés corpos.
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Para o caso considerado, na qual a trajetoria flua do interior, passe pelo ponto L1
e pelo L2 e chegue ao exterior do sistema, a secao adequada a analise € a U2, representada

por:

Up ={r») |x=1—-py <0,x > 0} (5.9)

Logo, € necessario analisar as variedades instaveis da oOrbita em L1 e suas

intersecces com as variedades estaveis da drbita em L2, como ilustrado na Figura 5.10.

Figura 5.10 — Variedade instavel e estavel dos respectivos pontos L1 e L2 Terra-Lua

01

7777
i)

LT,

RO s ety #,y'
NN |
NSNS |

RS I o%%"lf';}"ﬂt@"lq"ﬂﬁ ‘"\l\
atp A
et

Sl \\ \
=l

S

As variedades instaveis (em vermelho) do ponto L1 intersectam as variedades estaveis (em azul) do ponto
L2 na regido da se¢do de Poincaré U2. Logo, ao selecionar as intersecgdes que satisfazem as condicfes
estabelecidas pela se¢éo, uma transferéncia pelas variedades é possibilitada.

Fonte: elaboragéo propria.
A secdo de Poincaré U2 retornam as intersec¢Oes das variedades invariantes,

representadas na Figura 5.11.
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Figura 5.11 — Secao de Poincaré U2 para o sistema Terra-Lua, em funcdo de y e y
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A secdo U2 detalha as interseccles das variedades instavel (em vermelho) e estavel (em azul) que
satisfazem as condicOes estabelecidas pelo mapa de Poincaré. A regido em comum entre as duas curvas
apresenta as condicOes necessarias (y e y) para migrar da vizinhanga terrestre para a externa utilizando
as variedades invariantes.

Fonte: elaboragéo propria.

Portanto, ao selecionar valores de y e y que estejam na regido de intersec¢ao das
duas curvas na Figura 5.11, é possivel calcular as condicGes iniciais de uma trajetoria que,
ao ser integrada progressivamente no tempo, seja inserida na vizinhanga externa do
sistema Terra-Lua e, integrada regressivamente, adentre a vizinhanga terrestre — em uma
Orbita em volta da Terra. Seja, entdo, o vetor trajetoria representado por suas condicdes

iniciais:

X = [x0, Y0, Z0, X0, Yo, Zo] (5.10)

Da secdo de Poincaré e das condi¢es iniciais para a trajetoria, temos 0s seguintes
valores: x, =1 —u, z, = z, = 0. Da regido de intersec¢do presente na Figura 5.11,
seleciona-se 0s seguintes valores para y, € yo: yo = —0.044 e y, = —0.065. Logo,
apenas x, ndo foi determinado. No entanto, pela equacdo da energia do terceiro corpo

para o caso espacial de trés corpos, temos:

99



1 _
E= E(a'cz +y2+2)+U(x,y,2) (5.11)

sendo que

— 1
U= —E(x2 +y24+23)+U(x,y,2) (5.12)
onde U é fornecido pela Equacao 2.13 (também considerando a coordenada z).

Ou seja, pela Equacédo 5.11 é possivel determinar o valor de x,. Rearranjando-a,

tem-se:

x = iJ—yZ —22—-20(x,y,2) + 2E (5.13)

No entanto, para a se¢do U2, toma-se o sinal positivo da raiz quadrada — j& que o
objetivo é uma transferéncia de dentro para fora do sistema. Logo, para os valores

estabelecidos anteriormente:

%o = ++/—(=0,065)2 — 02 — 2- (—1,7579) + 2+ —1,55 = 0,6416  (5.14)
Logo, o vetor das condices iniciais dado em (5.10) é:
x =[0,9879,—-0,044,0,6416,—0,065, 0] (5.15)

Portanto, a integragdo progressiva e regressiva no tempo retorna a seguinte
trajetdria no sistema rotacional, detalhada na Figura 5.12. Esta trajetdria tem uma duracéo

total de dois periodos orbitais das primarias, ou seja, aproximadamente 55 dias.
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Figura 5.12 - Trajetdria do terceiro corpo no sistema Terra-Lua, com origem em uma Orbita terrestre e
destinada ao sistema exterior, visualizada no referencial rotacional

Trajetoria final integrada no sistema rotacional Terra-Lua
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A trajetoria inicia-se em uma érbita préxima a Terra (em vermelho). O terceiro corpo utiliza-se das
variedades invariantes calculadas para as érbitas periddicas em volta dos pontos lagrangianos para
deslocar-se ao ambiente exterior ao sistema Terra-Lua. Integracdo a partir das condicGes iniciais, feita
progressiva e regressivamente no tempo. As curvas de velocidade zero para a energia indicada estédo
ilustradas.

Fonte: elaboragdo propria.
A transformacéo de coordenadas do sistema rotacional para o inercial culmina na

trajetdria indicada na Figura 5.13.
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Figura 5.13 — Trajet6ria do terceiro corpo no sistema Terra-Lua, com origem em uma drbita terrestre e
destinada ao sistema exterior, visualizada no referencial inercial
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A trajetoria calculada visualizada no referencial inercial, com centro no baricentro do sistema Terra-Lua.
E nitido que, na primeira etapa da trajetoria (em vermelho), a 6rbita em volta da Terra n&o é kepleriana,
j& que a energia do terceiro corpo é pequena — o0 regime ndo é de dois corpos, e a influéncia lunar é
consideravel.

Fonte: elaboragdo propria.

A transferéncia de uma Orbita baixa terrestre para uma 6rbita halo em volta do
ponto L1 e, em seguida, ao L2 é possivel de ser atingida com métodos mais refinados de

integracdo, que serdo desenvolvidos na continuidade da pesquisa.

E de futuro interesse identificar as conexdes existentes entre o sistema Terra-Lua
e o sistema Sol-Terra. Ao integrar as simulagdes das variedades invariantes do sistema
Terra-Lua junto as variedades do ponto L2 sistema Sol-Terra, é possivel identificar
regides de intersecgdes, que servem para uma transferéncia como a tratada no subcapitulo

4.2 e para transferéncias para o Sistema Solar exterior.

Para o sistema Sol-Terra, a razdo massica é u = 3,036 - 107° (LO et al., 2000) e
a distancia média é de, aproximadamente, 149.597.870 km (SPOHN et al., 2014). A

simulacdo para a 6rbita halo em volta do ponto L2 deste sistema é feita do mesmo modo
102



que para o sistema Terra-Lua. Neste caso, a amplitude z da 6rbita halo escolhida foi de
0,1, o que corresponde a 150.700 km de extensdo, aproximadamente. A Orbita integrada,

mostrada na Figura 5.14, possui periodo orbital de 179,8 dias (= 6 meses).

Ao realizar a integracdo da orbita halo do sistema Sol-Terra e de suas variedades,
é possivel projeta-las em conjunto com as trajetorias do sistema Terra-Lua. A Figura5.14

ilustra essas conexdes entre os dois sistemas com as condicdes tratadas anteriormente.
Figura 5.14 - Variedades invariantes dos sistemas Sol-Terra (ponto L2) e Terra-Lua

<103 Variedades estaveis e instaveis Sol-Terra-Lua
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As variedades invariantes calculadas para o sistema Terra-Lua anteriormente aparecem em azul e
vermelho. Ja as variedades associadas a Orbita periddica em volta do ponto L2 do sistema Sol-Terra
aparecem em ciano (estavel) e magenta (instavel). As unidades desta Figura sdo normalizadas para o
sistema Sol-Terra.

Fonte: elaboragéo propria.

Para calcular a trajetoria que parte da orbita L2 do sistema Terra-Lua até a orbita

L2 do sistema Sol-Terra, € necessario determinar as se¢des de Poincaré comuns a ambos

os sistemas, como exemplificado na Figura 4.3, e aplicar métodos de controle para que o
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terceiro corpo adentre a Orbita periddica a partir da trajetdria ja calculada no sistema
Terra-Lua. Isto sera realizado durante a continuidade da pesquisa.

Assumindo que a trajetoria calculada na Figura 5.12 inicie-se nas proximidades
terrestres (ndo necessariamente no perigeu) — como ilustrado na Figura 5.15 — temos que
a distancia inicial é de 114.360,47 km (em relagdo ao centro da Terra). Esta trajetoria até
a Lua apresenta duracdo de ¥ do periodo orbital das primérias, ou seja, 6,8325 dias. A

segunda etapa da trajetdria permanece inalterada.

Figura 5.15 — Trajet6ria da espagonave no sistema Terra-Lua

Trajetéria final integrada no sistema inercial Terra-Lua
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Fonte: elaboragdo propria.

Portanto, os valores calculados para esta trajetoria no sistema Terra-Lua estdo

dispostos na Tabela 5.2:
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Tabela 5.2 — Dados acerca do deslocamento do terceiro corpo no sistema Terra-Lua

Energia do terceiro corpo -1,55
(normalizada)

Energia especifica do terceiro corpo -1,622
(km?/s?)

Tempo empregado na vizinhanca 6,8325
terrestre (dias)

Tempo empregado no ambiente 27,33
exterior (dias)

Tempo total empregado na primeira 34,2

etapa (dias)

Fonte: elaboracdo propria.
A energia especifica no referencial inercial é calculada por (LO et al., 2000):

2

E = ET'Ot * (516)

T
21
onde L = 384400 kme T = 2,361 - 10° s para o sistema Terra-Lua. Ela é, em mddulo,
ligeiramente maior que a energia no sistema rotacional, pois considera-se a parcela de
energia rotacional do terceiro corpo em seu calculo, informacéo que é perdida ao adotar

o referencial girante.

Portanto, por meio das andlises preliminares realizadas, verifica-se que mesmo
com a baixa energia da espagonave na vizinhanca terrestre, o regime de trés corpos
permite que o deslocamento do terceiro corpo seja extenso, e que saia das proximidades
da Terra e alcance o ambiente externo do sistema. No entanto, a espagonave permanece
por cerca de 34,2 dias sob o sistema Terra-Lua. Neste mesmo periodo, as sondas de outras
missdes ja estavam em ambiente interplanetario. Logo, € possivel inferir que a escala
temporal de uma missdo de baixa energia é superior as missdes com grandes gastos

energéticos.

As simulacgdes envolvendo a transferéncia entre o sistema terrestre e 0 joviano por
meio das variedades invariantes serdo realizadas durante a continuacdo do projeto de
pesquisa, bem como a dindmica do deslocamento da espagonave por entre as luas de
Jupiter. Esta etapa constituira parte essencial na analise da viabilidade da dindmica de trés
corpos em uma trajetoria interplanetaria integral para o sistema joviano, e serd somada

aos dados ja obtidos para o sistema Terra-Lua.
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5.4 — Conclusdes do capitulo

A aplicacdo dos fundamentos tedricos expostos ao longo do relatério em
simulacbes computacionais realizadas em software MATLAB renderam dados
preliminares importantes e conforme a literatura existente. Ao dividir a trajetoria de baixa
energia interplanetaria almejada — partindo do sistema Terra-Lua e destinada ao sistema
joviano, com posterior deslocamento por entre as luas de Jupiter — em segmentos, é

possivel simplificar a analise da dinamica do terceiro corpo nos sistemas.

O estudo do Problema Restrito dos Trés Corpos garantiu o dominio das
ferramentas de integracdo de Oorbitas periodicas em volta dos pontos lagrangianos,
baseadas em andlises de estabilidade derivadas do calculo variacional e da algebra linear.
O inicio da simulacdo se deu no sistema Terra-Lua, com a determinacdo das condicdes
de energia necessarias para a navegagdo neste sistema sob o0 espectro dos trés corpos.
Partindo de tentativas iniciais para as condi¢des de drbitas periddicas do tipo halo, obtidas
por meio da expansdo em terceira ordem de Richardson, foi aplicado o método da
correcdo diferencial para o célculo das 6rbitas finais — envolve a variacdo do vetor estado

inicial para inferir como se da a mudanca no vetor estado final.

Com a integracdo das 6rbitas halo finalizada, seguiu-se para a determinacao das
variedades invariantes a elas associadas. Por meio das matrizes de transigdo de estado e
monodromia, foi possivel determinar a estabilidade do sistema dindmico, e calcular as
trajetdrias estaveis e instaveis que se conectam as orbitas periddicas. Com o artificio do
mapa de Poincaré, torna-se possivel a determinacdo de condicdes iniciais de trajetorias
que transitam entre as regides onde as Orbitas estdo inseridas — e, consequentemente, entre

as vizinhangas proximas a Terra, Lua ou exterior a ambas, neste caso.

Deste modo, determinadas as secGes de Poincaré para as Orbitas periddicas
calculadas, foram selecionados valores pertencentes a intersec¢do entre as variedades
instavel e estavel dos pontos L1 e L2, respectivamente, que possibilitavam o célculo de
uma trajetoria que deixasse a vizinhanca terrestre, cruzasse a orbita lunar e tornasse viavel

0 acesso ao Sistema Solar exterior.
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Em posse de dados, obtidos na literatura, de missdes ao sistema joviano baseadas
em trajetorias interplanetarias de alto gasto energético, como as missdes VVoyager, Juno e
Europa Clipper, é possivel inferir preliminarmente a caracteristica vantagem energética
da aplicacdo do Problema Restrito de Trés Corpos e seus derivados no planejamento de
missdes interplanetarias. No entanto, é evidente que, ao sujeitar a missdo a uma dinamica
natural dos corpos do Sistema Solar, os tempos envolvidos em transferéncias entre
trajetdrias e Orbitas sdo muito maiores se comparados a projetos contendo elevados gastos

propulsivos.

Portanto, as simulagBes realizadas em MATLAB e expostas neste capitulo
constituem resultados preliminares importantes para a verificagdo da viabilidade do
emprego das trajetorias de baixa energia baseadas em variedades invariantes e dinamicas
de trés corpos em missdes espaciais interplanetarias para o sistema joviano. Os
fundamentos tedricos apresentados durante este relatério e os desenvolvimentos
computacionais aqui apresentados estabelecem uma base para elaboracdo das simulagdes
numéricas no sistema joviano, na integracdo de trajetdrias do sistema Sol-Terra-Lua e na

conexdo entre estes sistemas, a serem tratadas na continuidade da pesquisa.
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CONCLUSAO

As trajetdrias de baixa energia, derivadas sobre a égide do Problema Restrito e
Circular de Trés Corpos, constituem uma analise moderna na elaboracdo de missdes
espaciais, sejam elas voltadas ao ambiente terrestre ou de cunho interplanetario. A
possibilidade do deslocamento de um veiculo espacial por diversos locais do Sistema
Solar utilizando a dindmica natural das interacGes gravitacionais e poucos impulsos
energéticos interessa a comunidade astronautica, ja que o0 custo associado ao

deslocamento espacial em uma misséo seria substancialmente reduzido.

O objetivo primério deste projeto era a verificagdo da viabilidade da aplicacdo
das trajetdrias de baixa energia para trajetdrias interplanetarias com destino a Jupiter e
suas luas, dado o constante interesse cientifico neste sistema, fomentado atualmente pela
possibilidade do desenvolvimento de vida em alguns de seus satélites. Para isso,
fundamentacdes tedricas envolvidas na anélise de trajetorias geradas por sistemas de trés
corpos foram estabelecidas e constituiram grande parte desta pesquisa. O estudo das
mecanicas newtoniana, lagrangiana e hamiltoniana esclareceu as diferentes abordagens
matematicas dos sistemas dindmicos, e a derivacéo de informacgdes que permaneceriam

ocultas caso os problemas nao fossem vistos sob outras Gticas.

Estes diferentes formalismos constituiram a esséncia para a interpretacdo critica
do Problema Restrito e Circular dos Trés Corpos, seja em sua versao planar ou espacial.
A manipulacdo de matrizes e do autoespaco das equacbes de movimento mostrou-se
fundamental para a analise da estabilidade dos sistemas de trés corpos, permitiu a
derivacdo dos tipos de trajetérias proximas aos pontos colineares, das condicOes
necessarias para a integracdo de Orbitas periodicas e a determinacdo dos caminhos

energeticamente viaveis para a astronautica.

Essas ferramentas foram aplicadas primeiramente em estudos das trajetdrias
compreendidas nas vizinhancas da Terra e da Lua, e em como a transferéncia entre uma
Orbita terrestre e uma orbita lunar utilizando-se das variedades invariantes e capturas
balisticas torna-se possivel sob o escopo da Aproximacdo Remendada de Trés Corpos.

Essa andlise foi, entdo, estendida ao sistema joviano, que acumula caracteristicas chave
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no deslocamento de baixa energia por entre as luas constituintes, como a combinacao das
variedades invariantes e ressonancias orbitais na dindmica da transferéncia entre érbitas

pelos satélites, como Ganimedes e Calisto.

A estudo tornou-se mais completo com a reunido de dados e informacdes acerca
das trajetorias de missdes espaciais ja elaboradas para Jupiter e suas luas, como as missdes
Voyager, Juno e Europa Clipper. Os gastos energéticos, tipos de manobras adotadas e o
tempo empreendido no deslocamento destas sondas espaciais para este sistema foram
descritos no relatdrio, e serviram (e ainda servirdo) como parametros comparativos da
eficiéncia, tanto energética como temporal, das trajetdrias de baixa energia calculadas

neste projeto.

As simulacGes computacionais — foco integral da continuacdo da pesquisa —
desenvolvidas neste relatorio compdem uma andlise preliminar das Orbitas e do
deslocamento no sistema Terra-Lua e Sol-Terra, mas geraram dados relevantes
envolvendo a energia necessaria para o deslocamento do veiculo espacial, o tempo
empregado nas transferéncias nestes sistemas e as condi¢des iniciais de drbitas periddicas
e trajetorias de baixa energia. Ademais, constituirdo base necessaria para a continuidade
das simulacBes do sistema terrestre e no sucesso da integracdo de drbitas no sistema

joviano.

Estes dados obtidos acerca do deslocamento de um veiculo espacial no sistema
Terra-Lua sujeito a dindmica de trés corpos permitiram inferir a vantagem energética
deste método sobre as trajetérias convencionais derivadas com base em sistemas de dois
corpos e no método de Patched-Conics. E notavel a capacidade do terceiro corpo em
deslocar-se para além da oOrbita lunar sem qualquer impulso energético adicional. No
entanto, verifica-se que, para as missdes com trajetorias de alta energia, para este mesmo
periodo empregado no sistema Terra-Lua, as sondas ja adentraram o ambiente
interplanetario. Logo, € nitida a desvantagem temporal presente na dinamica de trés

corpos.

Por conseguinte, os feitos deste relatério estdo em total conformidade com os
objetivos estipulados no inicio da pesquisa. A fundamentagéo teorica apresentada neste

relatorio mostrou-se essencial para o dominio do tema e para o desenvolvimento das
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simulagoes ao final do estudo, sendo que constituird base para o progresso nas simulagoes
computacionais restantes acerca do sistema joviano e sua integracdo com o sistema Sol-
Terra-Lua. Os tdpicos presentes foram exibidos de maneira a ocasionar a melhor
compreensdo possivel deste tema e de seus constituintes aos leitores, sejam eles

especialistas ou ndo na area de Dindmica Orbital.

Espera-se, também, que o relatério desenvolvido estimule o estudo e aplicagdo
das trajetdrias de baixa energia na elaboracdo de missdes espaciais interplanetarias em
outras pesquisas. A integracdo de trajetorias entre as luas jovianas, em uma missao do
tipo orbitador multilunar, e a aplicabilidade do Problema Restrito de Trés Corpos neste
sistema e em outros sistemas planetarios do Sistema Solar constituem grandes

oportunidades para novos projetos de pesquisa e artigos cientificos.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES DE EQUACOES FUNDAMENTAIS PARA
A PESQUISA

Equacao de orbita para o Problema de Dois Corpos

Para resolver a Equagdo (1.33), deve-se tomar o produto vetorial dela com o
momento angular especifico:
. - F - .
Fxhz—%xh:—rﬁjx(?x?) (A1)
O lado direito da equacdo pode ser resolvido por uma identidade de produto
vetorial:
nu' - - 5 l’l S, o S>> l’l 5 . =
— 5T X (r X r) =3 [r(r ‘7)) — r(r . r)] =3 [rrz — rrr] (A.2)

Logo, a Equacdo (A.1) pode ser tratada como:

e [

rXh=ul-—— A.3

ixh=p [r " (A3
Porém, temos a seguinte relacéo:

d (7 _rrorr (A4)

dt\r T2

Portanto, a Equacéo (A.3) resulta em:
=t (l (A.5)
r ~Hac\r '
que pode ser integrada em relacéo ao tempo, o que fornece:
i - F -
r><h=,u<;+C> (A.6)

onde o vetor C é constante e conhecido como vetor de Laplace. Rearranjando os termos:

S

Fxh—u-=C (A7)
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Essa equacdo corresponde a uma integral de movimento desse sistema. Equagdes
que expressam fungdes de posicdo e/ou velocidade que s&o iguais a constantes séo

conhecidas como integrais de movimento.

Ao realizar o produto escalar da Equacdo (A.7) pelo vetor momento angular

especifico, temos:

Fxh)-h—p—=C-h (A.8)

Y

7 X h resulta em um vetor perpendicular tanto a # quanto a h, logo o produto
escalar com h é nulo, (#x h)-h =0. O vetor posicdo e 0 vetor momento angular

especifico também sédo perpendiculares entre si, logo 7 - h = 0. Portanto:
C-h=0 (A.9)

O que implica que o vetor de Laplace esta contido no plano orbital. Rearranjando
a Equacdo (A.7), tem-se:
7Xh

U

+é (A.10)

S

5 Cg, - . . x
ondee = m é o vetor excentricidade, que define a linha das apses. Para obter uma equacéo

escalar, pode-se realizar o produto escalar da Equacdo (A.10) pelo vetor posicéo:

Pxh) -7 77 PX7)h 12
Cxh) T 17 e JUXDh T (A11)
U r U r
Como # X # = h, temos
hZ
7:r+?-e (A.12)

O produto escalar 7 -é& pode ser reescrito como 7 -é = recos(6). Logo, ao
rearranjar os termos da Equacao (A.12), temos, finalmente:
h2

r= H (A.13)
1+ ecos(8)
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Equagdes de movimento para o PRPC3C no sistema girante

A fim de se determinar as equac¢des de movimento no sistema girante, tem-se que
realizar a derivacdo temporal das coordenadas x e y duas vezes, relacionadas pelas
Equacdes (2.11). A primeira derivada das duas coordenadas resulta em:

x=Xcost—Xsint+Y sint+Y cost
(A.14)

y=—Xsint—Xcost+Y cost—Y sint

Para i, temos:

¥ =Xcost—Xsint—Xsint—Xcost+Y sint+Y cost
. (A.15)
+Y cost—Y sint

Ou ainda,

¥=Xcost—2Xsint—Xcost+Y sint+2Y cost—Y sint (A.16)

Para realizar a simplificacdo da formula, soma-se os seguintes termos a equacao:

¥ =Xcost—2Xsint—Xcost+7Y sint+2Y cost—Y sint A1)
+ 2Xcost—2Xcost+ 2Ysint —2Y sint .

que resulta em:

i=Xcost+Y Sint+2(—Xsint+Y cost—Xcost—Y sint) (A18)
— (X cost+Y sint)+2(Xcost+Y sint) .

Ao simplificar e rearranjar os termos, obtemos a primeira equacdo de movimento:

¥—2y—x=Xcost+Y sint (A.19)

De forma analoga, para y, tem-se uma equacéao da forma:

j+2x—y=—-Xsint+Y cost (A.20)

As equagles, no entanto, ainda possuem termos coordenados relacionados ao
sistema inercial. De forma a remové-los, as equacdes em (2.4) serdo utilizadas. Para a

primeira equagao de movimento:
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(1—uwXcost—X,cost) u(Xcost—X,cost)

Xcost=— — —
&1 T2
(A.21)
. 1—-w(¥sint—-Y;sint) u(Ysint—Y,sint)
Y sint =— — - —
T2

n

A soma desses termos, aliada a definigéo de x, resulta em:

.. . 1-— x + x+u—1
Xcost+Y sint=— ( ,ui(3 m_ i _)l; ) (A.22)
L] L)

A realizacdo dos mesmos procedimentos para a segunda equacdo de movimento

resulta no seguinte sistema de equacdes:
A-wWhE+p) px+p-1)

X—2y—x=-— 3 —3
1 "2 A.23)
. (1-pwy wy o
y+2x—y—— 3 —
r L)
onder; = (x — (—W)i+yjer = (x —(1-W)i+yj
O
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