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RESUMO

Este estudo foi iniciado em agosto de 2020 e teve por objetivo estudar o problema
dos trés corpos, a fim de entender o comportamento das trajetérias de estrelas, pla-
netas e cometas, a partir de algumas informacoes iniciais, quando estes corpos estao
sujeitos apenas a forca da atracdo gravitacional. De forma mais especifica, estamos
interessados em verificar cascatas de bifurcagoes que possam resultar em uma dina-
mica cadtica. Esse problema foi originado no estudo da mecénica celeste e teve uma
grande contribuicao dos fisicos-matematicos d’Alembert, Leonhard Euler e Poincaré.
Para compreendermos o histérico do problema, estudamos inicialmente a dinamica
envolvida quando consideramos dois corpos e alguns resultados importantes que fo-
ram derivados desse problema menor. Com isso, vimos detalhadamente alguns tipos
de 6rbitas como elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas, e estudamos o relacionamento
de energia associada a cada uma delas para entendermos o comportamento dessas
trajetérias antes de estender o estudo em mais varidaveis. Além disso, fizemos um
estudo da derivagao da equacao de Kepler e do Teorema de Lambert, ambos nos
trazem maneiras de determinar, a partir da energia do corpo, qual tipo de trajetéria
é realizada. Para dar continuidade a este projeto de iniciacao cientifica estao pre-
vistas as seguintes atividades: estender todo o estudo para trés corpos; preparacao
e simulacoes computacionais deste novo sistema que sera trabalhado; andlises de
bifurcagoes e previsao de sistemas cadticos.

Palavras-chave: Problema dos dois corpos. Problema dos trés corpos. Forca gravita-
cional. Orbitas.
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1 INTRODUCAO

A necessidade de tentar justificar os acontecimentos naturais ao nosso redor foi
um dos principais motivos para os seres humanos criarem teorias a respeito do
universo. Acreditou-se por muito tempo que existia uma forga mistica que regia e
administrava tudo ao nosso redor e, além disso, aqueles que tinham ideologia ou
questionamentos distintos eram punidos ou até mesmo mortos pela civilizacdo. Com
o passar do tempo fomos nos afastando do senso comum e das religides, o que foi
crucial para consolidacao de grande parte do conhecimento que temos hoje embasado

em observagoes e resultados baseados em provas matematicas.

Johannes Kepler era um astronomo, astrélogo e matematico que descreveu a dina-
mica dos corpos, a partir de observacoes do sistema solar. Nas quais os resultados
obtidos com o seu estudo estabelecem o movimento dos planetas, de modo que a lei
das orbitas elipticas, lei das area e lei dos periodos foram estabelecidas e matemati-
camente provadas. A partir destes resultados, Newton pode se basear para descrever
a iteragao entre dois corpos, de modo que existam forgas relacionadas que agem um

sob o outro.

O estudo desenvolvido neste projeto de iniciagao cientifica ao longo do tltimo ano foi
baseado principalmente em formulacoes estabelecidos por Kepler e Newton, onde foi
desenvolvido diversos calculos a fim de entender os resultados obtidos por eles. Além
disso, foi possivel definir 6rbitas de cometas e planetas a partir do conhecimento
da energia total do sistema, a fim de compreender toda a dindmica existente e
envolvida no problema dos trés corpos, ja que sob certas condi¢oes pode ser reduzido

ao problema em duas variaveis.

O problema dos trés corpos comegou com as érbitas do Sol, da Terra e da Lua.
[saac Newton, em seu livro Principia, trata do caso de trés corpos em movimento na
gravidade. No entanto, ele nao conseguia explicar matematicamente por que os trés
corpos celestes tinham uma oOrbita estavel. Desde entdao, muitos nao conseguiram
resolver o problema dos trés corpos. Em 1890, Henri Poincaré provou ser impossivel
obter uma solugao geral para o problema dos trés corpos, que mais tarde se tornou

a base da teoria do caos.



2 DADOS E METODOLOGIA

Definimos as leis do movimento e a lei universal da gravitacao desenvolvidas pela
primeira vez por Isaac Newton. A combinacao dessas duas leis nos permite calcular
a orbita de um corpo movendo-se em torno de outro sob a influéncia da interacao

gravitacional entre os dois corpos.
2.1 Orbitas Circulares

Devemos assumir por agora que as Orbitas circulares sao possiveis e estaveis no

campo gravitacional definido pela equagao (2.1). A lei da gravitagao é dada por

Fo=——"""p (2.1)

onde Fy é a forca gravitacional entre as massas M e m, a unidade vetorial 7
aponta na mesma direcao da linha que une as massas, e r é a distancia entre as

massas m e M. A situacao é ilustrada na figura abaixo

Figura 2.1 - Tlustragao grafica do problema de dois corpos quando o corpo de massa maior
esta centrado na origem do sistema.
y
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Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Definicao 2.1.1. O centro de massa de um corpo é um ponto que se comporta
como se toda a massa do corpo estivesse concentrada sobre ele. Quando um objeto
¢ homogéneo, o centro de massa coincide com o seu centro geométrico. Porém, isso
nem sempre ocorre, e o centro de massa nao precisa nem mesmo de estar dentro
do corpo. (TEIXEIRA, -)



Figura 2.2 - Centro de massa para algumas formas geométricas simples.

Fonte: (KHANACADEMY, 2016)

Inicialmente devemos assumir que as massas m e M sao centros de massas. Temos
que G é a constante de gravitacao universal e determina a forca do campo
gravitacional. Na figura (2.1), assumimos que a massa M esta localizada na origem
O do sistema de coordenadas e que é fixa no espago. Observe que Fg aponta para a
origem, onde a massa M esta localizada, isso acontece porque a forca gravitacional
¢ sempre atrativa e age na direcao de uma linha imaginéaria que liga dois corpos.
Além disso, a convencao de sistemas de coordenadas polares requer que o vetor
unitario 7 sempre aponte para longe da origem. Por isso o sinal negativo no lado

direito da equagao (2.1), porque Fg e 7 sempre apontam em sentidos opostos.

Figura 2.3 - Ilustragdo de uma orbita circular

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

A figura (2.3) mostra a drbita circular que presumimos ser possivel este caso.
Assumimos que o raio da érbita circular é R e que o vetor v é a velocidade da
massa m, localizada no ponto A, conforme ela se move em torno da massa M na

6rbita circular. Existem duas forcas agindo sobre a massa m :

o A forca gravitacional que aponta para a massa M;
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o A forga centrifuga experimentada por um objeto viajando em uma érbita

circular.

Se as massas M e m foram conectados por um fio, entao a tensao no fio iria

substituir a forca gravitacional e também seria equilibrada pela forca centrifuga.

A forca centrifuga agora pode ser calculada usando a equacgao

lzm@. (2.2)
dt
Agora precisamos avaliar a taxa de mudanca da velocidade (Z—f) que aparece na
equagao (2.2). Para fazer isso, vamos ver o que acontece com o vetor da velocidade
orbital. J& que a forga gravitacional definida na equagao (2.1) tem massa m
constante e uma vez que o raio do circulo, R, nao muda conforme a massa m se
move em sua 6rbita, a magnitude do vetor ¥, |¢/], também deve ser constante. A
taxa de variacao do vetor velocidade é portanto, determinado apenas pela

mudanga na dire¢ao que m move-se pela érbita, conforme mostrado na figura (2.4).

Figura 2.4 - Direcao da massa m representada por vetores
AV

<y

v

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Se considerarmos apenas angulos pequenos, dy, nés podemos observar a maneira
como o vetor ¢ se comporta observando a figura (2.3), o vetor A¥ é a mudanca na

direcdo do vetor velocidade .

Observe que este vetor, Av , sempre aponta em direcao a massa M na origem do

sistema coordenado.
Utilizando semelhangas de triangulo nas figuras (2.3) e (2.4) temos
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dv Ag dv v
- = — = = — 2.3
U R b R (23)
logo,
dv U
_— = . 2.4
=~ & (2.4)
Sabemos que a aceleracao é
— @ (2 5)
a=— .

Substituindo a equagdo (2.5) na (2.4), temos

v
a, = —.
R
A velocidade angular da massa m ¢é definida como
do
w=—
dt

de modo que a forga centrifuga pode ser reescrita como

F. = —m|v|wr”

e simplesmente escrevendo v para |v| e reconhecendo que para uma 6rbita circular

de raio R, a velocidade v é
v = Rw (2.6)
nos temos que a forca centrifuga é
2
mu
F.=——-T 2.7
- (2.7
Igualando as expressoes (2.1) e (2.7), temos
Fe =F,
Mm — mv?
= —. 2.8
=R (2.8)

A equagao (2.8) permite a determinagao da velocidade orbital v ( magnitude)



cOomo

v=M (2.9)

Observe que a massa m aparece em ambos os lados da equagao (2.8), assim a
velocidade orbital ¢ uma funcao que depende apenas do raio do circulo e da
magnitude da massa M. A equagao (2.9) pode ser reescrita em termos da

velocidade angular definida na equagao (2.6):
GM
Rw =\/—
““VR

R*w* = GM. (2.10)

e entao nos temos

A velocidade angular pode estar relacionada ao periodo da érbita, ou seja, o tempo
que leva para executar uma volta completa, logo retomando a definicao da
velocidade angular,
de
w=—, 2.11
7 (2.11)

Sendo assim, integrando de ambos os lados a equagao acima, temos

T T d6
wdt = —dt, 2.12

/0 o dt ( )
como estamos trabalhando com movimento uniforme circular, o periodo do angulo

¢ dado por 27, logo temos

T 27 df
/ wit= | Zdt = Wl =2 (2.13)
0 0o dt

onde T é definido como o periodo orbital. Substituindo a equagao (2.13) em (2.10)

temos

R =T? (GM> : (2.14)

472

Esta expressao é a terceira lei do movimento planetdrio, conforme declarado por
Kepler para o caso especial de érbitas circulares. A segunda lei também é
preenchida para érbitas circulares, uma vez que a velocidade orbital v é constante

para que dreas iguais sejam varridas em tempo igual.



A equagao (2.10) é uma boa aproximagao para quando consideramos o movimento
de um satélite ao redor da Terra em uma forma circular. O resultado aproximado
assume que a massa do satélite pode ser negligenciado quando comparado a massa
do corpo central. A derivagao da relacao exata para o movimento circular utiliza a
figura (2.5).

Figura 2.5 - Movimento de um satélite em torno do centro de massa do sistema.
mg

rn

Centro de
massa

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

O satélite e a Terra estao se movendo em torno do centro de massa do Sistema
Terra-satélite, uma vez que a massa da Terra é sempre muitas ordens de magnitude
maior do que a massa do satélite, o centro de massa do sistema esta no centro da
Terra para todos os fins praticos. Como outro exemplo interessante, considere uma
estrela bindria ou um asterdide binario onde duas estrelas ou dois asterdides com
massas comparaveis estao girando em torno um do outro. As distancias do centro
de massa sao 11 e 9, as massas sao mj e My, respectivamente. Em nosso problema

original, m; = Mg e my = m,. As forgas que atuam no satélite sao equilibrados se

Mgm
msw?ry = G———, (2.15)
T
onde 7 = 1y + ry uma vez que essa ¢é a distancia total entre os dois corpos. A
equacao correspondente para a Terra é
Mgm
Mpw?r, = G—2-° (2.16)
r

Na primeira equacao m, e na segunda equacao Mg sao cancelados. Uma vez que o



centro de massa ¢ fixo no sistema, temos

mgro = ME’I“l. (217)
Somando (2.15) e (2.16), temos
M s
(r1 + ra)w? = G—= i o (2.18)
r
A equagao (2.18) pode ser escrita como
wr? = G(Mg + m,) (2.19)

Esta é a forma exata da lei de Kepler para érbitas circulares e nés vemos que a
equagdo obtida anteriormente (2.10) precisa de uma modificagdo onde em vez da
massa da Terra, temos a soma da massa da Terra e a massa do satélite no lado
direito. Claramente, na dindmica do satélite isso nao faz diferenca e,
consequentemente, a equagao (2.10) é correta. Por outro lado, se estudarmos
corpos girando em torno uns dos outros com massas comparaveis, a equagao (2.18)

deve ser usada. Para avaliar a aproximacao, a lei de Kepler pode ser escrita como

2.3 e
wr’=GM <1 + >
P Mg
Se a massa do satélite é de uma tonelada, a proporcao E—E torna-se da ordem de

10722, que é o erro cometido quando o termo 17> € negligenciado.
E

Um satélite orbitando a Terra geralmente orbita a uma altitude que é
substancialmente menor que o raio da Terra, esta situagao é ilustrada na figura
(2.6). Para uma missao tipica de 6nibus espacial, por exemplo, a altitude orbital h
pode ser 480 km em comparacao com o raio da Terra de 6.370 km. Sob essas
condi¢oes, nao é 6bvio que a massa da Terra pode ser considerada como um ponto
de massa M que usamos para derivar as propriedades circulares orbitais. O que
devemos mostrar é que para um corpo aproximadamente esférico e simétrico como
a Terra, a massa da Terra pode ser considerada como um ponto de massa

localizada no centro da Terra.

Para provar este teorema, devemos primeiro introduzir o conceito de funcao

potencial. A funcao potencial esta relacionada a energia potencial que um objeto



tem em um campo gravitacional. Considere a situagdo mostrada na figura (2.6).

Figura 2.6 - Satélite orbitando a Terra
Satélite

\ Orhita do

satélite

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Qual é o trabalho necessario para mover a massa m de r; para ry?

Temos pela defini¢do de trabalho é

W= ["F-ar

Agora, substituindo a equagao (2.1) na (2.20) resulta

W= / {—GmM} dr = GmM/:z [—:2] dr

r2
177 1 1
= GmM {} =GmM ( — ) ,
1 ) ™
assim,
1 1
W = GmM ( — ) )
) r

Observe que o trabalho é sempre negativo ao se afastar, ou seja, quando

(2.20)

(2.21)

aumentamos r e positivo ao se aproximar. A partir da equagao (2.21), segue-se que

pode associar a cada ponto do campo gravitacional uma energia potencial Vj,

M
v, =

(2.22)

de modo que o trabalho feito para mover a massa m de r; para r, é dada pela



diferenca entre as fungoes potenciais avaliadas nos pontos r; e rs.

W =V, (r2) = Vy(r1).

A funcao potencial é extremamente 1til porque é um escalar ao invés de um vetor,

a forca gravitacional F, (vetor) é sempre o gradiente da funcao potencial:

—

Fy = gradV,

Figura 2.7 - Tlustragdo para o calculo da funcao potencial

-
Fonte: Victor G. Szebehely e Hans Marlzis, Adventures in Celestial Mechanics

A energia cinética é dada por

1
E), = §mv2 (2.23)

e essa quantidade é constante, pois a velocidade orbital é constante. A energia
potencial é definida na equagao (2.22). Se comegarmos, por exemplo, com um
satélite na superficie da Terra e queremos coloca-lo em uma 6érbita com um raio r
medido a partir do centro da Terra, entao o trabalho (energia) que deve ser gasto

para levar o satélite de massa m ao ponto r é

1 1
W = GmM (—) 2.24
e RE r ( )
onde Mg é a massa da Terra (5,98 x 10** kg) e Rp ¢ o raio de Terra (6371 km).
Observe que W é sempre positivo. A energia total do satélite é entdo a soma da

energia cinética e da energia potencial:

10



1 GmM GmM
B, = —mv* + mln e

2.2

O segundo termo a direita ¢ uma constante que representa o potencial energético
do objeto quando ele esta localizado na superficie da Terra. Desde o ponto zero da
escala de energia é arbitrario, podemos considera-lo como relativo para a superficie

da Terra. Assim, a energia total pode ser reescrita como

GmM
E, = B, + —2F (2.26)
Rp
e, portanto, em relacao a superficie da Terra,
1 GmM
B, = smv® - mre (2.27)
r

Esta é uma relagao geral que devera ser valida para todas érbitas. Para as orbitas
circulares que estamos considerando, podemos usar equagao (2.9) com a velocidade

orbital do satélite no raio r:

r

(%

entao

E,

2 T T

1GmMEg
E =— 2.28
2 r ( )

Observe que a energia total depende apenas do raio r e que é sempre negativo nas
condicoes descritas. Devemos mostrar no subsecapitulos recentes que a equacao
(2.27) é uma relacao geral valida para qualquer 6rbita e essa equagao (2.28)
também ¢é valida para qualquer 6rbita com alguma modificacao da definicao do

raio.

11



2.2 O Problema Geral dos Dois Corpos

Na subsecao anterior, vimos o caso especial de érbitas circulares e algumas
aplicacoes praticas importantes. Elas sao interessantes porque muitas orbitas,
tanto na mecanica celeste quanto no movimento de satélites artificiais em torno da

Terra sao quase circulares.

As oOrbitas circulares sao permitidas e estas sdo um caso especial da classe geral de
Orbitas caracteristicas de corpos que se movem de acordo com a lei da atragdo
gravitacional e a lei do movimento de Newton. Podemos escrevemos a lei da

gravitacao estabelecida por Newton:

, M
Fo_GMm, (2.29)

r2
que é uma equacao vetorial que define a forca F' atuando entre as duas massas m e
M separadas pela distancia r. A equacao diz que a forca gravitacional é
proporcional ao produto das duas massas e que é inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre elas, e que aponta ao longo da linha que une as duas
massas, que ¢é indicado pelo vetor unitario 7. A constante de proporcionalidade G é
chamada a constante gravitacional, (G = 6,672 x 10~"'m3/kg s?) e é uma das
constantes universais da natureza. O sinal negativo que aparece na equagao (2.29)
¢ uma convengao matemética adicionado para indicar que a forca gravitacional

entre as duas massas é sempre atrativa.

A segunda lei de Newton pode ser escrita como

d(m7) dv
=m—. 2.30
dt dt ( )

para quando temos uma massa constante.

F =

Definicao 2.2.1. Momento linear ou também conhecida como quantidade de
movimento, € uma grandeza essencial para o estudo da transferéncia de movimento
em sistemas com dois ou mais corpos onde ocorrem colisoes ou quaisquer formas
de interacao entre os corpos. Sendo calculada pelo produto de sua massa com seu
vetor velocidade. (HELERBROCK, -)

A equagao (2.30) diz que a mudanga no momento, mv, de um corpo é proporcional
a forga imposta, ﬁ, multiplicado pelo intervalo de tempo dt durante o qual a forca

atua. A velocidade do corpo, ¥, também é um vetor, e pode ser escrito da seguinte

12



forma em termos do vetor posi¢ao 7 do corpo:

dr
U= —. 2.31
U= (2.31)
A combinacao das equagoes (2.30) e (2.31) leva a
- d*r

que é dada pela segunda lei do movimento de Newton. A primeira lei do
movimento é uma consequéncia da equagao (2.32) para o caso F =0. A terceira lei

do movimento é uma declaracdo de impulso.

Ao combinar as equagoes (2.29) e (2.32), obtemos a equagdo que governa o
movimento geral de dois corpos interagindo por meio de uma forca gravitacional:
d*r GmM

O sistema de coordenadas em que a equagao (2.33) descrita é algo obscuro. Na
verdade, as trés variaveis que definem o movimento dos dois corpos sao da
magnitude do vetor 7 e dos dois angulos que definem a direcdo do vetor unitario 7.
Essas variaveis serao tratadas com mais detalhes quando as solugoes reais da
equacao (2.33) forem desenvolvidas. Além de ser uma equacao vetorial, a equagao
(2.33) também ¢é nao linear. A diferenga das equagoes nao lineares é que
geralmente nao podem ser resolvidas por métodos analiticos. Por sorte, verifica-se
que a equagao (2.33) é integravel, ou seja, existe uma maneira de obter integrais
exatas desta equacao que permitem solugdes. Se nao fosse por isso, Newton nao
poderia ter estabelecido a teoria das orbitas no século XV II. Teriamos que
esperar até o advento dos computadores de alta velocidade para a obtencao de

solugdes numeéricas.

A figura (2.8) ¢é simplesmente uma extensao da figura (2.1), em que usa uma
origem arbitraria para o sistema de coordenadas no ponto O, em vez do centro de
massa do sistema. Assim temos ilustrada duas massas, m; e mao, localizadas em 77

e 75 no sistema de coordenadas com a origem no ponto O.

A fim de examinar a natureza da equacao (2.33) em mais detalhes, vale a pena
olhar para a equagao em termos das varidveis mostradas na figura (2.8). O sistema

de coordenadas cartesianas ilustrado é um sistema de referéncia que sera
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Figura 2.8 - Ilustracdo para dois corpos que nao estdo na origem do sistema
1y
~ %)

. Centrode massa

Ny

7 | my

e

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

empregado para escrever as equacoes das Orbitas em coordenadas cartesianas e

polares.

A equagao (2.33) agora pode ser reescrito para definir a forga exercida na massa

my pela massa mo:

, &7

Fy, = —_

12 my di2
. Gm1m2

A forga na massa msy proveniente da m; serd igual e oposta a Fis:

_F12 - F21
&7
m [
2 dt?
Gmlmg

= momE T

Somando as equagoes (2.34) e (2.36) temos

Fio+Fy = Fig— Fip
> N d?7y
my——— + mo——
e 2 a2

G G
_ G G

R (r=72)

L

14
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(2.35)

(2.36)
(2.37)

(2.38)



d2T1
= mp—— =0 2.39
1 dt2 ( )
Integando a equagao (2.39) obtemos
dr; dr
mi— 4+ my— = P (2.40)
dt
onde P é uma constante com as dimensoes de um vetor de momento.
Definicao 2.2.2. Para um sistema que consiste em uma cole¢io de massas
(particulas) my, mo, ms, ...,m, e cada massa tem sew vetor posi¢ao T1,To, T3, ..., T,

o vetor posi¢do do centro de massa do sistema é entao definida como:

5 _m17?1+m27?2+...+mn7?n

rcm M Y

onde M = my + mo + ... + m,. De modo que qualquer vetor de posicao é definido
em termos de seus componentes x,y e z, o vetor de posicio do centro de massa

pode ser definido como:

Tem = xcmi + ycmj + Zcmk:-

(ALZAHRANI, -)

Isto pode estar relacionada a velocidade do centro de massa do sistema de duas

massas, mi e ms, como segue pela definicado do centro de massa, nos ter
(M1 +mg)p = mary + marsy,

onde o vetor p é a posicao do centro de massa, conforme definido na figura (2.8).
Podemos reescrever a equagao (2.40) da seguinte forma:
dp

mqry + m27’2) = (m1 + mz)a

P=_
dt(

onde dp/dt é a velocidade do centro de massa, Vo -

V=0 P
CM_dt_ml—i-mg'

Note que a velocidade é constante, isso significa que nao ha forcas atuando no
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centro de massa. Assim, podemos entender o problema dos dois corpos, olhando

apenas para o movimento relativo das duas massas em relagao ao centro de massa.

Tendo estabelecido o ponto em que estamos lidando apenas com o movimento das
duas massas, podemos agora reescrever a equagao do movimento em termos do
vetor 71 — 75, que é a varidvel que descreve o movimento. Subtraindo a (2.34) da
(2.36) resulta

d?r B d’ry  —G(my + my)

= = 2.41
dt? dt? 7 — T_§|3 ( )
ou seja,
o G(mi+mg), .
dt? (Fi=r)=- (711 —73)? i 2

A equagao (2.42) é a expressao fundamental que define o movimento das massas

my e mo em relagdo umas as outras sob a influéncia de forcas gravitacionais. Pode
ser visto que a equacao (2.42) tem a mesma forma da equagao (2.33), referindo-se
a figura (2.1), onde o vetor p é igual a zero. Também fica claro na figura (2.1) que

a magnitude do vetor 1 — r3 é r; + 79, ou

(11— 73)] =11 + 72 (2.43)

A posicao da massa m; em relagdo ao sistema de coordenadas da figura 2.1 é r7.
Multiplicando a equagao (2.42) por m; e, em seguida, usando a equagao (2.43),

obtemos

m dQ(T’_i — T_é) _ _G(m1 + mg)ml (7‘_’ B 7’_»)
ar (ri+m)3 1

Observe também que o vetor 77 — 75 pode ser reescrito da seguinte forma:
(7’1 — 7“2) = (Tl + Tz)f, (244)
onde 7 é o vetor unitario que define a direcao do vetor 1 — r5. Assim, podemos

escrever

mldz(ﬁ —75) _ _G(m1 +mo)my (17 — 73) _ _G(m1 + mg)ml7q (2.45)
dt2 (’1"1 -+ 7"2)2 (T’l + 7“2) (7”1 —+ 7"2)2
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A partir da defini¢do do centro de massa na figura (2.3), temos

my
M1y = MaTy OU 'y = —T7. (2.46)
mso

Substituindo a equagdo (2.46) em (2.45) resulta

d*(r; —73) —Gmy(my + mg)

_ p 2.47
T e [+ (ma/ma)r ]2 (247)
_ —Gm (my + my) A (2.48)

[ra (22 + (z2)))°

_ _[Gml(znl i;m)f (2.49)
%—I— % r?

_Gmlmg(ml + my) ﬁ

= 2.50
(m1 + m2)2 T% ( )
Gmym3 f
- _ 1772 —. (2.51)
(mq + ma) ri
Esta equagdo tem precisamente a mesma formagao da equagao (2.33) se a
quantidade M nessa equacao for definida como Mpg:
m3
Mp=—"— 2.52
R mi + Mo ( )

Definicao 2.2.3. Massa reduzida: o problema da gravitagcio de dois corpos em
torno do respectivo centro de massa pode formalmente ser convertido em um
problema de corpo unico - com "massa reduzida” - gravitando em torno de um
referencial (inercial) situado onde se encontrava o outro corpo, este tultimo

substituido por um campo de forca central adequado.

Desta forma, iremos assumir Mz como sendo a massa reduzida do sistema se o
movimento de my for considerado e, entao, utilizando um argumento analogo a

massa reduzida para mo sera dada por



Equacao do movimento

Temos que a equacao do movimento para a massa my ¢é

d?r; Gmy Mp(massa,,, )
= — 2 2.93
7e rs " (2.53)
e para a massa ms,
d*ry GmoMp(massa,,,)
= — r 2.54
2 g 73 " (2:54)

Observe que a massa reduzida Mg é sempre menor do que msy ou my, dependendo
de qual massa estd sendo considerada. Se uma das massas é muito maior que a
outra, resulta uma importante simplificacdo. Se nds assumirmos que mq >> my,

entao a massa reduzida do sistema é

MR =~ My (255)

A equacao de movimento para mq torna-se entao

d*r;  Gmymg .

— 2.
dt? r? (2.56)

my

Desta forma, fazendo as manipulagoes algébricas necessarias na equagao (2.47),
obtemos a equacao (2.56) que por sua vez é a mesma equagao da forca

gravitacional com m =my e M = mso.

A aproximacao de que my >> m; assume essencialmente que o centro de massa
esta localizada em msy. Sendo esta uma aproximacgao muito ttil porque se aplica a
muitos casos praticos. Terra movendo-se em torno do Sol, da Lua movendo-se ao
redor da Terra, e um satélite artificial se movendo ao redor do Sol todos

ajustam-se a aproximacao de que my >> m;.

Existem dois outros resultados importantes que decorrem das equacoes de
movimento para m; ou msg: (2.53) e (2.54). Vamos assumir que a massa m; ¢ a

massa que consideramos estar se movendo, de modo que a equac¢ao do movimento é
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ou

d*r; GmiMp
= — r
dt? r3 !

(2.57)

Para encontrarmos a equacao da energia devemos fazer seguintes processos:

a)

Multiplique ambos os lados da equagao (2.57) pelo vetor velocidade da
massa 1, ou seja, (%1):
d*ry dry B GmiMp _ dry

Lol R T 2.
a2 dt T (2:58)

my

Esta equacao é uma equacao escalar que pode ser simplificada pelo

seguinte procedimento,

d _ L odry  dry L dr]
%(Tl'rl)zrl'ditl—f—ditl'?ﬁ:?l“l'ditl (259)
e da mesma forma,
d (dri dri dri  d*r
el [k 2.
dt ( dt dt) dt  dt? (2.60)
Usando o resultado obtido na equagdo (2.60), temos
my d (dr; dr dry  d*ry
L (e 2.61
2dt<dt dt) M de (2.61)

Para reescrever o lado direito da equagao (2.57), precisamos olhar para a

variavel 71 e seus derivados. Especificamente,

d /1 1 dry
)= 2.62
dt (7"1) r? dt (262)

Temos que relacionar isso ao vetor 77 escrevendo

- - o\1/2

T = (7’1 . 7”1) / (263)
entao,
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dri d 1 1 dry

_ = — _»._’1/2:772_"7 2.64

dt — dt (i 71) 2 (17 - 17)1/2 " (2.64)
¢ dri 1 _dr
I . ary

_ 2.65

dt ﬁrl dt ( )

Portanto, a equagao (2.62) pode ser reescrita como
d 1 1 dTl
S (e L 2.66
dt <r1> r3 g (2.66)

d) Substituindo (2.66) no lado direito de (2.58), obtemos

(2.67)

e) O lado esquerdo da equacao (2.67) pode ser reescrito usando a equagao

(2.61), o que produz

my d (dri dri\ d /1
EXT <dt | dt) = GmiMag () (2.68)

f) Ao integrar a equacao (2.68), teremos

GmiMr 1 dry dr

onde K ¢é uma constante de integracao.

g) O lado esquerdo da equagao (2.69) pode ser simplificado pela escrita

drq
v = ——
YT

que é o vetor de velocidade da massa m;. Substituindo (2.70) em (2.69),

(2.70)

obtemos

Gmy M 1
TR —m? + K (2.71)
1 2

Equacao da energia

A equagao (2.71) é chamada de equagdo de energia. Em um sistema de dois

corpos tal como o que estd sendo considerado, a energia total é conservada desde
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que nao haja mecanismo dissipativo que mudaria a energia total. Assim, K esta

relacionado com a energia total da seguinte forma:

Er=-K (2.72)

entao,

1 Gmy M
—_—— R ! ,

Energia cinética  Energia poténcial

Esta equacao define a energia potencial entre m; e My separados por uma

distancia r; como na equagao (2.27). Observe que a energia total E7 que resulta
das condigoes iniciais do movimento podem ser positivas ou negativas. Isso sera
mostrado posteriormente que o tipo de orbita executada pela massa depende da

energia total Frp.

Ha uma segunda constante do movimento que também ¢ importante. Isto também
pode ser derivado da equacao (2.57). Comegamos formando o produto vetorial de

ambos os lados dessa equagao com o vetor posi¢ao 1 da massa my:

d*r Gmy M
Fioxomy L =1 x <_m1 Rﬁ) (2.74)

dt? r3

Por causa das propriedades do produto vetorial, o lado direito da equagao (2.74) é

zero. O lado esquerdo da equacgao pode ser reescrito usando a regra da cadeia para

produtos de vetores:

d(_, dﬁ)_dﬁ dri @ (2.75)

— i x =] =—x — X
a \"" " a o T e
=0

Como o primeiro termo no lado direito é zero da equagao (2.74), entao temos

d (. drf
s (7“1 x d;) =0 (2.76)
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Integrar esta equacao produz

dry
mqry X ditl =L (277)

onde a constante de integracao é o vetor L.

O primeiro ponto sobre o resultado expresso na equagao (2.77) é que o vetor L tem
magnitude e diregdo constantes. O ultimo define um plano (perpendicular & diregao
de L) em que o movimento das massas m; e my ocorrem. Assim, o movimento
ocorre em duas em vez de trés dimensoes. Tendo estabelecido este ponto, é 1til
para descrever o movimento de m; e a origem O em termos de coordenadas

polares. Observe que o vetor dri/dt é a velocidade da massa m; em relagao a O:

dry

Codt

—

U1

(2.78)

A figura (2.9) define o sistema de coordenadas polares em termos das varidveis r e

0. A equagao (2.77) agora pode ser reescrita como

miri X 01 = L = mq(r; xv1) =L (2.79)

Figura 2.9 - Tlustracdo do produto vetorial e magnitude do vetor

de .

e

>6

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Da figura (2.9) e da definigao do produto vetorial, temos que a magnitude do vetor
r1 X U7,

|11 X U] = ruisina (2.80)

onde «a é o angulo entre 71 e v;. Além disso, a partir da geometria da figura (2.9),
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temos

do
"

onde v; = |v1], e 1y = |r|. Usando as equagoes (2.78) e (2.80), podemos reescrever

(2.81)

v18INQ =

a equagao (2.77) como

L=myr?=I (2.82)

dt
Definicao 2.2.4. Em mecanica, o momento de inércia, ou momento de inércia de
massa, expressa o grau de dificuldade em se alterar o estado de movimento de um
corpo em rotagcdo. Quanto maior for o momento de inércia de um corpo, mais
dificil serd gird-lo ou alterar sua rotagdo. (TEIXEIRA, )

Defini¢do de momento de inércia (uma particula)

I =mr

A quantidade mr? é o momento de inércia do ponto de massa m; em movimento

em torno da origem e df/dt é a velocidade angular.

L=Twl

Assim, temos que L é o vetor angular do momento e [ é o vetor unitario que define
a direcdo em qual aponta. Este resultado afirma que o momento angular, junto
com a energia total, também é uma constante do movimento para um sistema

geral de duas massas interagindo por meio da forca da gravidade.

Figura 2.10 - Ilustracao da definicdo do momento angular

A
L
2 -
3
r
—»
14
- m

Fonte: (MADEIRA, 2019)
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A conservacao do momento angular é o resultado do fato de que a forca
gravitacional aponta na direcao da linha que une as duas massas. Assim, a forga
gravitacional nao pode exercer qualquer torque que possa mudar o movimento do

momento angular porque o brago do momento é sempre zero.
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2.3 Orbitas Elipticas

Mostraremos que dois corpos se movendo em torno de seu centro comum de massa
executam Orbitas elipticas sob certas condic¢oes. Desta forma, iniciando a equacao
(2.56):

d?r Gmims .
= — 7
dt? r?

my

(2.83)

onde 77 é definida na figura (2.8) e o vetor da unidade 7 aponta na dire¢ao definida

pela linha que une m; e ms.

Para encontrar uma solu¢ao da equagao vetorial (2.83), vamos nos referir ao
sistema de coordenadas definido na figura (2.11). A massa msy é considerada como
sendo a origem do sistema de coordenadas. Essa suposicao simplifica a derivacao e
podemos dizer que ms representa a massa reduzida como definida na equacao
(2.52).

Figura 2.11 - Ilustracao érbita eliptica

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

A érbita a ser determinada sera executada em torno do origem do sistema de
coordenadas mostrado na figura (2.11). Para simplificar as coisas, vamos chamar a

massa de teste de m e a massa na origem é M. A equacao a ser resolvida é entao

&7 M
r__gGmM, (2.84)

mi
dt? 72

equagao (2.84) define o comportamento do vetor 7 em fun¢ao do tempo. A fim
primeiro de determinar a forma da drbita, queremos eliminar a variavel tempo e
reescrever a equacao que descreve a orbita em termos das variaveis r e 6 descritas

no sistema de coordenadas da figura (2.11). Para calcular a segunda derivada a
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esquerda da equagdo (2.84), comegamos com a identidade

onde r é a magnitude do vetor . A primeira derivada com respeito ao tempo é

dr dr  dr

A segunda derivada é

P PEdrdi | didr (.87
dt2 - dt2  dtdt - dt dt dt2 '

Devemos agora olhar para o comportamento dos vetores da unidade 7 e 0 como
fungoes do tempo. A magnitude dos vetores da unidade claramente permanece
constante assim precisamos nos preocupar apenas com as mudangas na dire¢do dos
vetores unidade. Uma vez que ambos os vetores da unidade estao ligados ao vetor ,
como mostrado em figura (2.11), eles vao girar em torno da origem do sistema de
coordenadas com a velocidade angular % do vetor . A partir da figura (2.11), pode
ser visto que o vetor unidade 7 muda na direcao 6 com uma taxa igual a velocidade
angular de : 0 »
Foooa

o= 0% (2.88)

O vetor da unidade 8 também mudard, mas ird girar em uma direcao em que ele

sempre apontara para a origem do sistema de coordenadas:

dg b

o .do 9.
a -t (2.89)

O sinal negativo na equagao (2.89) reflete o fato de que a mudanga no vetor da
unidade 0 sempre aponta para a origem O. A segunda derivada do vetor da
unidade 7 da equacao (2.88) é

2r dodo  d%0 do\*  d?0
=4 = = 0— 2.90
e daar ae (dt) a2 (2.90)

Usando equagoes (2.90) e (2.88) para reescrever a equacao (2.87), obtemos

&r R <d0>2 L d20  drdf
— M\

ar_ DY LU
ar T T w T e
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d?r doN?| L 6 _drdf
T A e O(rsr +2-2 2.91
: {dt? " (dt) ] * <rdt2 M7 dt) (2.91)
Toda a equagao de movimento (2.84) agora pode ser escrita usando equagao (2.91):

[ d’ <d9>2 GmM
rim-——mr|—| +

dt r2 dt2 dt dt

2
+6 (mrdg +om® d9> =0 (2.92)

Esta equacao contém o tempo como uma variavel e é ainda uma equagao vetorial.

A equagao (2.92) agora pode ser simplificada usando o fato de que o vetor de
momento angular L definido na equagao (2.77) é uma constante tanto na
magnitude quanto na diregdo. A magnitude do vetor L é dada pela equagao (2.82)
como W
L =mr*— 2.93
mre (2.93)

Se agora tomarmos a derivada de tempo de L, nés obtemos

ALy Ard) B0 (o drdd 0
at - " arar T e T\ war T ae
dr df d%0

Desta forma, temos que a (2.94) é igual ao segundo termo na equagao (2.92) para
que o componente 0 desapareca. Portanto, o componente 7 deve também

desaparecem, o que temos

—0 (2.95)

d*r mr3 <d0>2 GmM d’r 1 ) 4<d9>2 GmM
— mr + - M| = + =0

m dt2 mr3 dt r2 - dt2  mr? dt r2
1 —_—
12
d*r L? GmM 0 (2.96)
: m _— p— . .
dt2 mr3 r2

A equagao (2.96) define como a magnitude do vetor se comporta em fungao do
tempo. Noés ja dissemos que, inicialmente, estaremos interessados nao na dinamica,

mas na geometria da orbita de massa m no campo gravitacional da massa M
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localizado no ponto O.

Note que a equagao (2.96) continua em fungao do tempo, mas precisaremos

converter para a equacao em funcdo do angulo. Portanto,

dr drdQ_ L dr

G T dedl b (2.97)

usando o momento angular (2.93). A segunda derivada é

&r 2L drdr L drdf (2.98)
Atz mr3dtdd  mr?do? dt ’

~ do  dr .
Usando as Equagoes (2.93) e (2.97) para avaliar & e 9 em termos de 7 e 0, nds

obtemos

2 2 2 2 2
d=r 2L (dr) L d*r (2.99)

a2 m2ro \do m2rt do?
Substituindo as expressoes (2.93) e (2.99) na equagao (2.95), obtemos uma

equagao que expressa r como uma funcgao de 6:

L2 &?r 22 22 M
dr <dr> Gm ~0 (2.100)

mrtdf?  mr® \ do mr3 r2

L2
mr?

=0

Ldir 2 (dr\' 1 Gm’M
r2de? 3\ df

_|_
r L2

+
r L2

1 d*r 2 (dr\® 1 Gm?*M
= Y i = 2.101
r2do? 3 <d9) 0 (2.101)

Esta é uma equacao diferencial nao linear. De modo que equacées nao lineares
deste tipo nao tém solugoes gerais que podem ser expressas como fungoes
analiticas simples. Felizmente, ha um transformacao simples de variaveis que

permite uma solugao analitica exata da equacao (2.101):
1
r=— (2.102)

As derivadas de r em relagao a # agora podem ser calculados em termos de u e 6

usando a equagao (2.102):

dr 1 du
-z __ -7 2.1
df u? df (2.103)
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e a segunda derivada é

2 2 2
d=r 2<du> 1 d-u (2.104)

dg2 ~ wp \de?) — u?de?

Usando Equagoes (2.104), (2.103) e (2.102) em (2.101), temos

2 (du\® 1 [du 1 [(du\? Gm*M
o L(w) _u2<d92>]_2ug [zﬂ(cw)]‘“( % >:O (210

Através de algumas manipulagoes algébricas, a equagao (2.105) pode ser reescrita

da seguinte forma:
d*u Gm*M
a T I

A equagao (2.106) tem a mesma forma que a equagao descrevendo um simples

(2.106)

oscilador harmoénico. As solugoes da equagao (2.106) podem, portanto, ser

expressas como simples fun¢ao trigonométricas. Especificamente, a solugao de

(2.106) é

Gm?*M
L

que pode ser facilmente verificado ao diferenciar equagao (2.107) duas vezes.

u = Acos(d — 0y) + (2.107)

Em termos das variaveis reais que descrevem a geometria da orbita, r e 6, nos

temos ) Cm2 M
— = Acos(0 — 0y) + m

r

(2.108)

onde A e 0 sdo as constantes de integragao que foram trazidas da solugao (2.107).
Mostraremos em breve que essas constantes tém significados fisicos especificos. A

equagao (2.108) pode ser reescrita como

1

~ Acos(0 — 6) + St

(2.109)

r

e, a fim de ver claramente a interpretacao fisica das constantes que aparecem

(2.109), reescrevemos a equagao como

1.2

r= ———Gm?M (2.110)
(angM) cos(0 —6y) + 1

A forma usual para esta equacao é

p
= 2.111
" ecos(0 — 0y) + 1 ( )

29



onde a quantidade p é definida como

L2
= — 2.112
e e ¢ dado como
_ ALy (2.113)
= Gm2M P '

Mostraremos que a 6rbita definida pela equagao (2.111) define uma elipse nas

coordenadas polares r e 6.

Temos que e, também conhecida como excentricidade da elipse depende de p, mas
também da constante de integragdo A, que define as condigbes iniciais do
movimento da massa m. A segunda constante de integragao, 6y, define a orientagao

do eixo principal da érbita em relacao a um eixo externo arbitrario.

No caso em que a excentricidade seja zero, equacao (2.111) reduz a
r=np, (2.114)

que é a equacao de um circulo com o raio p. Agora, podemos usar a equagao

(2.112) para escrever
LZ

m. (2-115)

T = p =
O momento angular L de uma massa em uma Orbita circular em movimento com

raio r é
L =mrv (2.116)

onde v ¢é a velocidade da massa na 6rbita. Combinando (2.116) e (2.115), podemos
calcular a velocidade da massa m movendo-se em uma 6rbita circular de raio r em

torno da massa M como

M
v? = ¢ (2.117)
r
ou
M
v = GT (2.118)

Esta é precisamente a mesma expressao que encontramos para Orbitas circulares. A
quantidade p é chamada de reto semi-latus da elipse no caso em que a

excentricidade da orbita nao é zero.
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Definicao 2.3.1. O latus reto é a corda paralela a diretriz e que passa por um

foco; sua metade do comprimento é o reto semi-latus.

Figura 2.12 - Tlustracao para o Semi-Latus

Semi-latus rectum
F,

Latus rectum

Fonte: (WIKIPEDIA, 2020)

Agora é importante relacionar as quantidades fisicas GG, m e M ao parametros que
definem a érbita eliptica. Para fazer isso, vamos nos referir a figura (2.13). Neste
desenho, escolhemos o eixo principal da elipse para estar sob o eixo z. Isso significa

que definimos a constante de integracao 0y igual a zero.

Figura 2.13 - Ilustracao da orbita eliptica
y

A

“I'I
n
(- -Y
¥

¢
(-

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

A massa M esta localizada em um foco, F', da elipse e a massa de teste m sob a
6rbita. A origem do sistema de coordenadas utilizado para descrever o movimento
também esta no foco F em que a massa M esta localizada. O comprimento [ é a

distancia do foco para o centro da elipse, o comprimento a é chamado de eizxo
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semimaior, e b é o eixo semimenor.

A partir da figura (2.13) agora é possivel derivar as seguintes relagoes usando

equacao (2.111) com 6, igual a zero

[ = — = 2.119
@t l—e ¢ [+e ( )
Combinando essas equagoes produz
9 — P p_ 2
l—e I+e [—e?
ou (2.120)
a = L
[ —e?
Além disso, subtraindo equagoes (2.118), temos
R A S (2.121)
l—e Il+e [—¢e?
Combinando este resultado com a equagao (2.119) rende:
[ =ae (2.122)

Ambos sao relacionamentos uteis. Vamos agora mostrar que a equacao da elipse
em coordenadas polares (2.111) é idéntico a equagao familiar para a elipse nas

coordenadas cartesianas quando a transformagao apropriada é feita:
x =rcosh) y=rsend (2.123)

Substituir (2.123) em equacao (2.111), com 6y = 0, resultaria no equacao de uma

elipse em um sistema de coordenadas com a origem no foco a direita da elipse:
p =1+ ercost (2.124)

ou usando (2.122)
p=yx2+y?+ex (2.125)

Reescrever esta equagao rende
22 4y = p? — 2pex + *a? (2.126)
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ou
2*(1—€*) + y* + 2pex = p° (2.127)

Completando o quadrado no lado esquerdo desta equagao e, em seguida, fazendo

algum rendimento de algebra

pe 2 y? p?
_ 2.128
(x+1—62> +1—62 (1 —e2)? ( )

Devemos agora mover a origem do sistema de coordenadas para o centro da elipse,

que é realizada pela transformacao

v =rtl=—ztae=z+—— (2.129)
—e
Substituindo (2.129) em (2.128) rendimentos
2 2
P N (2.130)

1—e2 (1 —e2)?

e manipulando esta equagao para torna-lo idéntico a forma do equacao da elipse

em coordenadas cartesianas rende

x/2 y2

=1 2.131
iR 1

que é a mesma forma padrao da equacao cartesiana:

l’/2 2

=+ Z—Q —1 (2.132)

Comparando equagoes (2.131) e (2.132), vemos que

2 P’ p

a = m ou a = m (2133)

Isso é idéntico a relagao (2.119) derivada das propriedades geométricas da elipse.
Além disso, comparando (2.132) e (2.131), nés temos
2

=  up=_2

= —7 —— 2.134
1 _ 62 /1 _ 62 ( )
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A relagao entre a e b é, portanto,

b
4= — 2.135
— (2.135)
Nos agora fizemos a conexao entre as propriedades geométricas da elipse e as

quantidades fisicas que definem a orbita.

Provando que a érbita de uma massa m movendo-se em torno de uma massa fixa
M é uma elipse, provamos a primeira lei de Kepler de movimento planetario.
Também mostramos que as outras duas leis sao validas para oérbitas circulares.
Devemos agora mostrar que as leis de Kepler se mantém para as orbitas elipticas

gerais que desenvolvemos nesta subsecao.

Para isso, devemos olhar nao apenas para as propriedades geométricas da elipse,
mas também para a dindmica do objeto que se move na 6rbita eliptica. Isso

significa que temos que reintroduzir a variavel tempo nas equagoes.

A segunda lei de Kepler, a lei das dreas, segue da figura (2.14). A drea AA do

segmento identificado na figura (2.14) é definida como

AA = ;(TZAQ) (2.136)

ou na notagao de calculo diferencial, isso se torna

1
dA = 5(7~2d€). (2.137)

Agora dividindo cada lado por dt, temos

dA 1 ,d6
el _ 2% 2.1
a2 d (2.138)

O termo 72df/dt no lado direito, quando multiplicado por m, é o angular momento

que definimos como a constante L:

A 1L
(iit =3 = const (2.139)

A partir (2.139) pode-se ver que o dA é sempre proporcional ao dt para que areas

iguais sejam varridas em tempos iguais.
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Figura 2.14 - Vetores e angulos da orbita eliptica

y

}

mne

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

A terceira lei de Kepler segue de uma comparacao geométrica das propriedades da

elipse e da dindmica do movimento da érbita do objeto. A drea de uma elipse pode

ser expressa da seguinte forma em termos do eixos semimaior e semimenor:

A= 7mab

A equagao de integragao (2.138) resulta em

A 1L /T 1L
/dA:A:mb:f—/ At — ~ 27
0 2m Jo 2m

onde T" é o tempo que leva a particula para dar a volta na elipse:

L
2mab = —T
m

Da equagao (2.135), temos

b=av1—e?

De forma que

2ra’yV1 — e2 = ]\ZT

(2.140)

(2.141)

(2.142)

Agora temos que eliminar v/1 — e? para qualquer elipse. Elevando ambos os lados
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de (2.142)

L2
4r2a*(1 — ) = WTQ (2.143)
Agora,
1—e2=? (2.144)
a
e p é definida como
L2

e usando (2.146) na equacao (2.143) rende

o,

drlat ———— = — 2.146
Ta aGm2M  m? ( )
ou, reorganizando
GM
= T? 2.147
@’ = (2.147)

Esta ¢é a terceira lei de Kepler.

Note que esta equacao tem exatamente a mesma forma da equagao (2.14), que é a
terceira lei, derivada de érbitas circulares. A unica diferenca é que o raio R do

circulo é substituido pelo eixo semimaior da elipse.

H&a um ponto final que precisa ser enfatizado. Em situac¢oes orbitais complexas, as
vezes acontece que o sistema de coordenadas em que a elipse foi definida nao é o
mesmo que o sistema de coordenadas em que todo o problema é tratado. Nesse
caso, fp, nado é zero e ha uma convencao que é usada para descrever a situacao, que
¢ ilustrada em figura (2.15). A origem do sistema de coordenadas estd no foco
direito. O eixo x € o eixo coincidente com o eixo principal da elipse. O angulo 6y, é
o angulo entre x e x’. Uma vez que 2’ é o sistema de coordenadas em que o
problema deve ser resolvido, na variavel 6, ¢ medida a partir do eixo z’, O dngulo
entre o eixo x e o vetor r é chamado f, a verdadeira anomalia. E claro, pela figura
2.15 que

f=0-46 (2.148)

Em tal situacao, a verdadeira anomalia é a variavel na equacao para a elipse:

p
SR S— 2.14
" 1 + ecosf ( %)
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Figura 2.15 - Ilustracao da mudanga de coordenada
Y

A

me

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Isso sera 1til para estudar movimentos complexos de satélites em orbita em torno

da Terra.
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2.4 Relacionamentos de Energia: Orbitas hiperbélicas e parabdlicas

Nos subsecoes anteriores, examinamos o comportamento de duas massas
movendo-se em torno uma da outra sob a influéncia da forca gravitacional. Além
disso, vimos as propriedades geométricas da elipse e provamos as trés leis do
movimento planetario de Kepler ao tratar também a dinamica dos objetos que se
movem em Orbitas elipticas. Finalmente, derivamos a relagdo entre a energia
cinética e potencial de um objeto em movimento em uma érbita circular. O
objetivo desta subgao é estender todas essas consideracoes a outros tipos de
orbitas de dois corpos permitidas pelas equagoes do movimento e pela lei da

gravidade. Essas orbitas sao as pardbolas e hipérboles.

Comecaremos examinando as relagoes de energia em uma Orbita eliptica. Ja
mostramos que a energia total de dois objetos movendo-se sob a influéncia da
gravidade é constante. N6s também mostramos que, no caso de érbitas circulares,
a energia cinética e a energia potencial sao constantes porque a velocidade orbital
e a raio sao constantes. Usando a expressao para a velocidade orbital em um orbita
circular (2.9), foi possivel escrever a energia total de uma massa m movendo-se em

torno de uma massa M em um raio R como

GmM
Br=—"gm- (2.150)

Devemos agora estender essas consideragoes para oOrbitas elipticas e calcular a
energia total da massa m movendo-se em torno da massa M em uma orbita, como

o mostrado na figura (2.16).

A energia total da massa m pode ser escrito, de acordo com a equagao (2.73), como

1 M
Bp = Smv? - GmM (2.151)
T

Nesse caso, a energia cinética e a energia potencial nao sao mais constantes, eles
mudam conforme a massa se move ao redor da orbita. Para calcular a energia total
da particula em érbita, usamos a conservagao de momento angular na érbita. Para

fazer isso, lembramos que o dngulo o momento é dado pela equacao (2.78):

L=mix{¥ (2.152)



Figura 2.16 - Ilustragao para nomenclaturas estabelecidas

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Quando os vetores 7 e U sdo perpendiculares entre si, a magnitude do vetor de

momento angular L é dado como

L=

=

= mrv (2.153)

Existem apenas dois lugares ao longo da orbita eliptica onde ¥’ e 7 sdo

perpendiculares, no perigeu e no apogeu. No apogeu, temos

L = muy(a+ ae) = mvaa(l + e) (2.154)
desde que
p
== 2.155
noés temos
L= M7 (2.156)

O momento angular esta relacionado ao semi-latus reto p da elipse do seguinte

modo: Iz

p

A partir das relagoes (2.155) - (2.157) podemos calcular v4 a velocidade em

apogeu:
L?(1—e)* GM(l—e)?* GM1l-—e

= 2.158
m2  p? P a l+e ( )

v =
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Usando a equagao (2.151), podemos escrever, para a energia total no apogeu,

1 5 GmM 1GmM1-—e¢ GmM

Er=— — — 2.159
T =g A 2 a 1l4e a(l+e) ( )
onde a relagao r4 = a(1 + €) foi empregada. Quando a equagao (2.159) é
simplificado, obtemos
GmM
Er=— 2.160
4 2a ( )

A energia total da particula, m, movendo-se ao longo da orbita eliptica é uma
constante que depende apenas do semieixo maior da elipse. A energia total é
sempre negativa e tem exatamente a mesma forma funcional que equagao (2.28), a
energia total de uma particula movendo-se em uma érbita circular, exceto que r, o

raio do circulo, é substituido por a, o semieixo maior.
A equagao de uma elipse em coordenadas polares é dada pela equagao (2.149) e se

parece com

PP
14+ ecosf 1+ ecost

(2.161)

onde assumimos que o angulo 6, é zero. Se a excentricidade e da érbita é maior
que zero, mas menor que unidade, entdo r permanece finito, ndo importa qual seja
o valor do angulo . Essas orbitas sao chamados de limitadas, pois s6 podem
ocupar um espaco finito. O fato de que a energia total para érbitas limitadas
(elipses e circulos) acaba sendo sempre negativo nao é surpreendente. Se o corpo
em Orbita (massa m) mudou de sua 6rbita para um ponto infinitamente longe de
M, e sem energia cinética, o trabalho teria que ser feito no corpo. Este trabalho
equivale precisamente a energia total do corpo (m) em sua érbita, e seria
adicionado a essa energia para que, no estado final, a energia total do corpo seja
zero, isto é, a energia cinética desaparece porque v, € zero, e a energia potencial
também desaparece porque a distancia ao centro de forca se torna infinita. No caso

de e = 0, entao a equagao (2.161) torna-se
r=p (2.162)

e a Orbita é um circulo, e é a mais simples das érbitas. Agora mostramos que um

circulo ¢ na verdade, uma oOrbita permitida. E se e = 17 Neste caso, a equacao da
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Orbita é

p
== 2.163
1+ cos ( )
Quando o angulo # ¢ igual a zero, temos
1
r=gp (2.164)
Por outro lado, se o angulo 6 for igual a 7(180°), entao r tende ao infinito.
Finalmente, quando 0 = %7‘(’, temos
rap (2.165)

Figura 2.17 - Ilustracao da orbita parabdlica
Y

N
y

E

/

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

A figura (2.17) mostra o tipo de drbita que essas consideragoes implicam. Para ver

como seria essa Orbita, vamos examinar alguns transformacoes

x =rcosd y=rsend (2.166)

Substituindo essas equagoes em (2.163) temos

T+ rcost = p (2.167)
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ou

Vel +yP=p—z (2.168)
onde usamos as equagoes (2.154). Elevando ao quadrado ambos os lados
22 4 y? =p* — 2ap + 22 (2.169)

que quando simplificado se torna

y? = p® — 2ap (2.170)
Se fizermos a transformagao,
1
-1 =x— P (2.171)
nés obtemos
Y 2.172

Esta é a equacao da pardabola mostrada na figura (2.17).

Agora, devemos olhar o que esta implicito em uma excentricidade igual a unidade.
Uma maneira de ver isso é dizer que a pardbola que desenhamos na figura (2.16) é
o caso extremo de uma elipse. Voltando a figura (2.13), podemos comparar isso
com a parabola mostrada na figura (2.17). Vemos primeiro que a origem do
sistema de coordenadas cartesianas que descreve a parabola na equagao (2.158) é o
que seria o foco da elipse na figura (2.13). Além disso, a partir das equagdes que

relacionam as quantidades de a e b para a elipse, temos

p ob— p

T1ett T e

a (2.173)

E claro a partir dessas equacoes tanto para a quanto b se tornam infinitos se e = 1.
Voltando a figura (2.17), é como se a elipse mostrada na figura (2.17) fosse
"esticada” de modo que tanto o semieixo maior quanto o semiminor move-se
infinitamente para a esquerda. Além disso, b também se torna infinitamente longa.
Finalmente, o centro da elipse, ponto O, move-se infinitamente para a esquerda.
Uma vez que o semieixo maior vai para o infinito, a energia total de um corpo que
move-se em Orbita parabdlica é zero, de acordo com a equagao (2.160). Se a massa

m se mover em uma orbita parabdlica, a condi¢cao dindmica que descreve o

42



movimento é que a energia potencial da massa é sempre precisamente igual a

energia cinética:
1 GMm
—mv* =
2

; (2.174)

Devido a natureza exata da condi¢do em (2.174), é muito dificil para alcangar
orbitas que se ajustam precisamente a uma parabola. Passamos agora a um estudo
dos casos em que a excentricidade é maior do que a unidade (e > 1). Se nés
olharmos para a equacao (2.161), entdao ha um angulo § = « para o qual r vai para

infinito quando esta condicao for atendida:

1

1+ecosa =0 cosav=—— (2.175)
e
Observe que a implicagdo da equagao (2.175) é que
1
a> (2.176)

porque é somente quando essa condicao é satisfeita que o cosseno do angulo é

negativo. Além disso, quando 6 = 0, temos

r=-—L (2.177)
1+e
e quando 0 = %W, temos
r=p (2.178)

As condigoes (2.177) e (2.178) junto com (2.161) agora nos permitem construir
uma imagem da orbita (2.18). Esta imagem mostra que nao pode haver angulos
maiores que «, para os quais existem solugdes de (2.161). A linha reta faz com que
o angulo a com o eixo x se aproxime cada vez mais da érbita conforme r se torna
cada vez maior. Essa linha é chamada assintota, e no caso da parabola, nao ha

assintota.

Agora, vamos olhar para a equacao de energia

(2.179)
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Figura 2.18 - Ilustragao da orbita hiperbdlica

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Observe aqui que a energia total é igual a energia cinética quando o valor de r vai
para o infinito. A fim de determinar qual é a energia total em neste caso, conforme
dado pela equacao (2.160) para a elipse, iremos novamente transformar as

coordenadas polares em coordenadas cartesianas usando

x =rcosd y=rsend

r? =2+ y?

A partir disso podemos escrever

Va2 +y? = P = P
L4+e(z/r)  1+ex/v2?+y?

o —
JR = LY (2.180)
V2 +y? +ex

Simplificar (2.180) leva a

(Va2 +y?+ex)=0p (2.181)
Vel +yl=p—ex (2.182)

44



Quadrado de ambos os lados da equagao (2.181) resulta

2 +y? = p* — 2pex + *a? (2.183)

Para reescrever a equagao (2.183) em termos de 2% e y? apenas, uma
transformagao de coordenadas é necessaria. Note as figuras (2.16) e (2.18) e veja a
quantidade de casos da érbita da figura (2.16) que é o andlogo ao do semieixo
maior da elipse. No caso da elipse, é a distancia do centro da elipse, O, ao ponto
P. Nao hé um centro natural na érbita da figura (2.18), pois a érbita nao é
fechada. Uma escolha possivel seria ver se o ponto em que a assintota cruza o eixo

x é uma origem apropriada.

Olhe para a equagao (2.183) novamente e veja o que pode ser feito:
(1 —eHa? +y* = p* — 2pex (2.184)

e isso pode ser reescrito como

2
y p(p — 2ex)
AR B (2.185)

Agora, lembrando que para a hipérbole e > 1 temos

2 y? p(2ex — p)

v Te2-1 e _1

(2.186)

Deste modo, precisamos fazer uma transformacao da coordenada x para eliminar o
termo linear. Isso pode ser feito completando o quadrado em (2.186), o que leva a

seguinte forma final:

pe \? y? p?
(:c—e2_1> - L= (2.187)

A partir da equagao (2.187), fica claro o que a transformagao necessaria deve
parecer com

P i
ez —1

(2.188)

Logo, a equacao da hipérbole é

2 Y D
T — 22 1 (2.189)
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ou no formato
2 2

T Y
nds temos . )
T Y
_ =1 2.191
p?/(e2—1)2 p*e2—1) ( )

Portanto, temos as relacoes para as quantidades a? e b? na equacao padrao para a

hipérbole:
2
2 p p
a” = (@17 oua-ieQ_1
2 ’ p

Observe que essas relacoes sao semelhantes as que foram derivadas para a elipse,
equagao (2.173). No entanto, a forma funcional da relagdo de energia para as
6rbitas hiperbdlicas sao iguais as da elipse. Mas ha uma diferenca critica: ao
contrario das orbitas elipticas, as 6rbitas hiperbodlicas sao "ilimitadas”, ou seja, o
corpo (massa m) em Orbita pode mover-se para infinitamente longe do centro de
forga (massa M), e pode até ter uma velocidade residual no infinito, vs. Como a
energia potencial desaparece a medida que r se aproxima do infinito, a energia
total no infinito é, portanto,

Er = ;mvgo

Esta quantidade é sempre positiva e, uma vez que a energia é conservada, o total

(2.193)

da energia da massa m movendo-se na orbita hiperbodlica é sempre positiva. Ja
estabelecemos a forma funcional da energia total, pois para a hipérbole sera a
mesma que encontramos para elipse. Para obter uma energia positiva significa,
matematicamente, usar o negativo ao invés do positivo na raiz quadrada da

equacao (2.192) para determinar a quantidade a. Assim, temos, para a hipérbole,

B GMm
2

Er (2.194)

Finalmente, é intuitivo olhar para o que acontece com a excentricidade e da
hipérbole que varia da unidade ao infinito, e que pode assumir uma gama de
valores. Para valores de e tendendo para a unidade (e ndao pode ser igual & unidade

ja que temos uma parabola), obtemos aproximadamente

cosa ~ —1
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de modo que a ~ 7. Isso significa que a hipérbole degenera em uma linha reta ao
longo do eixo = do sistema de coordenadas cartesianas. Além disso, tende ao
infinito negativo, o que significa que a energia total tende a zero. Assim, a figura se
torna uma parabola degenerada. Para valores de e tendendo em dire¢ao ao infinito,
no6s temos

cosae = 0

o que significa que a = 3.

Figura 2.19 - Todas as Orbitas estudadas a partir da equacao polar
Yy

C:Ir_cle Ellipse

y Hyperbola
Parabola

)

Origin
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9,:2

/ Asymptote

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Além disso, neste caso, a tende a zero para que a energia total se torna muito
grande, tendendo ao infinito. Assim, a érbita tende a uma linha reta coincidente
com o eixo cartesiano do sistema de coordenadas. Desta forma, encontramos que o
circulo e a parabola sdo casos muito especiais para os quaise=0e e =1,
respectivamente. As elipses tém 0 < e < 1 e as hipérboles tém e > 1. A figura

(2.19) ilustra esses nuances.
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2.5 Equacgao de Kepler e Teorema de Lambert

Até este ponto, temos nos preocupado com o problema de determinar as
propriedades geométricas das orbitas dos corpos que se movem um em relagao ao
outro sob a influéncia da atracdo gravitacional mitua. Nos mostramos que
circulos, elipses, parabolas e hipérboles sao todas trajetérias orbitais controladas.
Também vimos a dindmica, ou seja, o comportamento do sistema de dois corpos
quando a variavel tempo ¢é introduzida, e mostramos que tanto o momento angular
quanto a energia total do sistema de dois corpos sao constantes do movimento.
Finalmente, mostramos que As leis de Kepler do movimento planetario seguem a
lei de gravidade e as leis de movimento de Newton. Tendo desenvolvido esses
resultados, noés agora podemos considerar o problema mais dificil e mais
importante determinando que tipo de érbita é executada por um corpo se movendo
sob a influéncia da gravidade em torno do outro a partir de medi¢oes diretas da
posicao do corpo em varios momentos. Este é, obviamente, o problema que Kepler
resolveu pela primeira vez em 1609 quando, usou calculos manuais dolorosamente

tediosos e as medidas soberbas de Tycho Brahe, estabeleceu suas famosas leis.

O problema que queremos resolver pode ser declarado da seguinte forma: Dadas as
medidas certas da posicao de um corpo em movimento no campo gravitacional de
outro em varios momentos, como determinar a orbita? Nos devemos mostrar que
se a posicao do corpo, 71, em relagao a alguma coordenada do sistema ¢ medida no
tempo t;, e novamente em 75 no tempo t,, entao é possivel para determinar com
exclusividade a orbita que o corpo executa. Isto é essencialmente o mesmo
problema resolvido pelo Kepler. No entanto, temos técnicas muito mais poderosas
e elegantes hoje para fazer isso. Lembra-se, Kepler fez seu trabalho quase 80 anos
antes da invencao do calculo diferencial. Existem duas relagoes que sao uteis para
determinar orbitas usando medi¢oes da posicao de um objeto em Orbita varias
vezes. Um deles é chamado de equacao de Kepler, e o outro é um teorema
desenvolvido em 1761 por J. H. Lambert. A tnica diferenga entre as duas equagoes
que resultam ¢ essencialmente a escolha da origem do sistema de coordenada em
que sao feitas as medi¢oes para determinar as 6rbitas. Em ambos os casos, duas
quantidades devem ser determinadas a partir das medi¢oes. A excentricidade da
orbita eliptica, e, e o semieixo maior a. Nos devemos considerar as érbitas elipticas
e hiperbdlicas, e iremos derivar as relagoes para ambos os tipos. Na verdade, os
métodos a serem descritos aqui foram primeiro trabalhados para descobrir se as
érbitas de varios cometas que passam perto do Sol eram elipticos (fechados ou

limitados) ou hiperbélicos (nao limitado).
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Derivacao da equacao de Kepler

A ideia essencial por tras da equacao de Kepler é uma extensao da terceira lei,
que afirma que o quadrado do periodo orbital de um corpo se move em uma érbita
eliptica é proporcional ao cubo do semieixo maior (a) da elipse. Esta relagao foi
derivada da integracao do angulo da equagao do momento em torno de toda a
orbita eliptica. Se nds estamos interessados em determinar que tipo de érbita um
corpo executa a partir das medigoes feitas, entdao as equacgoes do momento angular
expressas em termos de pardmetros orbitais sdo integradas apenas sobre um
segmento finito da orbita. Desta forma, as relacoes desejadas entre os momentos

em que as medigoes sao feitas e a posicao do corpo na érbita pode ser derivada.

Figura 2.20 - Construcao da ideia de Kepler
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Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

A fim de cumprir o objetivo delineado no paragrafo anterior, é util examinar a
figura (2.20). Isso ilustra outra maneira de construir uma elipse, colocando-a entre
dois circulos, um com um raio a, o semieixo maior, e outro com um raio b, o
semieixo menor. A elipse é entao gerada tracando o ponto Q de tal forma que o

relacionamento

@_ = (2.195)



é sempre preservado. E claro a partir desta condicdo que o segmento de reta BQ é
paralelo ao segmento de reta OD. Existem dois angulos que sao importantes na
defini¢ao do problema que estd sendo considerado. Um angulo é o 6, que define o
angulo que o segmento de reta r faz com o eixo x. Se o eixo principal da elipse nao

for colinear com o eixo = da reta temos que

f=10—"0 (2.196)

na definicado da equacgao da elipse. Aqui, #y é o dngulo entre o eixo principal da
elipse e o eixo = do sistema de coordenadas, e o angulo f é chamada de verdadeira
anomalia. O angulo F na figura (2.20) é chamado de anomalia excéntrica e é o
angulo entre a linha OC' e o eixo maior da elipse. Acontece que a integragao da
equacao do momento angular que parte ao redor da érbita eliptica produz uma
relagdo entre a variavel de tempo t e a anomalia excéntrica E, e é essa relagdo que

derivaremos agora.

Devemos comecar com a equagao que descreve uma elipse em coordenadas polares:

p P

= = 2.1
Ty ecos( —6y) 1+ ecosf (2.197)

dada na equacao (2.149). Deste modo, devemos usar a verdadeira anomalia, em vez
do angulo polar 6, a fim de preservar a possibilidade do eixo principal da érbita
eliptica poder nao ser colinear com o eixo x do sistema de coordenadas usado para

descrever o problema. Da geometria da figura (2.20). Nés podemos escrever

r? = (QD)* + (FD)? (2.198)

Além disso, da figura (2.20), temos

acosE = ae + FD

ou

FD = acosE — ae (2.199)
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QD = bsinE = aV'1 — e?sinE (2.200)

Substituindo as equagoes (2.199) e (2.200) na equagao (2.198) temos que

r? = (aV1—e2sinE)* + (acosE — ae)?
= a*(1 —e*)sin’E + a*cos®E — 2a’ecosE + (ae)?
= a’[(1 - €*)sin’E + cos’E — 2ecosE + €?]

= a2

[

[—e?sin*E — 2ecosE + e* + 1]
= a?’[e*(—sin*E + 1) — 2ecosE + 1]

[e*(

= a’[e*(cos’E) — 2ecosE + 1]

= a*[1 — ecosE)? (2.201)

de modo que,

b=av1l—e? (2.202)

entao temos,

r=a(l — ecosE) (2.203)

Esta equagao representa a equagao da elipse mostrada na figura (2.20) em termos

da anomalia excéntrica E.

Agora estamos prontos para estabelecer a relagao entre o tempo variavel ¢ e a

anomalia excéntrica F usando a relagao do momento angular definida nas equagoes
(2.93) e (2.148):

2 df
— =1L 2.204
mr? pm (2.204)

onde L é o momento angular é uma constante do movimento. Lembre-se de que
quando essa equacao foi integrada ao redor de toda a érbita da elipse (E ou 6 ou f

estd indo de 0 a 27), a relacao resultante era a terceira lei de Kepler do movimento

51



planetario. O que faremos agora ¢é integrar a equacao (2.204) apenas uma parte do
caminho ao redor da orbita, a fim de derivar o relacionamento desejado. Usando a

equagao (2.146), vamos comegar com o relacionamento

— = GMa(l —¢?) (2.205)

onde as massas m e M estao localizadas nos pontos () e F', respectivamente, na

figura (2.20). Reescrevendo a equagao (2.205) usando (2.204), obtemos

TQZJ; =\/GMa(l — ¢e2) (2.206)

Reescrevendo a equagao (2.206) em termos da anomalia excéntrica E e usando
equagao (2.203) da

df dE
a“(1 — ecosE) B dl \VGMa(l — e?) (2.207)

A integral que precisa ser avaliada agora pode ser escrita da seguinte forma:

Ey df to
/ a*(1 — ecosE)?—~dFE = / \VGMa(l —e?)dt (2.208)
0 dE 0

Como ja afirmamos, as integrais aqui nao sao avaliadas em torno do érbita inteira,
mas apenas para a anomalia excéntrica (angulo) Fy, que corresponde a posigao do
corpo de massa m no momento ty. A fim de avaliar a integral no lado esquerdo da
equacao (2.208), uma expressao para % deve ser obtido. Comparando as equagoes
para a Orbita eliptica em termos do dngulo f [equagao (2.197)] e do dngulo E

lequagao (2.203)], a seguinte relacao pode ser derivada:

e —cosE

cosf = (2.209)

ecoslkl — 1

E um procedimento complicado, mas direto para calcular a derivada desejada (%)

a equacao (2.209), e o resultado é

ﬁ_ V1 —e?

= 2.21
dE  ecosE —1 ( 0)
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Substituindo a equagao (2.210) na integral (2.208) resulta

Eo to
/ a’*(ecosE — 1)V1 — e2dE = / \VGMa(l — e?)dt (2.211)
0 0

onde os limites de integracao sao tais que a anomalia excéntrica é zero em t =0 e

Ey quando t = ty. Reorganizando os termos e avaliando a integral produz a equacao

|GM
Ey —esinEy = || ——to (2.212)
a

Usando a equagao (2.147), que é a terceira lei de Kepler do movimento planetario,

|GM 27

onde T" é o periodo da massa m na execucao da érbita eliptica mostrada na figura
(2.20). Portanto,

podemos escrever

T
to = 7(E0 — GSinEo) (2214)
27
Isso é chamado de equagdo de Kepler. Se a condigao inicial nao for escolhida, mas
a taxa em que o intervalo de tempo para o angulo E muda de E; para Ey é to — tq,

entao a equagao (2.214) pode ser reescrita como

T
tg — tl = %[(EQ — El) — e(sinEQ — SZTLE1>] (2215)

Esta equacao diz que os parametros que descrevem uma érbita eliptica sao a
excentricidade e, e o semieixo maior, pode ser determinado exclusivamente fazendo
duas medigoes. O primeiro ¢ uma medi¢ao do perimetro orbital 7', que determina o
semieixo maior a. O segundo é uma medida do intervalo de tempo t5 — t; que leva
0 objeto na Orbita para se mover através do angulo F, — E;. Esta medicao

determina e, a excentricidade da elipse.

A equacao de Kepler é transcendental e, portanto, nao tem solu¢do. Para obter
alguns insights fisicos sobre como a equacgao funciona, nés vamos olhar para a
aproximacao em que o angulo Ey mede a partir do eixo principal da elipse
mostrada na figura (2.20) é muito pequeno. Naquilo caso, podemos usar a

aproximacao que
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Ey ~ sink)
e, portanto, temos, da equagao de Kepler (2.214), que

27Tt0

By~ ————
" T —e)

(2.216)

Esta equagdo ilustra o ponto que ( para angulos pequenos, Fy) dado um intervalo
de tempo %y, o angulo Ej serda maior para grandes valores de excentricidade e. Isso
leva a conclusao correta de que quanto maior a excentricidade de uma orbita

eliptica, maior a velocidade do objeto orbital no perigeu da érbita.

A parte da equagao de Kepler que contém o angulo Ey é frequentemente chamada

a anomalia média:

2nt
% = FEy—esinEy =1 (2.217)

Juntamente com os outros dois angulos, f e E, que foram previamente definidos

como 1anomalias), as trés anomalias sao mostradas na tabela 7.1.

Tabela 2.1 - Anomalias

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Vimos que, no caso de érbitas elipticas, a equagao de Kepler é derivado a partir da
conservagao do momento angular. O momento angular também é conservado no
caso de 6rbitas hiperbélicas, de modo que uma versao da equagao de Kepler para

tais orbitas também pode ser desenvolvida. O ramo esquerdo do representante da
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hipérbole reencontra a érbita governada por uma massa M localizada em F'. O
centro da hipérbole estd em O e o pericentro em P. A distancia entre o centro e o
pericentro é a, que é o semieixo maior. Observe a analogia com oOrbitas elipticas
como mostrado nas figuras (2.11) e (2.20). O semieixo maior a = PO, e a distancia
OF = ae para ambos os tipos de érbitas. A distdncia do pericentro para uma
hipérbole é FP = av/e? — 1,mas para uma elipse é a(1 — ¢). O semieixo menor ¢
b= av/e% — 1 para uma hipérbole e a\/1 — €2 para uma elipse. Observe que, para
uma elipse, a soma das distancias dos focos é 2a, e para uma hipérbole, a
diferenca entre essas distancias é 2. Para exemplo, a distancia é F'P é

ae +a=a(e+ 1), e a distancia F'P é a(e — 1). A diferenga é 2a. Da mesma forma,
o comprimento do semi-latus reto é F(Q = p. A distancia do ponto @ de F’ é

QF = /p?> + (2ae)?. A fim de verificar a férmula dada anteriormente para p,

escrevemos
QF — QF = 2a

\/p? +4e%a® — p=2a

ou

com p = a(e* — 1).

O angulo das assintotas pode ser obtido encontrando o angulo fy da equagao

1 4 ecos fy = 0, pois isso corresponde a r — 0o. A solugao é

-1
fo = arccos ()
e

e portanto, a = m — fy ou o = arccos(1/e). Observe que este angulo também pode
ser obtido como « = arctan(b/a) = arctany/e? — 1.

Uma quantidade andloga a anomalia excéntrica E deve agora ser definida a fim de
derivar a equacao de Kepler para érbitas hiperbolicas. Para fazer para isso,
precisamos introduzir o conceito de senos e cossenos hiperbolicos. Dentro do caso

das 6rbitas elipticas, a equagao da orbita em coordenacao cartesianas é dada por

IQ 2
S+ %2 —1 (2.218)

Usando a geometria mostrada na figura (2.20), vamos escrever uma forma
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paramétrica da equagao (2.218) em termos de E:

x =acosE y=bsink (2.219)

As expressoes para senE e cosE podem ser reescritas em termos de expoentes das
funcgoes:

1 . )
cosE = i(e’E + e ')

e
nfl = ———— 2.220
sin 5 ( )

Pode-se mostrar que as fungoes complexas definidas nas equagoes (2.220) obedecer

as relagoes exatas que definem as fungoes trigonométricas.

Os senos e cossenos hiperbdlicos (chamados sinh e cosh) podem ser definidos

por analogia, usando a equacao para uma hipérbole em coordenadas cartesianas:

22 P
com
r = acoshF y = bsinhF (2.222)

onde F' é a anomalia excéntrica hiperbdlica. Os senos hiperbélicos e cossenos

também podem ser expressos em termos de fungoes exponenciais:

1
coshF = i(eF +e )

1
sinhF = §(eF —e (2.223)

A relagao entre a anomalia excéntrica hiperbdlica F' e a verdadeira anomalia f

[correspondente a equagao (2.203)] é dado por

a(e? — 1)

= m = a(eCOShF — 1) (2224)

que pode ser obtido quando as projecoes do ponto na hiperbole nos eixos x e y sao
avaliados usando

rcosf = a(e — acoshF)
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rsinf = ave? — lsinhF

Outra forma de relacao entre f e F' é

tan (27 = (£22) tann (1) (2225)

e—1

mostrando semelhanca com a relagao correspondente aplicavel a orbitas elipticas.

Como esperado, a anomalia excéntrica para hipérboles esta relacionada a
uma area, assim como no caso do movimento eliptico, ¢ um angulo ou arco.
Considere as areas formadas pelas linhas OP e OS e pela curva que representa o

hipérbole entre P e S. Entao a anomalia excéntrica ¢ dada por

_y Area(POS)

a?

F

A equacao de Kepler agora pode ser derivada para orbitas hiperbdlicas de uma
maneira semelhante ao usado para as érbitas elipticas. Comecamos com as
equagoes (2.204) e (2.205), e entao, usando (2.224) da mesma maneira que para a

elipse e integrando parte do caminho ao longo da hipérbole, obtemos

(ts— 1) = ;T[e(sinth ~ sinhFy) — (Fy — F))] (2.226)

O parametro T é dado por 2my/a3/GM, que ainda é valido, embora um corpo que

se move em uma 6rbita hiperbédlica nao tem “periodo” no sentido usual.

Um caso particularmente interessante é a orbita parabdlica para a qual a

excentricidade é precisamente igual a 1. A equacao polar da parabola é

b p

= = 2.22
"7 +cosf 14 cost ( 7

onde assumimos que 0y = 0. Mais uma vez, a conservagao do momento angular
permite a derivacao de uma equagao analoga a equacao de Kepler. O ponto P na
figura (2.17) é chamado de "pericentro” da pardbola. Nesse ponto, o0 momento
angular ¢ dado como

,do

L = muv,r, = mr o (2.228)

onde v, é a velocidade da massa m no pericentro. Da figura (2.17), temos r, = %p.

A velocidade no pericentro, v,, pode ser calculada usando o fato de que a energia
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total da massa m na oOrbita é sempre zero, entao a energia cinética é sempre

precisamente igual a energia potencial. No pericentro

1 5 GmM 2GmM

- — = 2.229
5 " » ( )
entao,
GM
Up = 24| ——
p
e o momento angular é
de
L=m\/GMp = mr2£ (2.230)

e reescrever esta equacao para que possa ser integrada parcialmente, temos

Jartp [t = 2/06“) (2.231)
LR (14 cosb)? '

integrando a equagao (2.231) produz

JGMp(t — ty) = p? /09 (1+Cii89)2 (2.232)

onde t =ty e 8 = 0 correspondem a passagem do pericentro. A integral no lado

direito pode ser avaliado considerando que (1 + cos#)? = 4cos*(16) e essa
2
sin? z cos*x
iy iy 7,0
costx cos*z costz

dx 1, 4
— = —tan°x + tanx
coS 2

entao

Consequentemente, o tempo decorrido nas érbitas parabdlicas torna-se

2 i]y(t —ty) = tan (;a) + ;tanﬁ’ (;a) (2.233)
Observe a semelhanca entre a expressao para a anomalia média para orbitas
elipticas | = 27(t — ty) e equagao (2.233). Para drbitas elipticas, 2% = \/GTV[ e agora
o semi-latus reto assume o papel do eixo principal. Uma vez que a solugao de
equacgoes cubicas é conhecida de forma explicita, a dependéncia do tempo da
verdadeira anomalia e, consequentemente, a dependéncia funcional da distancia
radial no tempo, pode ser dada em formulario fechado. A equagao (2.233) é

conhecida como equagao de Barker e foi publicada por Euler em 1743.
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A equagao (2.233) mostra que, como § — 7, t — oco. Além disso, p = 2rp
relagdo para uma elipse é satisfeita quando a(1 — e?) = 2a(1 — €) ou quando
1 —¢e2=0, 0 que dd e =1 conforme esperado. O mesmo processo de limite se

aplica a orbitas hiperbodlicas.

Observe que o termo tan(%@) também pode ser usado para expressar a distancia, e

a equagao (2.227) pode ser escrita como

r= ;p [1 + tan® (;9)} (2.234)

Esta derivacao é concluida com uma observacao sobre o limite e — 1 para secoes

cOnicas. As orbitas parabodlicas, além da condi¢do e = 1, também devem satisfazer

o requisito a — 00. Se o comprimento do semieixo maior for finito e e = 1, temos
érbitas elipticas e hiperbdlicas planas (em linha reta) como mencionado antes, uma
vez que o comprimento do eixo semiminor e o comprimento do reto semi-latus

torna-se zero.

Outra nota consideravelmente interesse é que as Orbitas parabdlicas exibem um
propriedade singular. Com isso, queremos dizer que todas as érbitas para as quais
a energia total é negativa (Er < 0) sdo elipses, e todas as 6rbitas para as quais o
energia é positiva (Er > 0) sao hipérboles, mas apenas um valor especial da energia
(E7 = 0) resulta em Orbitas parabdlicas.Este fato tem algumas interessantes
consequéncias praticas e tedricas. Desde as condigoes iniciais geralmente nao sao
conhecidos exatamente em problemas praticos, raramente acontece que a constante
de energia ¢ exatamente zero. O mesmo se aplica ao caso quando a natureza da
orbita é estabelecida por observacoes, que apenas aproximacoes para a energia. Em
outras palavras, em vez de existéncia de zero, podemos ter pequenos valores
positivos ou pequenos valores negativos para a energia da orbita real de dois
corpos. A situacao fica ainda mais complicado quando os valores das constantes
fisicas que entram na equacao da energia sao consideradas. Uma vez que os valores
das constantes de gravidade e da massa central sdo conhecidas apenas
aproximadamente (dentro dos limites de erro), a energia total calculada também
sera uma aproximagcao. Nos concluir que, para casos importantes, a constante da
energia é determinada apenas por aproximacoes. Quando este valor esta préximo
de zero, a Orbita pode ser uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole. A fim de
encontrar o natureza da Orbita, varias outras observagoes sao necessarias, mas

mesmo assim a Orbita frequentemente permanece indeterminada.
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Além desses aspectos praticos, existe instabilidade quando pequenas mudancgas nas
condi¢des iniciais resultam em 6rbitas muito diferentes. E o caso de 6rbitas para as
quais a constante de energia é proxima de zero, ja que um pequeno aumento na
velocidade resultard em uma 6rbita de escape (hiperbdlica) e uma pequena
reducao da velocidade d&a uma orbita eliptica. Tal caso pode nos levar ao problema
de imprevisibilidade de érbitas. A situagao é significativamente complicada se
algumas outras forgas entrarem no sistema além daquelas consideradas no
problema de dois corpos, como o arrasto (o que tornard a 6rbita mais lenta),
propulsao (o que pode mudar a energia para um valor positivo ou negativo),

perturbagoes devido a outros corpos, e assim por diante.

Por essas razoes teoricas, as orbitas parabolicas sao de especial interesse, porque
elas representam exemplos de érbitas nao previsiveis. Na pratica a significancia é

limitada, uma vez que existem apenas para um valor altamente especial da energia.

A equagao de Kepler (2.214) é escrita em termos da varidvel E, a anomalia
céntrica, que é um angulo medido a partir do centro geométrico de a elipse
mostrada na figura (2.20). As vezes, existem varidveis melhores que pode ser usado
para a determinacgao pratica de érbitas e a técnica de desenvolver as
transformacoes de uma dessas variaveis, outra é chamado de regularizacao;y. O
objetivo dessas transformacgoes costumam ser eliminar as singularidades das
equagoes de movimento. A aparéncia de singularidades é geralmente devido ao fato
de que a lei da forca gravitacional introduz os termos do quadrado inverso nas
equacgoes de movimento. Quando as distancias tornam-se pequenas, esses termos

dominam e a precisdo pode se tornar questionavel.

Na mecanica de orbitas, é claro, as distancias nunca chegam a zero, pois a colisao
(ou impacto) ocorre antes de r = 0, devido ao tamanho finito dos corpos
envolvidos. No entanto, a precisao do calculo é reduzida em aproximacoes, mesmo
quando o processo de integracao numérica permite o uso de intervalos de tempos
menores. A introdugao de novas variaveis devidamente selecionadas regulariza as
equacgoes de movimento, e a precisao pode ser mantida. Tanto as anomalias
verdadeiras quanto as excéntricas sao variaveis de regularizacao, e a transformacao

que as introduz sdo expressas como

Lt

df =3 (2.235)

60



dE = G (2.236)
A primeira relacao, como vimos, é idéntica a conservacao do momento angular
(2.228), e o segundo segue a equagao de Kepler usando (2.215). Considerando as
equagoes acima, que introduzem as anomalias verdadeira e o excéntrica como
novas variaveis independentes, a origem da regularizacao poderia ser contribuida
para Kepler. Ele certamente nao tinha ideia de regularizagao, especialmente
porque, para ele, calculo e equacoes diferenciais nao eram conhecidas. Além disso,
o interesse de Kepler na dindmica do sistema solar excluiram abordagens préximas.
No entanto, o uso da anomalia excéntrica introduzida em sua equac¢ao nos permite
aumentar a precisao do nossas integracoes numéricas. Podemos considerar isso
uma demonstracao de um verdadeiro génio, ou mais uma vez, podemos celebrar o
poder da combinac¢ao de dois campos, o do trabalho de Kepler para descrever os
movimentos planetarios e nossos esforcos para calcular trajetorias precisas da
Terra a Lua . Desde o trabalho de Kepler, o assunto da regularizacao se tornou
popular. Euler usou-o para estudar os movimentos em linha reta no problema de
dois corpos. LeviCivita regularizou o problema restrito de trés corpos em 1903.
Stumpff (1949) e Herrick (1965) usaram basicamente a mesma ideia quando

introduziram o conceito de varidveis universais.

As transformacoes acima da variavel independente podem ser generalizado para

ds — Aii (2.237)

ou dt
ds = —— 2.238
70 (2.238)

onde A e m sao constantes.

Uma anomalia introduzida recentemente é conhecida como anomalia intermediaria,
que é dado por m = % Observe que m = 1 fornece a anomalia excéntrica e m = 2
a anomalia verdadeira. Em geral, as transformagoes de tempo acima introduzem
novas variaveis independentes que sao frequentemente denotadas por s. Quando a
integracao das equacgoes diferenciais de movimento ¢é realizada usando s como a

variavel independente, o método é frequentemente chamado de integragao.

As transformacoes acima, de um ponto de vista numérico, podem ser considerados

regulamentos na etapa analitica, uma vez que a medida que a distancia r» diminui e
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ocorrem aproximagoes ou colisoes, a etapa de tempo deve ser reduzida.
Considerando as equagoes de transformacgao acima, isso significa que a etapa de
integracao usando r serd reduzida, mas o tamanho da etapa usando s pode ser
mantido constante. A transformacgao regula automaticamente e analiticamente o

tamanho do passo.

O uso de regularizacao na dinamica do espago torna-se obrigatério em
aproximacoes ocorrendo nas partidas, chegadas e orbita assistida pela gravidade e,
em geral, quando célculos de érbita com alta precisao sao necessarios. Na mecanica

celeste, o calculo preciso das érbitas cometarias também exige regularizacao.
DERIVACAO DO TEOREMA DE LAMBERT

Em 1761, J. H. Lambert desenvolveu outra formula que pode ser usada para
estabelecer os parametros ou érbitas de certas medicoes feitas a partir de Terra. A
motivacao original era determinar as érbitas dos cometas, e agora ¢ conhecido
como teorema de Lambert. Mais recentemente, o teorema de Lambert tem sido
usado para calcular as orbitas de varias espagonaves, incluindo as missoes
interplanetarias da Voyager, que exigiram determinados parametros orbitais muito
precisos para a espaconave executar sobrevoos de planetas externos. Lembre-se de
que Netuno esta quase 40 vezes mais longe do Sol do que a Terra. A espagonave
Apollo também foi guiada para seu locais de pouso na Lua usando o Programa de

Orientacao Lambert.

O teorema de Lambert pode ser derivado da equagao de Kepler (2.215), é
genericamente o mesmo tipo de relacionamento. No caso da equagao de Kepler, um
intervalo de tempo entre duas posi¢oes de um corpo em uma Orbita é verificado,
bem como o valor da anomalia excéntrica nesses dois momentos. A anomalia
excéntrica ¢ um angulo medido a partir do centro geométrico da érbita. O uso
deste sistema de coordenadas as vezes é inconveniente, e a virtude do teorema de
Lambert é que as medi¢oes que devem ser feita para determinar os parametros
orbitais podem ser realizados a partir do foco da érbita eliptica, que é mais
conveniente para certas aplicagoes. A figura (2.21) mostra a situagao geométrica. O
corpo em Orbita se move do ponto P; para o ponto P, no intervalo de tempo t9 — 4.
Teorema de Lambert afirma que o intervalo de tempo depende de dois parametros,
a soma 1 + 1y e o comprimento da corda C, conforme definido na figura (2.21). Por
sua vez, 11 + ro e C' podem estar relacionado com a excentricidade e e o semieixo
maior da elipse. N6s comegaremos a derivacao do teorema de Lambert a partir da

equacao de Kepler. Nos pontos P, e P, a equacao de Kepler assume a forma
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T )
t, = %(El — esink)) (2.239)

T
t2 = 27(E2 — €SinE2) (2240)
™

Figura 2.21 - Construcdo da ideia de Lambert

b=t
= intervalo de tempo
Ay para a massa, m,
mover-se de P, para P5
PZ
m
P1
T2
b1
¢
0o M x
F F

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

A diferenca do tempo ¢y — t; é uma das grandezas medidas. Equagoes (2.239) e
(2.240) representam a dindmica do movimento. Voltando a geometria da dérbita

mostrada na figura (2.21), podemos escrever as seguintes equagoes para ri,ry e C':

r1 = a(l — cosE) (2.241)
ry = a(l — cosEy) (2.242)

2 _ 2 _ SR YRR N 2
C* = a*(cosEy — cosEr)” + a*(1 — e*)(sinEy — sinkh) (2.243)

A equacao (2.243) pode ser derivada referindo-se a figura 2.20. Em termos de eixos

x e y do sistema de coordenadas, podemos escrever
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r=ae+ FD =acosE y=QDsinE = bsink (2.244)

porque na 2.20 pode-se ver que QD = BM. Em termos do sistema de ordenadas

no foco da elipse,

r—ae=FD = acosE — ae = a(cosE — e) (2.245)

O comprimento da corda que queremos pode ser derivado observando a figura
(2.21):

C? = (z1 — 22)* + (y1 — 12)° (2.246)

Usando (2.244) e (2.245), temos, de (2.246),

C? = a*(cosEy — cosEy)? + b*(sinEy — sink))? (2.247)

e, entao b = av/1 — €2, nés temos

C? = a*(cosEy — cosFy)* + a*(1 — €*)(sinFy — sink))? (2.248)

que ¢ idéntico a (2.243).

Tendo feito isso, podemos agora prosseguir com o restante da derivacao definindo

r1 e ry em termos dos angulos Fy e Ey. Usando equacoes (2.241) e (2.242), temos

r1+ 1y = a(l — ecosEy) + a(1 — ecosEs)

ou
1
r+1re=2al|l— 56 (cosFEy + cosEy)

Usando as formulas familiares de meio-angulo para funcoes trigonométricas, nos

pode escrever
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1 1
cosEy + cosEy = 2cos [2(E2 + El)] cos [Z(Eg — El)} (2.249)

entao

r 410 = 2a {1 — ecos B(Eg - El)} cos B(Ez — El)]} (2.250)

Esta equacao, juntamente com a expressao para o comprimento da corda C,

equagao (2.248), resulta de uma andlise da geometria da érbita eliptica.

Voltaremos agora aos relacionamentos dindmicos (isto é, dependentes do tempo)
para o restante da derivacdo. Das equagoes de Kepler em P; (2.239) e P (2.240),

podemos escrever

T
to —t1) = —
(2 1) 2T

[(Ey — Ey) — e(sinEy — sink))] (2.251)

e usando a férmula do angulo metade

(sinEy — sinEy) = 2cos B(EQ + El)] sin B(EQ — El)} (2.252)

nos podemos reescrever a equacgao de Kepler da seguinte forma:

(b — 1) = ; {(B, ~ 1) ~ 2esin B(E2 + )] cos B(E2 -m)]l o)

A equagao (2.253) representa a quantidade medida a partir da dindmica do
sistema, isto é, o asterdide, cometa ou nave espacial em movimento. As
quantidades garantidas da geometria da elipse da equagao (2.234) sdo para a soma
de r1 e ry e a equagao (2.248) para o comprimento da corda C. O ultimo também

pode ser reescrito usando as formulas de meio-angulo

C? = 4a’sin? B(E2 - El)} {1 — Pcos? B(E2 - El)} } (2.254)

As Equagoes (2.254), (2.253) e (2.250) agora podem ser resolvidas para mostrar a

teorema. O que queremos fazer é eliminar as anomalias excéntricas E; e Ey porque
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sao construgoes. O objetivo ¢é escrever a diferenca de tempo t5 — t5, em termos das
quantidades medidas r1, 75 e C. Para simplificar as expressoes, fazemos a seguinte

mudanca de variaveis

T = ecos B(EQ - El)] y = ;(E2 — Fy) (2.255)

Usando estes, podemos reescrever as equagoes (2.253), (2.250) e (2.254) como

segue abaixos:

T
to —t; = %(Qy — 2xsiny) (2.256)
r + 1o = 2a(1 — xcosy) (2.257)
C? = 4a’sin’y(1 — 2?) (2.258)

Agora precisamos eliminar as quantidades x e y das equacoes acima. Das Equagoes
(2.257) e (2.258), podemos escrever

P+ 7o+ C = 2a (1= zcosy + V1 — asiny) (2.259)
r+re—C=2a (1 —xcosy — V1 — J;2Siny) (2.260)

Uma nova mudanca de varidavel permite uma solucao

T = cos B(a + 5)] y = ;(oz ’) (2.261)

para que possamos reescrever as equagoes (2.259) e (2.260) da seguinte forma:
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ri+ra+C = 2a {1 — cos B(a + ﬁ)} cos B(a - 6)} + sin Bm + M sin BW - @} }
(2.262)

ri+ro—C = 2a {1 — cos B(a + 5)] cos [1(04 — 6)} — sin {1(a + 5)] sin {1(a — B)]}

2 2 2
(2.263)
Agora aplicamos as seguintes férmulas de meio-angulo:
1 1 1 1
cos [(Oz + 5)} cos {(a - B)] = —cosa + —cosf (2.264)
2 2 2 2
e
.1 .1 1 1
sin [(04 + [)’)} sin [(04 — ﬂ)} = —cosf} + =cosa (2.265)
2 2 2 2
Usando essas férmulas nas equagoes (2.262) e (2.263), obtemos
o (1
r+ 1o+ C = 2a(1l — cosa) = 4asin (204) (2.266)
e
o (1
r1+ 12— C = 2a(1l — cosp) = 4asin (25> (2.267)
Reescrevendo a equagio (2.256) em termos das varidveis o e 5 definidas em
equagoes (2.261), temos
tr—t1 = o {(a = 8) — 2c08 [+ §)] sin [5(a - B)]} (2.269)
2=t =1 (a cos | 7 (a sin | 5 (@ :
e aplicando a formula do meio-angulo,
1 11 : :
2cos [2(04 + B)} sin [2(04 - 6)} = sina — sinf (2.269)

nos podemos escrever
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bty = 27;[(04 _ ) — (sina — sinB)] (2.270)

onde na equagao (2.270) os parametros a e p sdo definidos como segue das
equagoes (2.266) e (2.267):

1/2
Sing _ ; (W> (2.271)
a
© 1/2
1 - C
sing =3 (”J”;) (2.272)

A partir das relagoes que foram derivadas aqui, pode-se ver que o intervalo de
tempo ty — t; depende de a,r; +r9 e C. A equagdo (2.270) é chamada de teorema
de Lambert junto com as defini¢oes de a e P nas equagoes (2.271) e (2.272).
Assim como no caso da equagao de Kepler, o teorema de Lambert é uma equacao
transcendental. Portanto, técnicas iterativas devem ser aplicadas para resolver os

parametros da érbita no caso geral.

Uma aplicacao simples do teorema de Lambert é quando assumimos que em P; na

figura (2.21) a anomalia verdadeira f ¢ zero e em P estd 7. No caso
r=a(l —e) (2.273)

ry =a(l —e*) =p (2.274)
e o comprimento do acorde C' é dado como

C=a(l—e)V2+ 2e+ e? (2.275)

A partir dessas equagoes, podemos avaliar o e 3 para substituicdo no teorema de
Lambert (2.270). Quando essa manipulacao é realizada, temos, o intervalo de

tempo,

T
to —t = oy (arccose —eV1— 62) (2.276)

™
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Assim, temos duas equagoes, (2.275) e (2.276), a partir das quais podemos
determinar os parametros orbitais. Mais uma vez, eles devem ser resolvidos

numericamente porque (2.276) é uma equagao transcendental.

Uma formulacao semelhante pode ser derivada para érbitas hiperbdlicas. Os
parametros iniciais é a soma das distancias radiais, o comprimento da corda e o

semieixo maior da hipérbole. As distancias radiais da equagao (2.197) sao

r1 = a(ecoshF) — 1) (2.277)

ro = a(ecoshFy — 1) (2.278)

Os termos sin (%) e sin (g) usados para o problema eliptico agora sao as fungoes

hiperbodlicas correspondentes:

.Y 1(7’1+T‘2+C>1/2
—=—(— 2.279
sing = o - ( )
¢ 1/2
X ) 1 N+ T — C
= — 2.280
sing = 5 ( . ) ( )
A equagao de Kepler para érbitas hiperbolicas [equagao 2.199)] torna-se
27 ) .
?<t2 —t1) = e(sinhFy — sinhFy) — (Fy — F) (2.281)
e o comprimento do acorde agora pode ser escrito como
C = a[(coshFy — coshFy)? + (e* — 1)(sinhFy — sinhF})**/? (2.282)
O teorema de Lambert para orbitas hiperbdlicas torna-se
2 ) .
?(tg —t1) = sinhy — sinhd — (y — 9) (2.283)

O teorema de Lambert para orbitas parabdlicas foi dado por Newton e por Euler.

A derivagao é direta e faz uso do fato de que uma parabola pode ser considerada
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como uma elipse “esticada” para a qual o semieixo maior a torna-se infinito.
Portanto, é possivel usar pequenos dngulos para aproximagoes de a e 3, o que

elimina os termos transcendentais em equagao (2.270).

As equagoes (2.271) e (2.272) agora podem ser escritas como

e 1(r1+7’2+0>1/2 o
sin— = - | ——— ~ —
2 2 a 9
1/2
o~ <T1+T2+C> (2.284)
a
e
- ﬁ_1<ﬁ+rz—0)”zwﬁ
My =3 a ¥
—C 1/2
B~ (7«1+7§) (2.285)

As equagoes (2.284) e (2.285) agora podem ser usadas para avaliar a expressao
para Teorema de Lambert, (2.270). Para fazer isso, é necessario usar o proximo

termo nas expansoes de sina e sinf3. Caso contrario, um resultado nulo é obtido:

1
sine = o — 6044 (2.286)

‘ 1
sinf = — 6*84 (2.287)

Substituindo as expressoes (2.286) e (2.287) na equagao (2.270) resulta

T Oé3 3

ou, reorganizando os termos e usando as expressoes (2.284) e (2.285),

ty—t = (2.289)

T [<T1+T2+0)3/2_ <T1+T2—O>3/21

a a

Finalmente, uma vez que uma Orbita parabdlica tem um periodo ”infinito” 7" e um
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periodo finito semieixo maior a, podemos usar a terceira lei de Kepler para chegar

ao resultado final, reconhecendo que a razao

rt_ 1 (2.200)
orad’?  JGM '

permanece constante, nado importa o quao esticada a elipse se torne. Assim, o

diferenca de tempo na equacao (2.290) torna-se

tg—tlz

[(r1 + 12+ )32 — (ry + 75 — C)*/?] (2.291)

1
6vVGM

O sinal do segundo termo torna-se positivo se o angulo entre r; e ro é maior que

180°, e é negativo, conforme dado na equagao (2.284), quando fo — f; < 180°

Em conclusao, notamos que o teorema de Lambert também pode ser usado para
determinar o raio de curvatura da érbita e, desta forma, encontrar se um planeta é

superior ou inferior, isto é, se a Terra ou o planeta estd mais préximo do sol.
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2.6 O Problema dos Trés Corpos e Estabilidade do Sistema Solar

A defini¢ao basica e original do problema dos trés corpos é dado por trés pontos de
massas (ou simetria esférica de corpos) que se atraem gravitacionalmente em um

determinado conjunto de condigoes iniciais.

Além da exposi¢ao do problema, podemos dizer que a mocao ocorre em trés
dimensoes, e nao ha restri¢cdes para as massas, as posicoes e as velocidades iniciais.
Sem realmente escrever as equagoes do movimento, podemos esperar trés equagoes
diferenciais de segunda ordem para os trés vetores de posicao dos trés corpos,
formando um sistema 2 x 3 x 3 = 18. A energia é conservada uma vez que é um
sistema conservador, o momento angular é conservado uma vez que nao ha
momentos atuando e o centro de massa dos trés corpos se movem com velocidade
constante. Nao ¢é dificil escrever as equagoes de movimento para o problema geral
de trés corpos. Uma vez as equagoes estao disponiveis, as integrais de energia,
momento angular e o movimento do centro de massa podem ser derivados. Os
métodos usados para fazer isso sdo as mesmas apresentadas nas subsegoes
anteriores. Essas 1integrais) sao suficientes para resolver o problema de dois corpos,
mas nao sao suficientes para o problema de trés corpos, porque ha muitas variaveis

que devem ser consideradas para resolver o problema.

Isaac Newton foi uma das primeiras pessoas a investigar o problema de trés corpos
formados pelo Sol, Terra e Lua. Mais tarde, ele lembrou que "minha cabega nunca
doeu, mas com meus estudos da Lua”, porque o a matematica envolvida era muito
dificil. Ele também reclamou que pensar no problema o mantinha acordado a
noite. Apesar dessas aflicoes, Newton foi finalmente capaz de desenvolver métodos
para calcular o movimento do perigeu da 6rbita da Lua dentro de 8% do valor

observado (1687).

Seguindo Newton, varios matematicos proeminentes atacaram o problema fazendo
aproximagcoes que permitiam solu¢oes matematicas ifechadasy. Em 1760, Leonhard
Euler desenvolveu solugoes para um caso especial do problema de trés corpos em
que dois dos trés corpos sao fixados no espaco e o terceiro se move em seu campo
gravitacional. Este problema pode ser resolvido por fungoes elipticas, e é ttil
porque, entre outras coisas, esta aproximacao pode muito bem representar o
movimento de uma nave espacial Apollo no campo gravitacional da Terra e da
Lua. Em 1772, Euler também propos o uso de um sinddico rotativo, sistema de
coordenadas para aproximar, por exemplo, o movimento quase circular da Lua em

torno da Terra. Isso permite aproximagoes mais precisas do movimento dos corpos
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no campo gravitacional da Terra e da Lua. Essas ideias foram generalizadas no que
¢ chamado de problema restrito de trés corpos. Neste caso geral, dois dos trés
corpos tém uma massa muito maior que a do terceiro corpo. Como resultado, o
movimento das duas massas maiores nao serao influenciadas pelo terceiro corpo,
mas os corpos maiores governarao o movimento do corpo menor. Um bom exemplo
de importancia pratica imediata é o sistema que consiste na Terra, Lua, e uma
sonda espacial viajando em uma trajetoria lunar. As massas dos 6rgaos

participantes estao aproximadamente na propor¢ao
mp :mamy, ~100:1: 107"

onde mp, my e m, sao as massas da Terra, da Lua e de 6.000 kg sonda. Se as
forcas forem calculadas, podemos ver que o efeito da sonda na Terra é de 16 ordens
de magnitude menor que o efeito da Lua na Terra. Além disso, o efeito da Terra na
Lua é de 16 ordens de magnitude maior do que o efeito da sonda na lua. Podemos
continuar essas avaliagoes de forga relativa (usando apenas efeitos de dois corpos) e
encontrar o efeito da Terra e da Lua na sonda enquanto ela viaja da Terra a Lua.
Quando estd nas proximidades da Terra, o efeito da Lua pode ser negligenciado,
uma vez que é o mesmo da Terra. Quando o sonda esta perto da Lua, o efeito da

Terra é maior do que o efeito da Lua.

Se 0 modelo do problema restrito for aplicado a uma grande "Sonda”, como para a
Lua influenciada pela Terra e pelo Sol, a Lua tem 107! ordens de magnitude
negligenciada, tornando-se 1072, Portanto, o problema restrito deve ser usado

apenas como uma primeira aproximagcao para estabelecer a orbita da Lua.

A ideia essencial do problema restrito é que podemos separar o movimento dos
dois grandes corpos (muitas vezes chamados de primarios) e resolver este problema
de dois corpos primeiro, sem considerar o terceiro corpo menor. Depois o problema
de dois corpos é resolvido, investigamos o movimento do corpo menor (conhecido)
no campo gravitacional dos dois grandes corpos. Em muitos problemas de interesse
na dindmica do espago, as primérias movem-se em circulos aproximados (Terra e
Lua, Sol e Jupiter, etc.). Isso resulta na forma mais simples do problema,

conhecida como problema circular restrito de trés corpos.

E importante reconhecer que o problema 1restritoj de trés corpos esta intimamente
relacionado a teoria das perturbacoes. De modo que é possivel calcular pequenas
mudancas no comportamento de um sistema de corpo duplo usando o movimento

de dois corpos como uma primeira aproximacao e calculando as pequenas
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mudangas no movimento devido a um terceiro corpo, ou outra pequena
perturbacao. No problema restrito de trés corpos, consideramos dois grandes
corpos fixos um em relagao ao outro, isto é, os de primeira ordem e, em seguida, o
movimento do terceiro corpo "pequeno” no campo gravitacional dos outros dois

COTrpOS.

No final da década de 1770, o ilustre matematico francés Joseph Louis Lagrange se
dedicou ao tratamento do problema restrito dos trés corpos. Quando as primarias
se movem em circulos, ele descobriu que existem cinco pontos no plano de seu
movimento onde o as forcas que atuam em uma sonda sao equilibradas. Essas
forcas gravitacionais de atragoes das grandes massas na sonda e a forca centrifuga
agindo na sonda girando com os primarios. Este sistema giratério é conhecido
como sistema sinddico, no qual as primarias sao fixadas. Em um fixo sistema
inercial denominado sistema sideral, as primarias se movem em circulos. Trés dos
pontos de equilibrio estao localizadas na linha que conecta as primarias e dois
pontos formam triangulos equildteros com as primarias. Os trés pontos colineares
sao instaveis e os dois pontos triangulares sao estaveis para pequenas proporcoes
de massa. Isso significa que se forcas externas estao agindo na sonda, que é
colocada em qualquer um dos pontos de equilibrio colinear, a sonda partira. Uma
sonda colocada nos pontos triangulares ira entrar em equilibrio invés de escapar,
desde que a propor¢ao de massa dos priméarios seja menor que 0,0385. Os pontos
triangulares, portanto, também sdo chamados de pontos de libera¢ao. (A libragao é
um movimento oscilatério em torno de um ponto de equilibrio.) Por causa de seu
descobridor, os pontos de equilibrio também sdao conhecidos como pontos de
Lagrange. A condi¢ao de estabilidade dos pontos triangulares (isto é, a pequena
propor¢ao de massa dos primérios) é satisfeita para sistemas de interesse na
dinamica espacial. Por exemplo, para o sistema Terra-Lua, o o valor do parametro
de massa é 0,012. A instabilidade das localizagoes colineares pode ser
contrabalancada por sistemas de propulsao de manutencao de estagao. A figura
(2.22) mostra as localizagoes dos cinco pontos de equilibrio para o Sistema

Terra-Lua.

Alguns dos valores numéricos que descrevem este sistema sao

mp = 5.97 x 10**kg  my = 7.35 x 10%kg

EM = 3844 x 10°%km OFE ~0.012 x EM
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Figura 2.22 - Localizacdo dos pontos de equilibrio no problema restrito de trés corpos.
L4

w=266%107°
rad/sec
Ly L2 L3

Ls
Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

O primeiro e o segundo pontos de calibracao colineares (L; e Lo) estao localizados
em 16 % da distancia Terra-Lua, e o terceiro (L3) é aproximadamente simétrico a

localizacao da Lua. Para os pontos triangulares, temos

ELy=MLy=FEL;=ML;s;=FEM

Para deixar claro como esses pontos de equilibrio sdo criados, a figura (2.23)
mostra os equipotenciais gravitacionais que ilustram como os chamados pontos de
Lagrange surgem. Este diagrama mostra uma maneira de exibir os campos
gravitacionais combinados de dois objetos massivos. Cada linha representa um
contorno equipotencial, ao longo do qual um pequeno objeto sentiria a mesma
forca total. O mapa de contorno resultante serve como um mapa topogréfico,
mostrando "colinas” e "vales” no campo de forca. Qualquer pequeno objeto neste

campo sentird uma forga puxando-o na dire¢do de "descida”.

A diferenca basica e importante entre os problemas de dois e trés corpos é que o

primeiro é integravel, mas o tltimo nao. O conceito um tanto complicado de
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Figura 2.23 - Mapa de contorno para os pontos de Lagrange

Moon

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

integrabilidade esta associado aos nomes de H. Bruns (1887) e Henri Poincare
(1890), e geralmente se refere a disponibilidade de solugoes analiticas geralmente
validas. Para qualquer conjunto de condigoes iniciais, podemos prever o
comportamento quantitativo e qualitativo do problema de dois corpos. Este nao é
o caso do problema de trés corpos. Se uma solucao analitica é desejada para um
determinado conjunto de condicoes iniciais para o problema dos trés corpos, esta
solugao é geralmente expressa por série infinita. Se a série convergir por qualquer
periodo de tempo, temos um solucao analitica para um determinado conjunto de
condigoes iniciais. Mudando a condigao inicial, a solu¢ao pode mudar
completamente e as séries podem divergir. Essa solu¢ao, consequentemente, nao
tem validade geral. Além disso, solugoes dadas por séries infinitas (mesmo quando
convergem) nao oferecem uma imagem qualitativa. Para o problema de dois
corpos, as condi¢oes iniciais vai nos dizer a natureza qualitativa da solugao, como o
tipo de oOrbita os corpos seguirao: circulares, elipticos, parabdlicos ou hiperbélicos.
Isso é nao é o caso do problema de trés corpos, onde as propriedades qualitativas

da solugao geralmente nao sao conhecidas.

Outra representacao do conceito de integrabilidade é que o sistema tem um
nimero suficiente de invariantes véalidas e relagdes independentes (integrais) entre
as variaveis para que as soluc¢oes analiticas possam ser obtidas. A ideia de

integrabilidade nao é simples e ndao pertencem a um livro introdutério, no entanto,
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sua importancia justifica a breve descri¢do acima.

Como nota adicional, o leitor é lembrado de dois conceitos, ja mencionados, de
algum interesse. Em primeiro lugar, recorde-se que a dependéncia temporal das
variaveis na soluc¢ao do problema de dois corpos nao pode ser expressa por fungoes
de forma fechada, como fica claro pela equacao de Kepler. Esse fato nao significa
que esse problema nao seja integravel. A segunda observacao esta relacionada a
capacidade de resolu¢ao de um problema dinamico versus sua integrabilidade. Que
pode significar uma solugao especial obtida por integracao numérica, valida por um
determinado tempo. Essas solucoes, de fato, existem e podem ser obtidas para o
problema de trés corpos. Como com o passar do tempo, a solucao especial perdera
sua precisao e validade. Nao é assim para o problema de dois corpos. Se as
condicoes iniciais indicarem um solucgao eliptica, os dois corpos participantes

permanecerao em seus orbita para sempre.

A prova de Henri Poincaré de que o problema geral de trés corpos interagindo por
meio de forgas gravitacionais nao tem solucao matematica "fechada” foi apenas o
primeiro passo. O que foi realmente importante é que ele se perguntou quais
afirmagoes podem ser feitas sobre o movimento do sistema mesmo que nao existam
solucoes analiticas. Ao empregar o conceito de espaco de fase, Poincaré desenvolveu
um engenhoso método para rastrear o comportamento do problema de trés corpos
para muitas razoes de massa e condic¢oes iniciais diferentes. Ao realizar esses
calculos, ele fez a surpreendente descoberta que ja mencionamos brevemente. Para
um determinado conjunto de condigoes iniciais, os trés corpos (representados por
seu "movimento” no espago de fase) executa um movimento periédico, que pode
ser previsto para sempre pelas equagoes diferenciais governantes. Para um conjunto
ligeiramente diferente de condig¢Oes iniciais, no entanto, a trajetéria resultante pode
ser muito diferente. As vezes, o novo conjunto de condicdes iniciais produziu uma
trajetoria que era previsivel pelas equagoes governantes. Nas outras vezes, a
trajetoria calculada por Poincaré representava um comportamento “cadtico” que
nao poderia ser previsto pelas equagoes originais. Ele era portanto, confrontado
com o paradoxo de que um sistema como os trés corpos interagindo através de um
campo gravitacional podem ser representados por um conjunto completamente
deterministico de equagoes (equagoes gravitacionais de Newton, neste caso), mas

que em certos casos o comportamento do sistema nao poderia ser previsto.

Um simples experimento mental pode ser usado para ilustrar isto. Imagine uma

haste rigida presa a uma barra com um rolamento sem atrito. Quando em repouso,
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a haste pende verticalmente, mas quando a extremidade inferior recebe um
empurro, a haste comeca a se mover. Se o impulso inicial confere uma velocidade
angular a haste abaixo de um certo valor critico, ela oscilard como um péndulo.
Acima desse valor critico, ele ird "ultrapassar o topo” e girar em torno do
rolamento. A diferenca entre as condigoes iniciais, ou seja, o impulso inicial, que
leva a dois resultados totalmente diferentes, pode ser muito pequena. Se a haste for
substituida por uma corda com um peso na ponta, entao existe uma terceira
possibilidade. Além do movimento e rotacao do péndulo, existem valores do
impulso inicial para os quais a velocidade é tal que a forga centrifuga é muito
pequena para manter a tensao na corda quando o peso estd préximo ao topo do
circulo. Portanto, o peso cai e o a corda o interrompe quando é esticado
novamente. O movimento subsequente é nao previsivel, mas bastante cadtico. As
propriedades do problema de trés corpos que descrevemos sao caracteristicas de

todos os sistemas governados por equagoes nao lineares,

Devemos usar o oscilador harmonico simples novamente para descrever nos termos
mais elementares o que acontece no caso de dinamica nao linear. O resultado
fundamental da aplicacao de computadores de alta velocidade a solugao de
equacoes diferenciais nao lineares é o que Poincaré ja havia vislumbrado em seus
primeiros trabalhos sobre o problema dos trés corpos. Pode ser afirmado da
seguinte forma: Equagoes diferenciais nao lineares do tipo que estamos
considerando aqui sdo deterministicos. Isso significa que eles expressam uma
relacao definida entre as variaveis. Existem duas classes de solugoes de tais
equacgoes. Uma, chamada de solugbes especiais, tem expressoes de forma fechada,
como a solugao das equacoes para oérbitas elipticas e hiperbdlicas no caso do
problema de dois corpos. No entanto, existe outra classe de solugoes que nao
permite uma previsao precisa do comportamento do sistema. Em suma, essas
solugoes satisfazem as equacoes, mas eles nao sao determinados e, como vimos,
essas solugoes dependem da sensibilidade nas condigoes iniciais que sao impostas

ao sistema.

O oscilador harmonico linear é o sistema dinamico mais simples. Isto é regido pela
equacao
2

d“x

e leva a oscilagoes sinusoidais, conforme mostrado na figura (2.24). Uma massa em
uma mola em um campo gravitacional se comporta como um oscilador harmoénico

linear. Se em vez da distancia versus tempo ou descri¢ao da série temporal
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mostrada em no diagrama, adotarmos o espago de fase com distancia ao longo de
um eixo e velocidade ao longo do outro, entao o oscilador harmonico linear
descreve um circulo como mostrado na . Este circulo é chamado de diagrama de
espaco de fase do movimento. Se um termo dissipativo for adicionado a equacao
(2.22), entao se parece com isso:

d*x

dx

Figura 2.24 - Tlustragoes para oscilador harménico
ax A

—_W

Ay
-

(a) Oscilagao sinoidal. (b) Diagrama de fase de uma oscilagéo sinoidal.

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

O resultado desse movimento é mostrado nas figuras (2.6). A fase do diagrama de
espaco do oscilador amortecido as vezes é chamado de atrator, porque o
movimento faz com que o ponto no espaco de fase a medida que se move seja

atraidos para a origem do sistema de coordenadas.

Essa mesma ideia também pode ser aplicada a movimentos nao lineares. Tome,

para exemplo, a equagao nao linear

Az dx 3
W‘i‘k%—i‘x = Bcost

Também podemos representar graficamente uma série temporal para esta equacao

que é mais complicada do que a série temporal para movimento harmonico linear.
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Um exemplo é mostrado na figura (2.6). Em vez de movimento circular, agora
vemos o diagrama mais complexo, mas o que ¢ interessante ¢ que o movimento no
espaco de fase tem uma ”ordem” muito definida. Ao invés de mover-se
aleatoriamente no espaco de fase, o ponto que descreve o comportamento dinamico
do sistema executa érbitas especificas. Estas érbitas nunca fecham-se, uma vez que
o movimento nao é periédico, mas eles tém um padrao bem definido. Além disso, o
padrao depende de como o movimento foi iniciado. Em outras palavras, depende

das condicgoes iniciais impostas na equagao.

Figura 2.25 - Ilustracoes para oscilador amortecido

d
J =4

= B

(a) Oscilagao de um sistema amortecido. (b) Diagrama de fase de um oscilador amorte-
cido.

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Edward Lorenz, que foi um dos primeiros a estudar equagoes nao lineares em
computadores poderosos, chamados de atratores estranhos a esses padroes, e sao os
atratores estranhos que parecem indicar que existe, de fato, um ordem subjacente
nos movimentos caoticos de sistemas nao lineares. O que Lorenz descobrir, ao
explorar o espaco de solucao de equagoes nao lineares, que existe um nivel de
ordem que pode ser demonstrado que apenas depois que a capacidade de realizar
um grande nimero de calculos numéricos estava em maos, Lorenz mostrou que as
condicoes iniciais do problema definiam um espaco de solucio para as equagoes
que exibiam padroes bastante regulares. Outra maneira de dizer isso é que o
espaco de fase ocupado pelas solugoes do sistema era bastante limitado e exibia um

padrao regular, dependendo de como o céalculo foi iniciado. Lorenz chamou essas
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regularidades no espaco de solucao da equacao de estranhos atratores em torno dos
quais as solugoes do sistema dindmico nao linear que ele estava considerando

pareciam congregar.

O aparecimento dessas novas 1regularidadesj, alias, desmente a afirmacgao de que os
computadores sao apenas ferramentas, ou auxilios computacionais. O fato é que
novos e genuinos insights cientificos podem surgir de cdlculos em grande escala,
porque nos permitem explorar o espacgo de solucao de um sistema nao linear que
nunca foi capaz de fazer antes. Se olharmos para o trabalho de Johannes Kepler
300 anos atras, nao deveriamos nos surpreender. Quando Kepler cuidadosamente
usou as observagoes de Tycho Brahe da érbita de Marte para derivar as leis do
movimento do planeta, ele realmente demonstrou a importancia da computacao
fisica! E verdade que as licdes mais importantes precisam ser reaprendidas de vez

em quando.

X+kx+x’=Bcost k=0.05,B=7.5 Unique chaotic attractor dx/dt A
unlmiununun“m,.
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(c) Séries temporais de uma resposta de estado (d) Trajetoria cadtica de estado estaciondrio no
estacionario. plano de fase (z, dt) do equagao diferencial néo

linear < dtg +0.4(%) — z + 2® = 0.4sent. Este
comportamento é tlplco de tais equagoes nao li-
neares que tém atratores complexos deste Gen-
til.

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Voltaremos agora ao problema dos trés corpos e mostraremos como é relacionadas
com a estabilidade do sistema solar. Seguindo o trabalho de Poincaré no problema
dos trés corpos, muitas pessoas trabalharam para estabelecer a regiao do espacgo de

parametros para um determinado problema em que existiam solugoes fechadas
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bem definidas e aquelas para as quais nao existiam. No decorrer desse trabalho,
descobriu-se que havia solugoes caodticas para o problema dos trés corpos em que
um dos corpos adquiriu velocidade suficiente para escapar dos outros dois. Isso
acontece mesmo quando a energia total de o sistema de trés corpos é negativo. O
proprio Poincaré estava, é claro, ciente que isso poderia acontecer, e foi esse
fendbmeno que chamou sua atencao para o problema da 1estabilidade) do sistema

solar.

Se um sistema de trés corpos com energia total negativa "ejeta” um dos corpos,
pode-se dizer que ¢é instavel. O que a palavra instavel significa neste caso é que o
estado final do sistema (dois corpos orbitando um ao outro e um terceiro
infinitamente distante) é qualitativamente diferente do estado inicial (trés corpos
movendo-se em seus campos gravitacionais mituos). Poincaré, portanto, decidiu

revisitar o problema de provar que a energia solar o sistema ¢é estavel.

No inicio do século X IX, Pierre Simon de Laplace usou a teoria da perturbacao
para mostrar que o sistema solar é estavel. O que ele fez foi tratar o sistema solar
como um problema de muitos corpos em que nao apenas a a¢ao do Sol nos
planetas, mas também os efeitos que os planetas tém sobre uns aos outros foram

considerados.

Ele queria mostrar que quaisquer mudancas no movimento dos planetas devido a
essas perturbagoes nao levou a divergéncias seculares (ou seja, "ejecoes” de
planetas no sistema solar). Desde a maior parte das perturbagoes causadas por um
planeta em outro sao de natureza periddica, Laplace desenvolveu solugoes usando
expansoes da série Fourier. Ele conseguiu mostrar que, para as perturbagoes que
considerou, as 6rbitas dos planetas, em uma boa aproximagao, nao seriam
significativamente alterados. Poincaré estudou o trabalho de Laplace e descobriu
que algumas das séries as expansoes que Laplace havia usado nao eram
absolutamente convergentes. Portanto, a conclusao de Laplace de que as 6rbitas
planetarias ndo mudam substancialmente e, portanto, que o sistema solar é estavel

nao era garantido.

A questao do que "estavel” significa em um sistema tao complexo como o sistema
solar precisa ser examinado com mais cuidado. Uma defini¢do, como no caso do
problema dos trés corpos, pode ser a exigéncia de que o sistema solar nao ejete um
planeta principal. Recentemente, maquinas de integra¢cdo numérica muito
poderosas foram construidas, programadas para integrar as equagoes diferenciais

detalhadas que descrevem o sistema solar. Usando essas maquinas, foi
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Figura 2.26 - Trajetoria cadtica de estado estacionario no plano de fase (z, ‘fl—f) da equacao

diferencial nao linear % +0.4(dx/dt) — x + 23 = 0,4sent. Este comporta-
mento é tipico de tais equacdes nao lineares que tém atratores complexos.

Time Serles

il
et WY 11

Strange Attractor

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

demonstrado que os nove planetas principais executam excursoes menores em
torno de suas orbitas atuais, mas nao ha indicacao de que a érbita de qualquer
planeta ganha energia suficiente para ser ejetada. Nem ha qualquer indicacao de
uma grande mudanga nos parametros orbitais de qualquer um dos planetas. Como
a vida 1util estimada do Sol é de cerca de 10 bilhoes de anos e a idade do sistema
solar é de cerca de 4,5 bilhoes de anos, mais tempo de integracao no é necessario
para mostrar que o sistema solar é estavel durante toda a vida ttil do Sol. Algum
trabalho foi feito ja isso indica que se os planetas principais do sistema solar
exibem instabilidades, entao as taxas de crescimento sao muito longas, 20-40
bilhoes de anos. Este trabalho foi feito por Jack Wisdom e seus associados no

Instituto de Tecnologia da Califérnia.

Existem, é claro, outras maneiras de definir estabilidade. Alguém poderia, por por
exemplo, procurar evidéncias de movimento cadtico no sistema solar, e se um

exemplo ¢é encontrado, entao talvez se possa ampliar a definicdo de estabilidade
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para incluir fendmenos que sao caracteristicos do movimento cadtico. Um exemplo
intrigante é o caso dos asterdides que cruzam a Terra. A grande maioria dos cerca
de 5.000 asterodides conhecidos executa quase érbitas circulares a uma distancia
média de cerca de 2,5a.u. do sol. Um pequeno ntimero, no entanto, estao em
6rbitas suficientemente excéntricas para que eles realmente passam algum tempo
dentro da érbita da Terra, dai o termo Travessia da Terra. Em 1857, Kirkwood
propOs uma possivel explicacao para esta observacao. Ele examinou
cuidadosamente as 6rbitas de cerca de 50 grandes asterdides e descobriu que
asterdides com periodos que apresentam uma simples relacao fracionaria com a
6rbita de Jupiter (por exemplo, 3 para 1, 5 para 2, 7 para 3, e 2 para 1) estao

faltando. Essas sdo as chamadas lacunas de Kirkwood.

Figura 2.27 - As localizagbes do Sol, Marte, Jupiter e aproximadamente 5.000 asterdides
em um momento no tempo. A maioria dos asterdides orbita o Sol em um
cinturao de 1,5a.u. entre as Orbitas de Marte e Jupiter. (Cortesia de S.
Ferraz-Mello, Universidade de Sdo Paulo.)

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

Asterdides com periodos tendo relagoes fracionarias simples com o periodo de
Jupiter experimentarad uma perturbacao de suas érbitas sempre na mesma posicao
na orbita. Kirkwood conjecturou que o efeito acumulativo dessas perturbacoes
eram grandes o suficiente para lancar esses asterdides em altas érbitas excéntricas
ao redor do sol. Em 1981, usando os métodos da teoria do caos, Jack Wisdom
mostrou que a conjectura de Kirkwood estava correta. Desse modo, podemos dizer
que a influéncia de Jupiter cria um movimento caético em um certo asterdide que

leva a uma instabilidade nessa orbita que faz com que ele assuma um que é
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qualitativamente diferente. (Cerca de 5000 asterdides como observado em um
momento no tempo ¢ mostrado na figura (2.27).) Pode-se ver que alguns se movem
dentro da érbita de Marte, e cerca de meia duzia destes estao na verdade dentro da

orbita da Terra.

Ha um caso estabelecido de movimento cadtico no sistema solar que foi
demonstrado por observacao direta e esse é o movimento de queda de um dos
satélites de Saturno, Hyperion. Acontece que este satélite nao é esfericamente
simétrico. Portanto, conforme ele tomba, a intensidade da luz refletida do satélite

muda.

Figura 2.28 - Imagens capturadas pela espagonave Voyager 2 fornecem trés diferentes vis-
tas da forma irregular de Hyperion (cortesia da NASA /Jet Propulsion La-
boratério.)

Fonte: (SZEBEHELY; HANS, 1998)

O sistema solar é estavel? O que mostramos é que nao hé umas resposta simples a
esta pergunta. Nao ha prova matematica formal, nem método fechado que fornece
uma resposta sim ou nao. Aproximacoes numéricas usando um modelo que contém
a maioria das principais interagoes entre os planetas acima e além da influéncia do
Sol mostram que grandes instabilidades, se existirem, tém periodos de crescimento
muito longos. Ao mesmo tempo, o sistema solar é muito complexo, com centenas
de milhares de corpos menores orbitando ao redor do sol. Foi demonstrado que
algumas dessas orbitas as vezes se tornam caoticas e, portanto, instaveis. O sistema

solar é incrivelmente complexo e rico em novos problemas a serem descobertos.
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3 RESULTADOS E CONCLUSOES

Neste projeto exploramos principalmente o problema dos dois corpos, a partir do
livro Adventures in Celestial Mechanics dos autores Victor G. Szebehely e Hans
Marks (SZEBEHELY; HANS, 1998). De modo que fosse possivel compreender as
bases e formula¢des para um problema mais simples e que ja foi visto por diversos
estudiosos da area. Conforme exposto no desenvolvimento do projeto, o problema
dos dois corpos foi muito bem estruturado e resolvido por Newton, ou seja,
significa que conseguimos prever o movimento dos corpos interagindo através da
forca gravitacional. Com base nestes resultados, foi possivel definir algumas

contantes do movimento e estabelecer relacoes de energia de um sistema.

O problema de dois corpos pode ser resolvido sem muita dificuldade por equagoes
simples, no entanto, o problema de trés corpos nao tem uma solugao analitica.
Todas as solugoes encontradas foram obtidos de resultados aproximados. Ja um
caso especial para esse problema é o conhecido Problema Restrito dos trés corpos,
onde matematicos como Euler e Henri Poincaré se propuseram a estudar tal
problema. No caso do problema restrito dos trés corpos existem os famosos pontos
de Lagrange que sao posicoes de equilibrio no espago, descoberto por Joseph-Louis
em 1772. Este resultado tem uma significativa contribuicao para a astronomia, ja
que nos possibilita posicionar satélites estrategicamente de acordo com a

estabilidade de cada ponto.

Finalmente, como possivel contribuicao para o projeto em trabalhos futuros
sugere-se o aprofundamento do problema dos trés corpos, além de desenvolvimento
do simulagoes que auxiliarao na visualizagao de aplicagoes reais e de um melhor

entendimento dos resultados obtidos.
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