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RESUMO

O presente projeto estudou os aspectos da matematica, fisica tedrica e astrofisica
de buracos negros, bem como dois outros espagos-tempos ditos “exdticos”: buracos
de minhoca e warp drives com simetria esférica. Os buracos negros de: Schwarzs-
child, Reissner-Nordstrom, Kerr e Kerr-Newman formam entao solugoes de vacuo e
cletro-vacuo das equacgoes de campo de Einstein; respectivamente sdo buracos negros,
neutros, com carga elétrica, com rotacio, com rotagio e carga elétrica. A andlise de
trajetorias tipo-luz ao redor de buracos negros foi feita, a fim de estudar o comporta-
mento de particulas ndo-massivas nestes espacos curvos, posteriormente tal analise
foi empregada no estudo das “sombras” buracos de minhoca, discutindo entdo os
efeitos da carga elétrica no formato da chamada fotosfera. Além disso, foi estudado
o mecanismo de Blandford-Znajek; Em especial, o projeto estudou as sombras de
buracos de minhoca com carga elétrica, que configurou um resultado inédito dentro
da area da fisica relativistica.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Buracos Negros. Buracos de Minhoca. Processo
Blandford-Znajek. Jatos relativisticos.



INTRODUCTION TO BLACK HOLE PHYSICS AND TO SOME
EXOTIC SOLUTIONS OF GENERAL RELATIVITY

ABSTRACT

The present project investigated aspects of mathematics, theoretical physics, and as-
trophysics related to black holes, as well as two other so-called "exotic" spacetimes:
wormholes and spherically symmetric warp drives. The black holes of Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom, Kerr, and Kerr-Newman then form solutions of vacuum and
electro-vacuum of Einstein’s field equations; respectively, they are black holes, neu-
tral ones, with electric charge, with rotation, and with both rotation and electric
charge. The analysis of light trajectories around black holes was conducted in order
to study the behavior of massless particles in these curved spaces. Subsequently,
this analysis was applied to the study of wormhole "shadows," discussing the ef-
fects of electric charge on the shape of the so-called photosphere. Additionally, the
Blandford-Znajek mechanism was studied; In particular, the project investigated the
shadows of charged wormholes, which constituted a novel result within the field of
relativistic physics.

Keywords: General Relativity. Black Holes. Wormholes. Blandford-Znajek Process.
Relativistic Jets.
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1 INTRODUGCAO

A gravitagdo de Newton pode ser resumida em(THORNE et al., 1973):

V20, = 47Gpyy. (1.1)

Onde @, é o potencial gravitacional e p,, a densidade de massa que gera o potencial.
Sendo assim, distribui¢des de massa geram modifica¢des no campo escalar, por con-
seguinte um campo gravitacional movimenta a distribuicdo de massa. Do ponto de
vista relativistico, a distribuicdo de matéria p,, é generalizada pelo chamado tensor

energia-momento T,,,. E ainda mais, a divergéncia deste tensor ¢ de tal sorte que:

v, " = 0. (1.2)

Logo, usando a proriedade da divergéncia do tensor energia-momento e do tensor de
Einstein, tem-se que G, = kT},,. A constante de proporcionalidade foi descoberta
quando analisou-se o limite newtoniano. E entao, as famosas Equagdes de Campo
de Einstein tomam a forma usual(CARROLL, 2019):

8rG
GHV - 7Tuy. (13)
As equacgoes agora sdo covariantes e compativeis com a relatividade, bem como
descrevem a interagfo gravitacional. Contudo seu contetido mais fundamental ainda

¢ 0 mesmo: a curvatura do espaco-tempo modifica a matéria, e a matéria influencia

e curva no espago-tempo.

A classe de solucGes que satisfazem as equagoes de Einstein na forma:

G =0 (1.4)

Sao chamadas de solugdes de vdacuo. Os Buracos Negros, tema central do projetom
sao solugdes que satisfazem as equagoes acima(FROLOV; ZELNIKOV, 2011). Ainda
mais, os buracos de minhoca também constituem solugdes das equagoes de Einstein,

para o caso em que a matéria é dada como um fluido perfeito:



G
G =5 (0 + Pt + v, ) (L5)

O presente relatério lida entdo com a andlise da astrofisica e geometria das solugoes
de vacuo e de fluido perfeito da relatividade geral, dentro do contexto de buracos
negros ¢ buracos de minhoca(FROLOV; ZELNIKOV, 2011), (VISSER, 1996).

Precisamente, o estudo que segue trata principalmente da dindmica do movimento
geodésico das trajetorias de luz nos espagos-tempos de kerr e de buracos de minhoca
carregados. Geodésicas sdo curvas tais que, quando procuramos a curva que minimiza
o funcional(THORNE et al., 1973):

: dat dad
= [\[)gi;——=—adn, 1.
s / 9y an P (16)

obtém-se justamente,

2 .k ]
Ao, (1.7)

WEL= e v T

onde A é um paramentro afim.

A interpretagdo fisica mais concreta, a equagao geodésica é uma generalizagido para
espaco-curvos da Primeira Lei de Newton. Pois, se os simbolos de Christoffel forem
nulos, temos justamente a equacao classica da segunda lei de Newton. Ainda mais,

quando impomos o auto-paralelismo, vemos que:

P d?zF  , dtdad

4+ I —— =0, 1.8
dt? Tdt dt (18)
onde agora o parametro afim é o tempo t. Logo, a principal interpretacdo de uma

geodésica é: a trajetoria livre de forcas.

Especificamente, em buracos negros e buracos de minhoca, trajtorias de luz podem
orbitar o objeto compacto em Orbitas fechas, gerando entao a érbita de fétons e a
fotoesfera. O principal resultado deste projeto foi a anélise da érbita de fétons nos

buracos de minhoca carregados, conjuntamente com a andlise geodésica.



2 BURACOS NEGROS
2.1 Solucgoes Esféricamente Simétricas
2.1.1 Buracos Negros de Schwarzschild

Em 1916 Karl Schwarzschild(SCHWARZSCHILD, 1916) conseguiu resolver analiti-
camente as Equagbes de Campo de Einstein no vacuo, para uma geometria esté-
tica,esfericamente simétrica, sem momentum angular ¢ sem carga clétrica ¢ mag-
nética. Essa geometria revelou entdo qual deveria ser o aspecto do espago-tempo
exterior de um corpo esférico, tal como uma estrela ou um planeta. A métrica de

Schwarzschild é entao:

2GM 2GMN\ 1
d32:7<1f G )Cthu(k ¢ ) dr? 4+ r2(d6? + sin?(0)dg?)  (2.1)

c3r c2r

Onde G ¢ a constante gravitacional de Newton e M pode ser interpretada como
a massa. Nota-se que quando r — oo a métrica de Schwarzschild torna-se igual a
métrica de Minkowski, isto ¢, a métrica ¢é assintoticamente plana. Isso significa que

0 espaco-tempo é plano uma distancia afastada da fonte de curvatura.
2.1.2 Buracos Negros de Reissner-Nordstrom

E possivel ainda adicionar o campo eletromagnético nas equacoes de campo de
Einstein. Ao fazer tal consideraciao, chaga-se duas outras solugées que geram buracos
negros: a solugio de Reissner-Nordstrom(CARROLL, 2019) e a solugio de Kerr-
Newman.Respectivamente a solucdo estatica com carga elétrica e magnética e a

solugdo com momentum angular com carga elétrica e magnética.

Sendo assim, as equagoes de campo consideram um tensor energia-momentum nao

nulo dado por:

1
Ty = FuyF,7 — ZQWF%FW& (2.2)

Onde F},, é o Tensor Eletromagnético dado por:



0 —E;/Jc —E,/Jc —E./c

E./c 0 —-B, -B,
FH’Y =

Ex/C Bz 0 7Bz

E./c -B, B, 0

Logo, as equagoes de campo de Einstein ficam:

1
G = Y E, B,

v T 79w
(,4 Y 4#

E;F" (2.3)

A primeira solugao que envolve o campo eletromagnético e as equagoes de campo de
Einstein, é a solu¢do de Reissner-Nordstrom. Essa solugdo é uma solugdo estatica e
esfericamente simétrica, e por conta do tensor energia momentum ser nao nulo mas
nao envolver nenhum outro campo além do eletromagnético, essa solugdo pode ser

chamada de solucado de Fletrovdcuo.

A métrica de Reissner-Nordstrom é!:

ds? = —Xdt? + X7 dr? + r3(d6? + sin®(6)do?) (2.4)

Onde

r 72

- _ (1 _2GM N G(Q2+P2)>
e () é a carga elétrica e P a carga magnética.
2.2 Solugdes Axisimétricas
2.2.1 Buracos Negros de Kerr

Em 1963, Roy Kerr encontrou uma solugao das equacdes de campo de Einstein para
uma simetria nao mais esférica, mas sim axial( KERR, 1963). Essa solucao introduz
o momentum angular nos corpos esféricos modelados pela métrica de Schwarzschild.

Essa métrica chama-se métrica de Kerr e é dada por:

2GM 2G Marsin?(0
d32:—<1— G T)dtQ—G(msm()[dtdqb+d¢>dt]+

p? p?

leom ¢ =1



0 sin®(0)

+ Adr2 + p?d6* + 7 (r? + a*)? — a*Asin*(0)|do? (2.6)
Onde A e p sdo as seguintes fungoes
A(r) =r* — 2GMr + @ (2.7)
p*(r,0) = r* + a*cos*(0) (2.8)
a= % (2.9)

Onde J é o momentum angular
2.2.2 Buracos Negros de Kerr-Newman

A solugdo de Kerr-Newman, é aquela que define um buraco negro com rotagao e

carga elétrica e magnética(CARROLL, 2019),(FROLOV; ZELNIKOV, 2011):
ds? = —Fdf* — G(dtdaﬁ + d¢dt)+

sin?(0)

e

Q
A

+-dr? + p*do* + {(r2 +a*)? — azAsm2(6)}d¢2 (2.10)
Onde A e p sdo as seguintes fungoes :

_2GMr - G(Q* +P?)

F=1 2 (2.11)
Ir— 2 | P2y, in?
o= 2GMr — G(Q 2—!— P?)asin*(0) (2.12)
P
A(r) =1"—2GMr — G(Q* + P?) + d® (2.13)



p*(r,0) = r* + a*cos* () (2.14)

(2.15)

=)~

Onde J é o momentum angular.
2.2.3 Horizontes de Eventos e Singularidades no Espaco-Tempo de Kerr

A rotacdo no espaco-tempo introduz modificagdes nas regides préximas aos bu-
racos negros de Kerr, notadamente, a rotagdo introduz dois horizontes de even-

tos(FROLOV; ZELNIKOV, 2011):

A=0 = rp =MEVM?*-a (2.16)

Onde r, é o horizonte de eventos externo e r_ o horizonte de eventos interno.
Ainda mais, a mera rotagdo modifica a topologia da singularidade pontual para

uma geometria anelar:

p* =1 +ad’cos’(0) =0 = . (2.17)

Sendo assim, a singularidade ocorre sempre que r =0 e 6 = 7.

Devido a rotacao do espago-tempo, mais estrutura é adicionada ao redor dos buracos
negros, como foi visto acima. Contudo, uma das regides mais importantes para a
astrofisica é a chamada ergoregido. A ergoregiao é uma regidao que, dada uma familia
de observadores neste dominio, tais observadores serdo obrigados a co-rotacionar com
o buraco negro, nao podendo portanto contra-rotaciona-lo. Tal regido é dada pela

equacao(FROLOV; ZELNIKOV, 2011):

Tergo = M + vV M? — a?cos?6. (2.18)



Contudo, para o presente projeto, o fato mais importante que a ergoregiao instaura é

a possibilidade de extracao de energia rotacional via o chamado processo de Penrose.
2.3 Dindmica Orbital de Geodésicas Tipo-Luz no Espago-Tempo de Kerr

Para geodésicas nulas na métrica de Kerr, existem duas quantidades conservadas:
a energia por unidade de massa em repouso £ ¢ o momento angular azimutal por
unidade de massa em repouso L. Usando as quantidades conservadas, as equagoes

de movimento para geodésicas nulas podem ser escritas de forma mais compacta:

E(r*+a®) —al

i= X : (2.19)
2 _ o2 %
P =g A4 (2.20)
0% = L% — a2E% cos? 6, (2.21)
. a€(r*+ad®) - L
¢= Asin? 0 (222)

2.4 Astrofisica de Buracos Negros
2.4.1 Processo Blandford-Znajek

O processo Blandford-Znajek (BZ) pressupoe uma magnetosfera estaciondria e axi-
almente simétrica - composta por um campo eletromagnético e um plasma altamente
condutor - ao redor de um buraco negro em rotagao. A energia do campo eletromag-
nético é grande em comparacdo com a densidade de massa de repouso do plasma
em todos os lugares, exceto proximo ao plano equatorial, onde a matéria entra em
acrecdo em um disco de alta densidade. Assumimos a configuracdo de divisdo de
monopolo, onde o disco é considerado como uma folha de corrente, ¢ as linhas do
campo magnético sao consideradas assintoticamente radiais a medida que cruzam
esferas distantes do buraco negro. Fora do disco, o campo eletromagnético implica
a condigao de livre de forgas(BLANDFORD.D.R.; R., 1977):

FJ" =0 (2.23)

onde F), ¢é o tensor de Faraday do campo eletromagnético, e J” = V ' é o
quadrivetor de corrente. O disco aparece como uma descontinuidade para o campo
cletromagnético, e as linhas do campo magnético cruzam o plano equatorial apenas

através do buraco negro central. O fluxo total de energia do campo eletromagnético



extraido do buraco negro, também conhecido como poténcia BZ, é(J, 2022):

w/2
P=47r/
JO

Onde Q e [ sao fungdes do campo 1 o campo poloidal. O processo BZ descreve a

Joe

Qs — QI)? “"W] do. (2.24)

extragdo de energia rotacional de um buraco negro em rotagdo por meio da interagdo
entre o campo magnético do buraco negro e um plasma circundante. Nesse processo,
o0 campo magnético "amarra'parte do plasma proximo ao buraco negro, criando um
poderoso gerador de energia que extrai e libera parte da energia rotacional do buraco

negro na forma de jatos relativisticos de matéria e radiacao.



3 SOLUCOES EXOTICAS
3.1 Buracos de Minhoca com Carga Elétrica

A solugao dos buracos de minhoca carregados é dada tal como(S; H., 2001):

0?2 1 .
d82 = — (1 + ﬁ dt2 + mdr2 + 7"'2 (d62 + Szn2(9)d¢2> . (31)

E as equagoes de estrutura do buraco de minhoca, tais como(NETO M. PéREZ;

PELLE, 2023):
o(r) 1{”(7') ¢ } . (32)

8| 12 74

U(r)——;r{bg)—Q(l—b(:)) q’fﬁ’“) +(f42}. (33)

1= ] (122 [+ o T Koy et
+<I>’:r') - ?j] } (3.4)

Onde p(r) ¢ a densidade de energia, o(r) é a tensdo e p(r) a pressao. A anélise foi

feita, considerando entao a funcao de forma:

_ %

, .

b(r) (3.5)

Quando ) = 0, a solugdo descreve um buraco de minhoca transitavel neutro, e
quando b(r) = 0, a geometria do espago-tempo corresponde a solugdo Reissner-
Nordstrom sem massa. A garganta do wormhole é§(NETO M. PEREZ; PELLE, 2023):

1- 242 —q, (3.6)

que nos leva a:

Notemos que a coordenada r é definida no dominio r € (—oo0,—4/b3 — Q? U

[+1/08 — Q?, +0).



4 RESULTADOS
4.1 Sombras de Buracos de Minhoca Carregados

Utilizando as trajetérias tipo-luz mostramos como o anel de fétons é projetado no
céu. Para esse fim, introduzimos coordenadas celestes que sao definidas como(NETO
M. PéREZ; PELLE, 2023):

TO—0Q

: . do
=1 — rgsinfy— 4.1
a im ( rosin Odr> , (4.1)

and
do
_1; 2
ﬁ - r(l)llgcl)o (rodr> ’ (42)

onde rg ¢é a coordenada de posicao do observador remoto e 6y ¢ o d&ngulo de inclinagao
entre o eixo de simetria do buraco de minhoca e a diregao para o observador distante.

Usando as equagGes geodésicas, obtemos

d¢ £esc?(0) (43)
dr — ep /1 _ % @ ’ '
TorEY1-3+% fﬁ—%
— &2 csc?(0
w_ 1— & oactd) . (4.4)

dr b, Q2 1 7
PEVI=-S 4 e e
75+1

Then, expressions (4.3) e (4.4) ficam,

a= lim <— , § eselfo) ) , (4.5)

r0—00 b2 2 1
1-%5 49 L
ooy L T
"o
2 2
. 1 — &2 cse?(bp)
= lim . (4.6)
moe \ TR e 1y
Rt eEn T

K

Entao,

a = —¢&csc(fo) (4.7)

B =\/n—&%csc(0o) . (4.8)

11



Logo, o locus do anel de fétons S do buraco de minhoca, é dado tal como

S(a, B) =1 a® + B2, (4.9)
e (8- @)
2 b2 _ Q2
R 5 R N U
(0.8 =0 = [ = (410)

Os resultados obtidos com a analise geodésica no espaco-tempo de buracos de mi-

nhoca carregados pode ser visto no seguinte grafico:

1.0f — Q=03 __ce-s-mn | L.0f == Q=04  c--e-en 1.0 — Q=07 _ .emm=-mn, |
P * @ g e "
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Figura 4.1 -

O principal resultado foi entao a Figura 4.1 que consistem na projecao do anel de
f6tons. Observamos que a medida que o valor da carga aumenta, o tamanho do anel
de fétons diminui, ou seja, o buraco de minhoca se torna mais compacto. No limite,
tem-se a destruicao do objeto compacto. Tal resultado foi publicado em, como um
resultado inédito para a fisica dos wormholes(NETO M. PéREZ; PELLE, 2023).
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5 PERSPECTIVAS E ANALISES FUTURAS

O estudo tedrico dos buracos negros foi feito, bem como a anélise de uma solugao
exética da relatividade geral: os buracos de minhoca carregados. Com o estudo do
mecanismo de Blandford-Znajek, bem como toda a geometria de Kerr, espera-se em
estudos futuros abordar questes de astrofisica observacional como a fonte OJ287,
um binario de buracos negros, ¢ a fenomenologia da interacao do disco de acrecao
com o buraco negro que orbita OJ287, a fim de aplicar a teoria desenvolvida. A
andlise posterior seré feita dentro do tratamento da andlise de dados, possivelmente

utilizando modelos ARMA e outras ferramentas para o estudo de séries temporais.
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6 CONCLUSOES

Este projeto abordou a matematica, fisica tedrica e astrofisica no contexto dos bu-
racos negros, bem como explorou um espago-tempo considerado "exdtico": o buraco
de minhoca carregado. As solugoes encontradas para os buracos negros - Schwarzs-
child, Reissner-Nordstréom, Kerr e Kerr-Newman - representam casos de vacuo e
eletro-vacuo das equacbes de campo de Einstein, caracterizados por propriedades
como neutralidade, carga elétrica, rotacdo e combinacoes destes.A andlise das tra-
jetérias de luz em torno dos buracos negros proporcionou o entendimento sobre
o comportamento das particulas ndo-massivas nesses espagos curvos. Esse enten-
dimento foi posteriormente aplicado na investigacdo das "sombras'dos buracos de
minhoca, permitindo a exploraciao dos efeitos da carga elétrica na conformacio da
fotosfera. O estudo do mecanismo de Blandford-Znajek resultou na férmula da po-
tencia que é emitida por esse mecanismo e conjuntamente com o estudo da geometria
de Kerr, mais sobre o panorama astrofisico de AGNs foi compreendido. Em parti-
cular, a pesquisa concentrou-se nas sombras de buracos de minhoca carregados, por
onde a carga influencia explicitamente no tamanho do buraco de minhoca, pois é
notavel que a sua fotosfera é a propria garganta. Por fim, o panorama elementar da
geometria e fisica dos buracos negros astrofisicos foi estudada, e em estudos futuros

0 projeto se concentrard em analisar fontes reais da astrofisica, notadamente O.J287.
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