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RESUMO

Um dos objetivos da análise de redes de transporte em uma cidade é encontrar manei-
ras de mensurar os impactos de um desastre e estes processos demandam alto custo
computacional. Existem diversas medidas que podem ser calculadas em uma rede de
estradas, sendo uma delas a sua comunicabilidade. Neste trabalho, utilizamos três
métodos diferentes para calcular o índice de comunicabilidade, denominados como
método “Série”, “Exponencial” e “Espectral”. Ao lidar com redes de estradas de
cidades inteiras, que possuem milhares de nós e arestas, faz necessário realizar uma
análise para compreender qual método reduz o tempo no cálculo da comunicabili-
dade da rede. Para conduzir este estudo, foi necessário desenvolver habilidades em
programação utilizando a linguagem Python, estudar Redes Complexas e entender
como elas modelam as redes de estradas. Obtivemos dados que demonstram que o
método mais eficiente em redes geradas aleatoriamente com 34 nós e 78 arestas é
o método “Série”. O tempo para que este método realize a medição da comunica-
bilidade da rede é aproximadamente 196 vezes menor que o tempo para o método
“Espectral” e 6 vezes menor para o método “Exponencial”. Este tempo é obtido
quando truncamos o método “Série” adicionando um novo limite superior chamado
k∗, cujo valor calculado para esta rede específica é 9. Ao fazer isto, estamos conside-
rando somente os passeios entre os nós da rede com tamanho de até 9 passos. Por
fim, será discutido as limitações de medir a comunicabilidade em redes de estradas
reais.
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ANALYSIS OF TRANSPORT AND CIRCULATION NETWORKS IN
THE CONTEXT OF SUSTAINABLE STRATEGIES FOR REGIONAL

DEVELOPMENT ON A METROPOLITAN SCALE

ABSTRACT

One of the objectives of analyzing transportation networks in a city is to find ways
to measure the impacts of a disaster, and these processes require high computational
costs. Several metrics can be calculated in a road network, communicability is one
of them. In this work, we employed three different methods to calculate the com-
municability index, referred to as the “Series” method, the “Exponential” method,
and the “Spectral” method. When dealing with entire cities road networks, which
consist of thousands of nodes and edges, it becomes necessary to perform an anal-
ysis to understand which methods reduce the time required for communicability
calculation in the network. To conduct this study, it was necessary to develop pro-
gramming skills using the Python language, study Complex Networks, and grasp
how they model road networks. We demonstrate data that demonstrates that the
most efficient method for randomly generated networks with 34 nodes and 78 edges
is the “Series” method. The time taken by this method to compute the communi-
cability of the network is approximately 196 times shorter than the time taken by
the “Spectral” method and 6 times shorter than the “Exponential” method. This
time is achieved when we truncate the “Series” method by introducing a new upper
limit called k∗, which is calculated to be 9 for this specific network. By doing so,
we are considering only walks between network nodes with a size of up to 9 steps.
Finally, the limitations of measuring communicability in real road networks will be
discussed. We finish by explaining the limitations of measuring communicability in
real roads networks.

Keywords: Complex Networks. Road Networks. Communicability. Computational
Cost. Python. Time.
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1 INTRODUÇÃO

O nascimento do corpo matemático por trás das redes complexas data do ano de
1735, quando o matemático suíço Leonhard Euler cria a Teoria de Grafos e oferece
uma solução matemática rigorosa para o quebra-cabeça da época, o Problema das
Pontes de Königsberg (BARABáSI, 2016). Este problema se baseia em responder se
é possível ou não atravessar as sete pontes da cidade sem repetir nenhuma delas.
A solução de Euler foi modelar a cidade em um grafo, onde cada região se tornou
um nó e cada ponte, uma aresta. Com isto, Euler solucionou o problema concluindo
que não era possível atravessar as sete pontes sem repetir nenhuma e, além disto,
descreveu que este tipo de evento só pode ocorrer quando há apenas duas regiões
com números ímpares de pontes (EULER, 1736).

Figura 1.1 - a) Mapa de Königsberg no tempo de Euler. b) Uma representação da região
em forma de grafo.

a) b)
Neste caso, Euler representou as regiões como pontos e as pontes, como arestas, gerando
a figura b).

Fonte: Sete pontes de Königsberg (2022)

Uma rede complexa é um grafo utilizado para representação de um sistema complexo.
Um sistema com esta classe possui alguns aspectos importantes como grande número
de constituintes, invariância por escala e exibição de propriedades coletivas (BESSA
et al., 2010). A informação em uma rede depende do do sistema complexo que a
rede representa. A figura 1.2 ilustra o enredo deste processo, onde há um sistema
complexo (rede de ruas de uma cidade) sendo representado por um grafo simples.

Conforme Estrada e Hatano (2008) apresenta, a informação em uma rede complexa
fluí por muitos outros caminhos diferente dos menores. Um bom argumento para
isto foi evidenciado no trabalho de Lima et al. (2016), o qual analisava rotas de
GPS de pessoas anônimas com seus carros e conclui que as rotas individuais não são
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Figura 1.2 - a) Imagem do mapa da região ao redor do Instituto Nacional de Pesquisas
Espaciais (INPE) de São José dos Campos - SP. b) A representação da região
em forma de grafo.

a) b)

Fonte: a)(GOOGLE. . . , ). b) (BOEING, 2017).

escolhidas pela otimização do caminho, mesmo pra viagens de diferentes escalas e
indivíduos.

O que nos motiva a realizar esta pesquisa é a otimização do cálculo deste “fluxo de
informação”, tal como sua aplicação em redes reais, onde a comunicabilidade deve
ser calculada em grafos direcionados.

1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho é analisar o comportamento de três métodos apresentados
no artigo (ESTRADA; HATANO, 2008) que fornecem a comunicabilidade de um
grafo simples, com a finalidade de diminuir o tempo deste processo. Outros objetivos
do projeto são, definir um comprimento limite no tamanho da caminhada, de modo
que a influência de passeios maiores que este limite seja tão menos impactante que
podem ser desconsiderados.

3



Figura 1.3 - a) Congestionamento no Rio de Janeiro causado pelo Rock in Rio. b) Rodovia
Rio-Santos completamente bloqueada por chuva forte.

a) b)

Fonte: a)(TRâNSITO. . . , 2022). b) (IMAGENS. . . , 2023)

2 MATERIAIS E MÉTODOS

Para analisar uma rede complexa precisamos definir formalmente alguns conceitos
fundamentais da teoria dos grafos usando a linguagem matemática. Neste capítulo
abordamos a teoria de grafos que será utilizada no cálculo das medidas. Após isto,
será explica-do a metodologia que consiste na análise temporal de códigos que for-
necem a comunicabilidade de uma rede complexa.

2.1 Teoria de Grafos

O grafo G é um par (V, E) onde V representa o conjunto de vértices e E o conjunto
de arestas de G (MOSLER, 2017). podem ter as seguintes propriedades:

• se E for simétrico, então G é um grafo não direcionado.

• se E não for anti-reflexivo então G não possui self-loops, em outras pala-
vras, não possui uma aresta que conectando o vértice a ele mesmo.

• se E não possui duas arestas conectando um mesmo par de vértices (i, j),
então G não é multigrafo.

Grafos que possuem o conjunto E simétrico, anti-reflexivo e não possui duas arestas
conectando o mesmo par de vértices são denominados grafos simples. O escopo desta
pesquisa é para este tipo de grafo.

Uma matriz de adjacência A é uma das formas de descrever matematicamente um
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Figura 2.1 - Grafo simples com vértices enumerados.

Fonte: Produção do autor.

grafo (BESSA et al., 2010). A representação de um grafo simples é feita por índices
0 ou 1, onde cada linha representa um nó e cada coluna, outro. Se houver uma
conexão entre o nó da linha p com o nó da coluna q, então o índice Apq terá o valor
de 1. Caso contrário, não houver conexão entre eles, o valor será 0. Assim, podemos
definir,

A =


0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0

 =

1, se há uma aresta;

0, caso não tenha;
= aij, (2.1)

Um passeio (ou caminhada) é uma sequência ordenada de arestas não necessaria-
mente distintas (MOSLER, 2017). Um caminho é um tipo especial de passeio. Para
este não podemos repetir uma aresta que já fez parte da caminhada. O comprimento
de um passeio é dado pelo número de arestas que o forma. Em termos matemáticos,
temos,

k =
N∑

i=1
(ui, vi) (2.2)
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onde k é o passeio, ui e vi são os vértices que formam aresta e k é o tamanho do
passeio. Um caminho possui todos os ui distintos.

Usando a definição de matriz adjacência, passeios e caminhos podemos descobrir
qual o número de caminhadas possíveis em uma rede calculando Ak, onde que apq

diz quantas caminhadas de comprimento N possui entre os vértices p e q.

2.2 Comunicabilidade

A comunicabilidade entre dois vértices p e q é calculada considerando todos as
caminhadas possíveis entre eles, fornecendo maior peso para as caminhadas com
comprimentos menores (ESTRADA et al., 2012). Com isto, Estrada e Hatano (2008)
define os índices da matriz de comunicabilidade,

Compq =
∞∑

k=0

(Ak)pq

k! (2.3)

= (eA)pq (2.4)

=
∞∑

j=1
ϕj(p)ϕj(q)eλj , (2.5)

o qual descreve como a informação flui entre os vértices p e q pelo valor de Compq.

A equação 2.3 utiliza a função fatorial para poder atribuir os maior peso aos passeios
menores e por isto termos maiores tem pouca contribuição ao valor total da série,
a equação 2.4 é uma consequência direta da anterior, utilizando série de Taylor de
funções matriciais e, a última, é encontrada aplicando decomposição espectral na
matriz de adjacência. Portanto, λj serão os autovalores associados aos autovetores
ϕj(p) na decomposição.

2.3 O custo temporal dos métodos

Para fazer esta análise de quanto um termo está impactando o resultado final da
série, visto que quanto maior comprimento do passeio menor será sua contribuição,
iremos realizar a média aritmética de cada índice Compq da matriz de comunicabi-
lidade caso a série contivesse n termos. Ou seja,

Compq =
∞∑

k=0

(Ak)pq

k! → Compq =
n∑

k=0

(Ak)pq

k! , (2.6)
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assim, para n = 5 e n = 10 teremos valores diferentes. A diferença entre as médias
< Com >n pode depender do tamanho da rede em questão. Uma rede maior pode
precisar de mais termos para que esta diferença seja desprezível. Ainda assim, existirá
um limite em que < Com >n ≃ < Com >m, com n < m. Com esta noção do
comportamento da série e do conceito deste k representar o comprimento do caminho
do passeio, vamos propor o índice de k∗ como sendo o número termos da série em
2.3, que atribuí um valor maior ou igual 95% a < Com >k∗ , quando relacionada
com o valor da média calculada pelos métodos 2.5 e 2.4

(< Com >)∗
série

(< Com >)referência

≥ 95% (2.7)

Figura 2.2 - Fluxograma de como é encontrado o índice k∗.

Fonte: Produção do Autor.

Para esta comparação utilizaremos redes geradas aleatoriamente, isto porquê nos
permite ter uma análise estatística dos dados.

A análise o custo computacional dos métodos será feito observando o tempo que
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cada um deles precisa para calcular a matriz de comunicabilidade. Faremos também
a média de um total de 20 medidas para diminuir a flutuação que pode ser gerada
pela sistema utilizado para rodar o código. Esta será a ferramenta crítica para julgar
o menor custo.

A biblioteca de funções NetworkX possui dois códigos prontos para os métodos 2.4
e 2.5 respectivamente. A equação 2.3 foi criada pelo nosso grupo de pesquisa e desta
maneira temos controle de quantos termos considerar da série infinita. O código
pode ser acessado pelo repositório online do GitHub1.

3 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Nosso propósito é entender o comportamento dos métodos através custo computa-
cional relativo ao tempo. Para isso, foi feito a medida de quanto tempo decorre para
cada um calcular a medida de comunicabilidade e, através da figura 3.2 podemos
observar como o tempo do método denominado “Série” (aplicação da equação 2.3)
aumenta de acordo com o número de termos k considerados em sua série. Os méto-
dos denominados “Exponencial” e “Espectral” são as aplicações das equações 2.4 e
2.5 respectivamente. Assim, podemos observar como as diferenças de tempo, entre
os métodos, diminui de acordo com o número de termos k do método em série.

Portanto notamos que o método “Série”, quando adotamos apenas k = 9 termos (o
que chamamos de k∗), o tempo do cálculo é aproximadamente 196 vezes menor que o
método Espectral, o que não é tão relevante se comparado ao método “Exponencial”,
mas ainda assim é cerca de 6 vezes menor.

O que pode ser um dos fatores do método “Exponencial” ter o menor tempo se
comparado ao “Espectral”, seja porquê ele usa uma função da biblioteca SciPy
para elevar o número de Euler e a uma matriz (que no nosso caso, é a matriz
de adjacência). Esta biblioteca é sobrescrita sobre a biblioteca NumPy e possui
diversas linguagens de programação como base, sendo algumas delas as linguagens C
e Fortran que fazem parte do grupo chamado Linguagem de Baixo Nível. Estes tipos
de linguagem são mais eficientes pois possuem seu nível de linguagem mais próximo
da linguagem entendida pela máquina (hardware). Já o método “Espectral” usa uma
função da biblioteca NumPy e esta não possui as otimizações feitas em álgebra linear
e processamento de sinais da SciPy.

1Repositório do GitHub: código.
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Figura 3.1 - Quanto tempo o método “Série” leva para calcular considerando o número
de termos k, juntamente com o tempo que os outros dois métodos demoram
para mesma tarefa.

Fonte: Produção do autor.

Na figura 3.2 podemos observar como o método em série se aproxima rapidamente
para o valor próximo da comunicabilidade de referência da rede, encontrando k∗

como sendo nono termo da série. Verificamos então que todos os demais passeios
com tamanho maior do que 9 compõem cerca de apenas 5% da comunicabilidade
total da rede. Como é uma quantidade pequena se comparada com o tempo ganho
caso continuasse considerando os demais passeios com comprimento maior que o de
k∗, propomos desconsiderar estes.

4 CONCLUSÕES

Apesar de suas diferenças de tempo para obter a comunicabilidade desta rede es-
pecífica, os valores aproximados são da ordem de 10−6 segundos. O que nos leva a
pensar o por que da busca por eficiência se o tempo já é pequeno. Apoiado neste
questão podemos argumentar que apesar do tempo relativamente curto, em mui-
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Figura 3.2 - Razão dada pela equação 2.7 considerando termos k.

Fonte: Produção do autor.

tos casos medimos um índice inúmeras vezes. A vulnerabilidade da rede é um bom
exemplo deste caso. Neste procedimento desejamos detectar qual o impacto que um
nó ou aresta causa na rede caso não pertença mais a mesma e esta medida é feito
calculando o índice antes da remoção (do nó ou da aresta) e logo após. Dependendo
do número de remoções e do tamanho da rede, o tempo para obter a medida pode
perdurar bastante.

O material deste estudo foi feito para uma rede simples e relativamente pequena
se comparada a uma rede que representa uma cidade. Portanto, um dos próximos
passos naturais desta pesquisa é aplicar os resultados da análise na medição do índice
de comunicabilidade na análise de redes de estradas reais em regiões metropolitanas.

Esta pesquisa abrange somente grafos simples. Um grafo simples representando uma
rede de estradas é análogo a fazer uma rede de estradas que sempre possui ruas
com dois sentidos, todas tem o mesmo número de faixas, caso contrário, as arestas
deveriam ter pesos ou ter mais de uma aresta ligando um mesmo par de vértices.
A extensão deste estudo para outros tipos de grafos será um próximo passo desta
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pesquisa.
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