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RESUMO

Os Satélites artificiais sdo empregados em diversas atividades, dentre as quais
podemos citar: exploracdo espacial, realizacao de experiéncias em ambiente de micro
gravidade, estudos geodindmicos, monitoramento do clima, etc. Deste modo, os satélites
artificiais permitiram deslocar o horizonte das observagdes para distancias néo
atingiveis do nosso planeta, mas para que as medidas feitas através de satélites possam
ser convenientemente utilizadas, € essencial que suas Orbitas e altitudes sejam
conhecidas, em cada instante, com precisfes adequadas as finalidades da misséo para a
qual o satélite foi planejado. Nasce dai a necessidade de construcao de teorias ou
métodos especiais, geralmente adaptados a especificas missdes. A partir de tal premissa,
neste presente trabalho, utilizando-se as equacgdes planetarias de Lagrange, sao
analisadas as variagdes de elementos orbitais de satélites lunares devido a distribuicdo
n&o uniforme de massa da Lua, considerando alguns coeficientes associados aos
harmonicos de ordem e grau menores que 9, para algumas condigdes iniciais. Solu¢bes
analiticas aproximadas sdo comparadas com a integracdo numérica das equacdes para
algumas simulac@es astrodindmicas, dentre os quais sdo realizados atravées de programas
elaborados em linguagem Python, para o célculo de variages dos elementos orbitais,
considerando-se modelos simplificados para as perturbagdes.

Palavras-chave: Satélites artificiais. Astrodindmicas. Satélites lunares.
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ARTIFICIAL SATELLITES ORBITS OF THE MOON CONSIDERING ITS
NON-UNIFORM MASS DISTRIBUTION

ABSTRACT

Artificial satellites are used in several activities, among which we can mention:
space exploration, carrying out experiments in a micro gravity environment,
geodynamic studies, climate monitoring, etc. Thereby, artificial satellites made it
possible to move the horizon of observations to distances not reachable from our planet,
but for these measurements made through satellites could be conveniently used, it is
essential that their orbits and altitudes are known, at all times, with precision. suited to
the purposes of the mission for which the satellite was designed for. Hence the need to
build theories or special methods, generally adapted to specific missions. Based on this
principle, in this present work, using Lagrange's planetary equations, the variations of
orbital elements of lunar satellites due to the non-uniform distribution of the Moon's
mass are analyzed, considering some coefficients associated with harmonics of order
and degree lower than 9 for some initial conditions. Approximated analytical solutions
are compared with the numerical integration of the equations for some astrodynamics
simulations, among which these are made through programs developed in Python
language, for the calculation of variations of the orbital elements, considering

simplified models for the perturbations.

Key words: Artificial satellites. Astrodynamics. Lunar satellites.
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1 INTRODUCAO

Os satélites artificiais permitiram deslocar o horizonte das observagdes para distancias
ndo atingiveis do nosso planeta e sdo empregados em diversas atividades e entre elas
podemos citar: exploracdo espacial, realizacdo de experiéncias em ambiente de micro
gravidade, estudos geodinamicos, monitoramento do clima, estudo da atmosfera e do

campo magnético terrestre, como elo em telecomunicacdes, aplicacGes militares, etc.

Satélites artificiais lunares comegaram a ser colocados em Orbita inicialmente na
década de 60 durante o periodo de Guerra Fria e a Corrida Espacial , mais precisamente
pela Unido Soviética em 31 de marco de 1966 dentro uma série de missdes lunares
denominadas Luna, quando langou o primeiro satélite artificial lunar chamado de Luna
10. Seguindo-se o sucesso da misséo, vérias outras foram feitas em sucessdo como as
missdes denominadas Chang’e realizadas pela China, e encontram-se ainda em
andamento com a missdo Chang’e 5. Existem mais paises que fazem missoes lunares, e
muitas delas envolvem satélites destinados a orbitar a lua por diversos motivos de
pesquisa, e isso desperta interesse e curiosidade em muitas areas académicas gerando

novas areas de pesquisas relacionadas.

Dentro de tal contexto, para que as medidas feitas através de satélites possam ser
convenientemente utilizadas, € essencial que suas 6rbitas e atitudes sejam conhecidas, em
cada instante, com precisfes adequadas as finalidades da missao para a qual o satélite foi
planejado. Nasce dai a necessidade de construcdo de teorias ou métodos especiais,

geralmente adaptados a especificas missoes.

Quando se estuda o potencial de um satélite artificial ao redor da Lua utilizando os
polindmios de Legendre, observa-se que a ordem de grandeza de alguns coeficientes
associados a ordem e grau dos polindmios ndo sdo hierarquicamente proporcionais a
ordem e grau dos polinémios. Por exemplo, diferente do caso da Terra, a ordem do
coeficiente associado ao C22 é apenas um décimo menor que o coeficiente associado ao
J2; também, como exemplo, a ordem de grandeza do coeficiente associado ao J9 é maior
que a ordem de grandeza do coeficiente associado ao J3. Isto faz com que o
comportamento do movimento orbital de satélites lunares, sob alguns aspectos, seja

diferente do comportamento do movimento orbital de satélites artificiais da Terra.



1.1 Objetivo

Este projeto possui como objetivo, utilizando-se as equacdes planetérias de Lagrange
e conceitos de mecanica celeste, analisar as variaces de elementos orbitais de satélites
lunares devido a distribuicdo ndo uniforme de massa da Lua, considerando alguns
coeficientes associados aos harmonicos de ordem e grau menores que 9, para algumas
condices iniciais. Solucdes analiticas aproximadas sdo comparadas com a integracdo
numérica das equacOes para algumas simulagdes realizadas inteiramente na linguagem

Python.

2 DESENVOLVIMENTO

Os conceitos iniciais para o entendimento e realizacdo deste trabalho comegam com o
problema de dois corpos, teoria da mecéanica geral relacionado aos movimentos

Keplerianos.

2.1 Problema de Dois Corpos

Dado um sistema inercial com coordenadas de origem 0, temos que se situam nos
pontos P, e P, dois pontos materiais de massas m,; e m,, respectivamente. De acordo com

a Lei de Newton, tais corpos se atraem de acordo com a equacéo:

P1—P;
73

E = - Gmlmz (21)

Onde G ¢ a constante gravitacional universal e r, médulo de T, é a distancia de P; e P;.

Deseja-se determinar 0 movimento de P1 e P2 e para isso temos as seguintes equacdes:

3 Gmym, P,-P
mlFl = - 1z L 2 (22)

myt, = — (2.3)



A partir destas, é formado um sistema de 6 equages diferenciais de segunda ordem,
ou 12 equagOes diferenciais de primeira ordem, o que demanda 12 constantes de
integracdo para a sua solucdo completa.

Temos que a equacdo vetorial que descreve tal movimento de P1 em relacdo a P2 se
da por:

ld
2

=
Il
[

S I

(2.4)

=

Sendo:

p=G(m; +m;,) (2.5)

Essas equacGes formam um sistema de ordem 6 que para resolvé-lo, é necessario

utilizar-se das integrais do centro de massa, para chegar entdo a equacéo final do raio:

P
" Trecosto-a) 29
Sendo:
c? 2
P=7=a(1—e) (2.7)
Assim como,
2EC
e = 7 -1 (2.8)

Note que r € uma equacdo de uma conica em coordenadas polares com P sendo o semi
latusrectum, a é o semieixo maior, e é a excentricidade da conica, (¢ — w) é o angulo

. 13
polar, e E e C sdo constantesem que C = 2@ e E = e 2_ £

r

Portanto, se E< 0 e e <1, a conica sera uma elipse e € a premissa para 0S parametros
trabalhados neste projeto.



Figura 2.1 - Sistema de coordenadas no problema de dois corpos.

Fonte: Kuga et al., 2008.

2.2 Elementos Orbitais Keplerianos

Em mecénica celeste hd um conjunto de 6 parametros que descrevem um movimento
orbital, chamados também de elementos orbitais keplerianos, dos quais se pode citar no
caso eliptico: o semieixo maior da Orbita (a), ou seja, a distancia do centro da elipse ao
periélio; excentricidade da orbita (e), que representa a razao entre a metade da distancia
entre os focos e o semieixo maior; a inclinacéo orbital (i) mede o angulo entre o plano de
referéncia e o plano orbital; o argumento do pericentro (») € o &ngulo medido no plano
orbital do corpo entre 0 nodo ascendente até o pericentro, correspondendo seu sentido de
rotacdo; a ascensdo reta do nodo ascendente (€2), ou longitude do nodo ascendente, € a
longitude ecliptica do nodo ascendente da oOrbita; e, por fim, a anomalia média (M) é a

conversdo para angulo da época de passagem do corpo pelo periastro.

Temos ainda que ‘a’, ‘e’ e ‘i’ sdo denominadas como variaveis métricas, ¢ ‘®’, ‘Q’ e

‘M’ como as variaveis angulares.



Figura 2.2 — Elementos orbitais de um corpo celeste.

P1

Fonte: Wikipedia, Elementos Orbitais.

2.3 Potencial Gravitacional

Seja um satélite artificial sob a forca de potencial gravitacional de um corpo central, e
que orbita um corpo com distribuicdo ndo uniforme de massa, considera-se a seguinte

expressao para o potencial gravitacional (Morando, 1974):

a0 n o n J fj
U=21-5 2% p (seng)+ 33 222% b (sengycosm(A-2,,) 2.9)
Ia s

r n=2 n=2 m=1

Em que p € a constante gravitacional, r representa a distancia entre o satélite e o centro
de massa do corpo com distribuicdo ndo uniforme de massa, Jn, Jnm ¢ An,m sdo
elementos do corpo central, ae € o raio equatorial do corpo central, os indices n e m
representam o grau e a ordem do polindmio associado de Legendre, Pn,m sdo o0s
polinémios associados de Legendre, e os angulos ¢ e A representam a latitude e a

longitude em angulos.

Abaixo estd representado trés exemplos de harmonicos em corpos esfericos, 0S

setoriais, 0s zonais e 0s tesserais. As harmdnicos zonais sdo polinémios de grau n, sendo



m = 0 e independentes da longitude A, os harmdnicos zonais dividem a esfera em setores
positivos e negativos e possuem 0S graus n = m, e 0S harmonicos tesserais possuem

funcBes cosmA e de grau 2m.

Figure 2.3 - Harmonicos Figure 2.4 - Harmonicos Figure 2.5 - Harmonicos
Setoriais. Zonais. Tesserais.

Fonte: Kuga et al., 2011. Fonte: Kuga et al., 2011. Fonte: Kuga et al., 2011.

Neste projeto, é utilizado os seguintes coeficientes zonais de J> a Js para a lua,
destacando-se também a importancia dos elementos J;, que ainda estd em

desenvolvimento, e do harménico setorial Cos.

Figura 2.4 - Harménicos Zonais e Setorial

Coefficients

I> +2.070 x 107*
I5 +4.900 x 107°
N +8.000 x 1077
T5 -3.600 x 107°
Te -1.100 x 107°

7 -2.870 x 107>
Cyp +2.447305 x 107>

Fonte: Carvalho et al. (2011)



2.4 Equacdes Planetarias de Lagrange

As equagdes planetérias de Lagrange permitem determinar a velocidade e a
localizacdo de um corpo celeste em uma Orbita, e sdo descritas em termos dos elementos

orbitais keplerianos mencionados anteriormente:

dt  naoM '
de _ —vi-e® 1-e? a_R 1-e? a_R (2.11)
dt  na?e dw na2edM '

di -1 OR cosi OR

dt  na2y1-e2senid? na?y1-e2senidw ( )
2 - Lk (2.13)
dt na?y1-e?seni 0L '
dw _ \/1—826_1? _ cosi oR (2.14)
dt ~ na2e de na?yJ1-e?seni 09I .
am _ 2 09R_1-e®0R (2.15)
dt nada na?e de '

~ A OR OR ~ . ~
As expressdes que contém — e —, neste caso, sdo denominadas de equagGes de curto

] ~ OR OR OR _OR 4 . ]
periodo, e as que contém —, —, —e o 540 denominadas de longo periodo. A proposta

dw' 9i’ de
deste projeto envolve apenas as equacdes de longo periodo, mas salienta-se a importancia
dos elementos equacionais de curto periodo para um estudo mais elaborado das

perturbacdes.



2.4.1 Funcgdes de Perturbacéo

Abaixo estéo as fungdes de perturbacdo em funcdo dos harmoénicos zonais J; a Je € do
harménico C», da lua utilizados ao longo desta pesquisa, obtidas a partir do artigo

cientifico Planetary Satellite Orbiters: Applications for the Moon (Carvalho et al., 2011):

1 2
(Rp) =—7 R} )

3 03
((RJ:,)> - _g RM J3m
3 2 (2.18)
= Ry J4n—
128 a?(1 —e2)7/2

" 2
(1— e2)3f2( 230, (2.16)

n? 4

(—4 + 557) sinw, (2.17)

x (10 €57 (757 — 6) cos(2w) — (3€* + 2)(35s; — 40s} + 8)),

5 5 nzsi e
((Rys)) = 756 Ry JSW (2.19)

x (14es7(9s7 — 8) cos(2w) + €*(—315s} + 448s7 — 144)
—24(21s} — 2857 + 8)) sinow,

5 6 n?
R = — R

x (—2(15¢* + 40e* + 8)(231s) — 378s;' + 168s7 — 16)
—63e*(115% — 10)s} cos(4w) + 210e*(e* +2)
x (33s) — 4857 + 16)s7 cos(2w)) ,

3 — n’
((RC?_Q)) = 5 R}%[ CQQW Sl;z cos(2(82 — ml‘)) (221)

(1—¢)

E necessario citar que a equagio para RJ7 estd em processo de desenvolvimento pelo
autor e, por RCz conter termos de curto periodo, ndo foi utilizado no processo de

desenvolvimento neste estudo.



2.5 VariagOes dos Elementos Angulares

As expressdes para a variagdo dos elementos angulares utilizadas como parametros
no desenvolvimento dos graficos mostrados durante os topicos seguintes foram
publicadas por B. Morando (1974):

@w=n,r+a, =

{n]{i:]? @[—%+%§cosziﬂt+a}0 (2.22)

Q=nyt +Q, =
2
—ng(ae} %écosi t+Q, (2.23)
a (l—e“) 2
M=nt+n,t+M,=
2 (2.24)
a 1 3 . 2\
nt+|3nJ,| = | (——+—cos"illl—e" )2 t+ M
] o dmali-e) o,

Em que n representa 0 movimento médio em graus por dia do corpo celeste, sendo
n= \/u a3, N, éovalor inicial da longitude no nodo ascendente, w, é o valor inicial
do argumento do pericentro e M, é o valor inicial da anomalia média. Todos os valores

das constantes utilizadas nos céalculos de tais equacdes, assim como os resultados obtidos,

estdo contidos nos Pardmetros 1 e 2 mostrados no topico a seguir.



2.6 Simulacdes e Resultados

Primeiramente, com as equagcdes das funcOes de perturbagdo anteriormente

mencionadas, um programa na linguagem Python foi elaborado para o célculo das

derivadas parciais de cada uma delas considerando cada harmonico zonal J; até Je. Note

que em RJ2 ndo h& a constante o e a, logo as derivadas de dRJ2/0w e ORJ/0a resultardo

em 0.

Resultado de 6R/éi para RJ2: 15 dois RaioL?in?
(1 . 62) 1.5

Resultado de AR/0e para RJ2:  0.75JdoisRaioL’en’ - (3i* —2)
B 2.5
(1-¢)

Resultado de OR/0w para RI3:  0.375JtresRaiolein® - (51 — 4) cos (w)

a(l _ 62)2.5

Resultado de OR/da paraRJ3:  0.375JtresRaiol ein’ - (5i —4) sin (w)

(12(1 _ 62)2.5

Resultado de 0R/01 para RJ3:

375JtresRaiolei’n® sin(w) 0.375JtresRaioL3en® - (5% — 4 sin (w)

a(l —62)2'5 a(l _82)2.5

Resultado de OR/0e para RJ3:

1.875JtresRaiol *e?in® - (51* —4) sin(w)  0.375JtresRaiolin® - (5% —4) sin (w)

(1(1—82)3‘5 (1(1—82)2‘5

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)



Resultado de OR/0w para RJ4:

046875 guatroRaioL*e*i*n® - (7i* — 6) sin 2uw) (2.31)

ﬁl(l _ 62)3.5

Resultado de OR/0a para RJ4:

0.0234375 quatroRaioLr? - (10832 - (78 — 6)cos (2w) — (3&® +2) (351 — 4012 + 8)) (2.32)
21—y

Resultado de 0R/0i para RJ4:

0.02343757guatroRaioL*n? - (1406° % cos (210) + 20621 (72 — 6) cos (2uw) + (—3&% —2) (140:° — 80i))
a(l - 62)3'5

(2.33)

Resultado de OR/0e para RJ4:

0.1640625JguatroRaio L en? - (1062 - (712 — 6] cos (2w) — (3% +2) (35i* — 4082 + 8))
a1 —53)4'5
0.0234375 JquatroRaioL*n® - (20ei* - (712 — 6) cos (2u0) — 6e (351 — 40 + 8))
al1-a)”

+

(2.34)

Resultado de OR/0w para RJ5:

0.646878 s Roiole'i*n? (B2 - 8) sin () sin () 0.01883128; RaoL ein® - (14eb2 - (0% — 8] cos (D) + e (3184 + 448 — 14d) — B044* + 6727 — 102) cos ()

+
63(1—82)4'5 ag(l_eg)-‘l.ﬁ

(2.35)



Resultado de 0R/0a para RJ5:

0.058503T5J; Reiolfein® - (14622 - (012 — &) cos (2w) + € (—315¢% 4 448:% — 144) — 5041* + 6721 — 192) sin [w)

(14(1 _ 82)4,5

(2.36)

Resultado de 0R/0i para RJS:

0.01953125Js RaioLPein? - (25222 cos (2w) 4 28e% (9:% — 8) cos (2w) + €2 (—1260:° + 8967) — 2016:% + 13445) sin (w)
0,3(1 _ 82)4,5
0.01953125J5 RotoLfen” - (14¢%” - (97° — 8) cos (2w) + € {—315¢* 4 448¢> — 144} — 5047* + 672¢> — 192} sin (w)
+

a*(1 —e2)*"

(2.37)

Resultado de 0R/0e para RJ5:

0.17578125Js RaioLf e*in? - (14e2i® - (93% — 8) cos (2w) + €2 (—315¢* + 448¢> — 144) — 5044* + 6724 — 192) sin (w)

(1 — 82)5,5

0.01953125Js RadoLf ein® - (28ei” - (94> — 8) cos (2w) + 2e (—315¢* 4 44812 — 144} sin (w)
+ (1 — 82)4,5

0.01953125.J; RoioLn? - (14e%? - (912 — 8) cos (2w) + €2 {—315¢* + 448:% — 144) — 5044* + 6724° — 192) sin (w)
+ (1 — 82)4,5

(2.38)

Resultado de OR/0w para RJ6:

0.0012207031257; Roiolfn? - (25244 - (1142 — 10) sin (4w) — 420622 (2 + 2) (33i* — 48i% + 16) sin (2w))

a1 — 82)5'5

(2.39)

Resultado de OR/0a para RJ6:



0.0048828125.J; RaioLn? (—63e** - (1142 — 10) cos (dw) + 2106232 (e 4 2) (33¢* — 48i% + 16) cos (2w)
+ (—30e* — 8062 — 16) (2314° — 378¢* + 168> — 16))

@5(1 _ 82)5,5

(2.40)

Resultado de 0R/0i para RJG6:

0.001220703125 s RuioLfn? (—13866%® cos (dw) — 252¢4* - (114% — 10) cos (dw) + 210€%:? (2 + 2 (1326 — 964) cos (2uw)
+ 420e% (22 + 2) (33i% — 4842 + 16) cos (2w) + (—30e* — 802% — 16) (1386:° — 15124 + 3364))

64(1 _ 62)5.5

(2.41)

Resultado de OR/0e para RJG6:

0013427734375, RadolPen? (—63eb? - (1142 — 10) cos (4w) + 21032 (&2 +2) (331* — 4842 4 16) cos (2w)
+ (—30et — B0E — 16) (2314° — 378 + 168:% — 16))
- ad(1 — )"
0.001220703125F, RadiolPn? (—252¢%% - (11i% — 10) cos (dw) 4 4205 - (3344 — 4847 4 16) cos (2uw) + 42064? (22 4+ 2) (334% — 48i% 4 16) cne
(2w) 4 (—120° — 160e) (231:% — 37844 + 168i% — 16)]

at(1 — e2)%

(2.42)

Apos calculadas as derivadas parciais das funcbes de perturbagdo, pdde-se completar
as equacOes de Lagrange (2.16) a (2.21) para cada harménico Jn como consta abaixo:

Equagdao de Lagrange d€Q/dt para J2: 1.5JdeisRaiel?in (2.43)
21—V sin ()

Equacdo de Lagrange de/dt para J2: 0.



Equacao de Lagrange dw/dt para J2:

1.57doisRaioL*incos (i) _ 0.75J/doisRaioL’n (3" -2} (2.44)
2(1 =) sinG) 2(1-¢e)"
Equacédo de Lagrange dM/dt para J2:  (75FdoisRaiol.’n (3i2 —2) (2.45)
+n

ag(l _82)1.5

Equacdo de Lagrange di/dt para J2: 0

Equacdo de Lagrange d€2/dt para J3:
3.75JtresRaiol*ei*n? sin (w) 0.375JtresRaioL*en® (5i*—4) sin (w) (2.46)

{1(1—82)2'5 9(1—82)2'5

a?n4/1 — e?8in (2)

Equacdo de Lagrange de/dt para J3:

0.375JtresRaiolin (5i2 — 4) cos (w) (2.47)

Equacdo de Lagrange dM/dt para J3:

1 5 LT JtresRaiol? e®in® [5i°—4) gin (w) 1,375 JtresRoiol in® (5 —4) gin [wr)
0.78Jtres RoioL ein (5’52 — 4) sin (] ( o ) B all—e?)™ B of1—e2)*?
Q(l _ 82)2.5

2

aCETE

(2.48)



Equacéo de Lagrange dw/dt para J3:

3.75TtresRaiol® ei?n? sin (1) 0.375JtresRaioL” enz‘(sz_ﬂf) sin (20) .
- — - — cos (¥)
a(l-& )~ a(l-&)"

a’ny/1 — el sin (i)
\/ﬁ ( 1.875 T tresRaioL® e2in? (5i2—4) sin (w)  0.375JtresRaiol®in?-(5:2—4) sin (w))
—_— e —_— —_—

al1-2)* a(1-2)®?
N (1-¢) (1-¢2)
a’en
(2.49)
Equacdo de Lagrange di/dt para J3:
0.375Jtres Roiol ein (5’322 — 4) cos (1) con (w) (2.50)

a*(1 — ¢2)*" sin (1)

Equacdo de Lagrange d€d/dt para J4:

0.0234375JquatroRaioL*n (140¢" i* cos (2t0) + 20e% i (7# — 6) cos 2wy + (-3¢ — 2) [140:° — 80i) )

a®(1- 82)4'0 sin ()

(2.51)

Equacdo de Lagrange de/dt para J4:

0.46875 guatroRatoLePn (712 — 6) sin (2u0) (2.52)

a?) (1 _ 82 )3.0

Equagdo de Lagrange dw/dt para J4:

0.0234375 7 quatro Rato L n (1406213 cos (2u0) + 20641 (712 — 6) cos (2uw) + (-3 — 2 (1406 — 8%) ) cos (1)
@ (1-&)" sin()

Yier

(o. 1640625 T g atvoR aioLt en® [ 106%% (188 6) coe (20— (367 42) (358 -0 +2)) + 00234375 T atroRaioL* n® (206 (76 —6) coe (2w -Ge( 351 -40:2 48] )
a(l—e’z)” a(l—e’z)‘ﬁ

@ en

+

(2.53)



Equacdo de Lagrange dM/dt para J4:

2 (—0.234375 T quatroRafo L e2 202 . (112 — 6) cos (2w) — (38 +2) (35 — 4072 +8))
an(1 —92)3'5

( 1 ez) (G. 1640625 Jqu atroRatoLt en® [ 10¢%F- (7% -6) cas (2e0)— (36742 (3504 -40248)) N 2.0234375 g atroRaioL*n? - (20 (757 -6) coe @w)—ee(ssf—wa%s)))

a(l—e’z)qj a(l—e’z)u

n—

P en

(2.54)

Equacdo de Lagrange di/dt para J4:

0.46875J quatroRaioL"e%*n (7i* — 6) sin (2w) cos (1) (2.55)

(1 =) sin(7)

Os graficos para comparacdo gerados seguem até o harménico J4, logo as equacdes de

Lagrange para J5 e J6 ndo serdo necessarios.

Apo6s o céalculo do periodo n e das variagdes dos elementos angulares, foram
considerados dois parametros para os calculos das integrais a partir das equacGes de
Lagrange, o pardmetro 1 considera a constante a; = raio da Lua + 50 km e a> = raio da

Lua +100km, assim como as excentricidades e1 = 0,01 e e>=0,02.

Temos que os parametros 1 sdo: n: 26,05130 rad/dia = 1492,629541 graus por dia,
Q: -0,25286, w: 0,60222, M: - 0,12313 e i: 30 graus. Assim, obteve-se 0s seguintes
graficos:

Figura 1 - Grafico da Anomalia Média com J2.
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Fonte: Producéo da autora.



Figure 1 - Grafico da Longitude no Nodo Ascendente com J2.
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Fonte: Producédo da autora.

Figure 2 - Grafico do Argumento do Perigeu com J2.
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Fonte: Producéo da autora.

Para os harmonicos zonais J3, obteve-se:



Figure 2.6 — Anomalia Média com J3.
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Figure 2.7 — Argumento do Perigeu com J3.
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Fonte: Producdo da autora.
Figure 2.8 — Excentricidade com J3.
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Figure 2.9 — Longitude do Nodo Ascendente com J3.
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Fonte: Producéo da autora.
Figure 2.10 - Inclinagdo com J3.
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Fonte: Producdo da autora.

Para os harmonicos zonais J4, temos:



Figure 2.11 — Anomalia Média com J4.
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Figure 2.12 — Argumento do Perigeu com J4.
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Figure 2.13 - Excentricidade com J4.
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Figure 2.14 - Inclina¢do com J4.
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Fonte: Producéo da autora.
Figure 2.15 — Longitude do Nodo Ascendente com J4.
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Em seguida, sabe-se que os pardmetros 2 obtidos sé&o n: 25,69440 rad/dia =
1472,180677 graus por dia, Q: -0,23615, w: 0,56242, M: -0,11488 e i: 30 graus. Deste

modo, obtemos:

Figure 2.16 - Anomalia Média com J2 para parametros 2.
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Fonte: Producéo da autora.

Figure 2.17 - Longitude do Nodo Ascendente com J2 para pardmetros 2.
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Figure 2.18 — Argumento do Perigeu com J2 para parametros 2.
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Fonte: Producéo da autora.

Figure 2.19 - Anomalia Média com J3 para parametros 2.
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Fonte: Producéo da autora.

Figure 2.20 - Argumento do Pericentro com J3 para pardmetros
2
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Figure 2.21 - Excentricidade com J3 para parametros 2.
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Figure 2.22 - Inclinagdo com J3 para pardmetros 2.
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Figure 2.23 - Longitude no Nodo Ascendente com J3 para parametros 2.
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Graus

Figure 2.24 - Anomalia Média com J4 para parametros 2.
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Figure 2.25 - Argumento do Pericentro com J4 para pardmetros 2.

Variacido dos elementos com |4

D -
=5000 1
—— Argumento do Perigeu

—10000
=15000 4

—20000 T T T T T T T T

o 25 50 75 100 125 150 175
Dias

Fonte: Producdo da autora.

Figure 2.26 - Excentricidade com J4 para parametros 2.
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Figure 2.27 - Inclinagdo com J4 para parametros 2.
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Figure 2.28 - Longitude no Nodo Ascendente com J4 para parametros 2.
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3 CONCLUSAO

Verifica-se por meio deste estudo que as influéncias nas perturbac@es considerando 0s
harmonicos zonais torna-se notoriamente grande a partir de J3, sendo J4 o harménico que
mais influenciou as Orbitas, principalmente com relacdo aos graus da inclinacdo e a
excentricidade da Orbita. Tais resultados produzidos sdo apenas para os harmoénicos
separados, e levam a crer que J5, J6 e C22 acarretam em influéncias ainda maiores nos

satélites orbitando a Lua, e tais hipdteses podem ser estudadas com estudos posteriores.

Ademais, além dos estudos de influéncias dos harménicos separadamente, para um
resultado mais completo e claro sobre todas as perturbacGes estudadas nas Orbitas, deve
ser levado em consideracdo a soma dos harmonicos no calculo dos graficos a fim de se
obter maior entendimento em relacdo a influéncia que os harmdnicos em conjunto

realizam sobre a Orbita em questao.
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