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RESUMO

Este trabalho estuda uma arquitetura de controle adaptativo por modelo de re-
ferência chamada modelo de referência em malha fechada. As análises aqui
apresentadas estabelecem métricas qualitativas para o tempo de transiente do
erro no regime contínuo e demonstram as propriedades de robustez da estrutura
em presença de perturbações externas limitadas. Além disso, estuda-se o efeito
desta arquitetura em um controlador discreto, demonstrando-se a viabilidade do
seu uso em controladores reais e apresentando propriedades de estabilidade e
robustez para o regime discreto.

Palavras-chave: Controle adaptativo por modelo de referência. Controle discreto.
Estabilidade.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF CONTINUOUS AND DISCRETE CLOSED
LOOP MODEL REFERENCE ADAPTIVE CONTROLLERS

ABSTRACT

This work studies a model reference adaptive control architecture called closed-
loop reference model. The analysis shown here present quantitative metrics for
the error transient time in the continuous model and proves its robustness for
a class of bounded external disturbances. The properties of such structure are
them analyzed for a discrete controller, demonstrating its viability in real systems
and presenting stability and robustness properties for the discrete realm.

Keywords: Model reference adaptive control. Discrete control. Stability.
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1 INTRODUÇÃO

Segundo Narendra e Annaswamy (2005), o termo sistema adaptativo faz refe-
rência a sistemas de controle que monitoram seu próprio desempenho, ajus-
tando seus parâmetros a fim de melhorar o mesmo por meio de retroalimentação.
Mais que isso, sistemas de controle adaptativo são úteis em problemas onde não
exista informação suficiente sobre os parâmetros do sistema, de modo que seja
necessário utilizar técnicas de aprendizado online (IOANNOU; FIDAN, 2006), como
frequentemente acontece na indústria espacial. Entretanto, processos de valida-
ção e verificação deste tipo de controlador são complexos e, por consequência,
a aplicação de controladores adaptativos em sistemas críticos ainda é desacon-
selhada.

Um dos grandes desafios do estudo de estratégias de controle adaptativo envol-
vem a análise de seu regime transitório. Mesmo em situações onde é possível
mostrar a estabilidade do controlador proposto, o desempenho da planta pode
ser amplamente diferente do desempenho do modelo de referência durante seu
transitório (YUCELEN et al., 2013).

Rohrs et al. (1985) mostraram evidências de que simplesmente aumentar indis-
criminadamente a taxa de aprendizado da lei de controle pode levar à excitação
de frequências não modeladas na dinâmica do sistema e, desde então, diversos
autores estudam estratégias capazes de melhorar o desempenho do controle
adaptativo na fase transitória sem prejudicar a robustez do sistema.

Recentemente, uma classe de controle adaptativo por modelo de referência pro-
posta originalmente por Lee e Huh (1997), chamada modelo de referência em
malha fechada, ou CRM, tem apresentado resultados promissores com respeito
à melhoria do comportamento de sistemas adaptativos no regime transitório.
Mais especificamente, este tipo de arquitetura é capaz de garantir uma redução
considerável na quantidade de oscilações observáveis mesmo em casos onde o
ganho adaptativo cresce, como detalhado por Gibson (2014).

Ao mesmo tempo, observa-se uma solução de compromisso entre a taxa de
adaptação do sistema e o sincronismo apresentado. Como mencionado pelo au-
tor, a medida que o ganho aumenta, é possível que o modelo de referência passe
a atuar mais como um observador que como uma trajetória de referência. Isso
faz com que a planta e o modelo de referência se tornem sincronizados, de modo
que o comportamento do sistema com modelo de referência em malha fechada
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aproxime-se do sistema com modelo de referência em malha aberta, sem bene-
fício da alteração na arquitetura.

A pesquisa deste tipo de estrutura até hoje foi, segundo conhecimento da au-
tora, realizada considerando apenas modelos contínuos tanto no que diz respeito
à planta quanto no que diz respeito à estrutura de controle. Na prática, porém,
sabe-se que um sistema de controle deve ser sempre implementado computa-
cionalmente, fazendo-se necessário estudar também a influência da frequência
de amostragem e outros fenômenos de discretização no comportamento do sis-
tema, não só durante o caso ideal mas também em presença de perturbações
externas e de modelo.

Desta forma, busca-se estudar um conjunto de leis adaptativas que, no regime
discreto com frequências de amostragem aceitáveis para aplicações espaciais,
tenham um comportamento desejado e caracterizável, de forma que eventual-
mente, seja possível validar seu uso em casos reais.

1.1 Considerações

Gibson (2014) não fez considerações sobre a robustez da arquitetura proposta,
apesar de cogitar que seja possível desenvolver uma análise comparativa entre
as propriedades de robustez deste sistema em relação a modelos tradicionais,
ou em malha aberta (ORM).

Assume-se também que seja possível implementar o modelo CRM em arquite-
turas discretas e, mais que isso, que seja possível analisar qualitativamente os
efeitos em relação ao transiente do erro para a arquitetura no regime discreto.

1.2 Objetivos

Este trabalho visa partir da arquitetura contínua de modelo de referência em
malha fechada apresentada em Gibson (2014) a fim de realizar uma investigação
detalhada de suas propriedades de estabilidade e robustez quando em regime
discreto.

Além disso, busca-se estudar as propriedades do controle adaptativo por modelo
de referência no regime contínuo no que diz respeito à robustez em relação a
perturbações externas limitadas.
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1.3 Justificativa

O comportamento de sistemas adaptativos em seu período transitório é frequen-
temente citado como justificativa para a reticência de seu uso em aplicações
críticas, como o caso de sistemas espaciais.

Mais que isso, a implementação das leis de controle é feita, na prática, no regime
discreto. Considerando-se que, dada sua natureza não linear, não é possível apli-
car diretamente as propriedades de estabilidade de uma lei de controle adapta-
tivo contínua em sua discretização direta, é necessário verificar se as melhorias
encontradas na literatura de fato se repetem em regime discreto.

Finalmente, é também importante tentar quantificar o efeito que a modificação
proposta tem na robustez do sistema, dado que em aplicações reais, os sistemas
estarão sujeitos a condições externas.

1.4 Estrutura do Trabalho

Este trabalho é dividido em oito capítulos. O primeiro capítulo introduz o problema
e apresenta a justificativa para o desenvolvimento deste trabalho. O Capítulo 2
apresenta uma revisão da literatura na área de controle adaptativo em geral e na
área de controle adaptativo por modelo de referência em malha fechada, além
do foco recente em validação e verificação de sistemas adaptativos. O Capítulo
3 traz uma série de definições e teoremas importantes para o desenvolvimento
do trabalho.

O Capítulo 4 apresenta o controle adaptativo por modelo de referência em malha
fechada no regime contínuo, detalhando a análise de estabilidade e desempe-
nho para uma planta com todos os estados acessíveis. O Capítulo 5 apresenta
o controle adaptativo por modelo de referência em malha fechada no regime dis-
creto, detalhando a análise de estabilidade e desempenho para uma planta do
tipo SISO com todos os estados acessíveis. O Capítulo 6 apresenta a análise de
robustez para os dois tipos de controlador detalhados nos capítulos anteriores,
incluindo um estudo sobre a influência da estrutura de modelo de referência em
malha fechada na robustez dos sistemas perturbados. O Capítulo 7 apresenta
um exemplo numérico detalhado para o caso discreto, com aplicação direta no
controle de atuadores para um míssil anti-tanque e, finalmente, o Capítulo 8 apre-
senta as conclusões do trabalho e propostas de estudos futuros.
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2 REVISÃO DA LITERATURA

Nesta seção apresenta-se um resumo da revisão da literatura realizada até então
para o trabalho proposto.

2.1 Controle adaptativo

A história do controle adaptativo data da década de 1950, onde buscava-se o
estudo deste tipo de sistema aplicado à aeronaves hipersônicas (GIBSON, 2014).

Um importante tipo de sistemas de controle adaptativo é o chamado controle
adaptativo por modelo de referência (MRAC). Neste tipo de controle, a resposta
do sistema é comparada com a resposta de um modelo de referência, assumido
linear e invariante no tempo. A lei de controle é então desenvolvida de modo que
a resposta em malha fechada da planta siga a resposta do modelo de referência
(IOANNOU; FIDAN, 2006).

Desenvolvido inicialmente por um grupo do laboratório de instrumentação do MIT,
o controle adaptativo por modelo de referência sofreu com a falta de métodos rígi-
dos para provas de estabilidade e entendimento de suas propriedades (NGUYEN,
2018). Assim, em 1967, uma escolha incorreta de parâmetros adaptativos levou
à queda fatal de uma das aeronaves experimentais X-15 (NATIONAL AERONAUTICS

AND SPACE ADMINISTRATION (NASA), 1971; JENKINS, 2000).

A partir deste acidente, uma formalização da análise de estabilidade na área foi
necessária. Parks (1966) foi o primeiro autor a estudar a estabilidade de sistemas
adaptativos por modelo de referência a partir do método de Lyapunov e, mais
tarde, esta análise foi aprofundada por diversos pesquisadores.

Rohrs et al. (1985) mostrou como a excitação de frequências não modeladas na
dinâmica do sistema pode instabilizar o sistema e, desde então, diversos autores
estudam estratégias capazes de melhorar o desempenho do controle adaptativo
na fase transitória sem prejudicar a robustez do sistema ou depender de propri-
edades de riqueza de sinal.

Com base nesta constatação, uma série de modificações foram propostas a fim
de melhor o desempenho de controladores adaptativos à robustez, como por
exemplo, a modificação de zona morta (NARENDRA; PETERSON, 1980), a modifi-
cação σ (IOANNOU; KOKOTOVIC, 1983), a modificação ε (NARENDRA; ANNASWAMY,
1987) e o algoritmo de projeção (POMET; PRALY, 1992).
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De um modo geral, os controladores MRAC podem ser divididos em quatro clas-
ses distintas, como indicado na Figura 2.1.

Figura 2.1 - Controle Adaptativo por Modelo de Referência.

Classificação de diferentes tipos de estruturas utilizadas no Controle Adaptativo por Mo-
delo de Referência (MRAC, na sigla em inglês).

Fonte: Adaptada de Ioannou e Fidan (2006).

Segundo Ioannou e Sun (2012), a abordagem direta (ou explícita), é aquela
onde o modelo da planta é parametrizado em termos de parâmetros do contro-
lador, que são calculados diretamente sem estimativas intermediárias da planta.
A abordagem indireta (ou implícita), por sua vez, diz respeito a estratégias onde
os parâmetros do controlador são calculados por meio de uma estimativa online
dos parâmetros da planta. O termo normalização, presente nas classificações
apresentadas por Ioannou e Fidan (2006) dizem respeito ao uso de um sinal
normalizador, responsável por limitar o erro de modelo paramétrico do sistema.

Segundo Nguyen (2018), o interesse na área do controle adaptativo foi retomado
na última década, coincidindo com um aumento na verba de pesquisa dispo-
nibilizada pela NASA e outras instituições governamentais americanas, como
ilustrado na Figura 2.2.

Dentre as pesquisas desenvolvidas neste período, pode-se encontrar vários tra-
balhos relacionadas a modificações no método do modelo de referência, como
a pesquisa de Stepanyan e Krishnakumar (2010), controle adaptativo por mo-
delo de referência combinado (LAVRETSKY, 2009), controle adaptativo por mo-
delo de referência sem derivada (YUCELEN; CALISE, 2010), controle adaptativo
hibrido (NGUYEN, 2011), controle adaptativo por modelo de referência multivariá-
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Figura 2.2 - Linha do Tempo de pesquisas em Controle Adaptativo.

Fonte: Adaptado de Nguyen (2018).

vel (GUO et al., 2011), controle adaptativo direto e indireto para sistemas afins por
parte (KERSTING; BUSS, 2017) e modificações com taxas de convergência defini-
das pelo usuário (ANDERSON et al., 2021).

Além disso, encontram-se estudos recentes relacionados à implementação des-
tas modificações em diferentes sistemas (KUMAR et al., 2015; RADAC et al., 2018;
ZHEN et al., 2019; AJEL et al., 2021; TRAVIESO-TORRES; DUARTE-MERMOUD, 2022).
Em particular, segundo Zhang e Wei (2017), o controle adaptativo por modelo de
referência tem se mostrado particularmente promissor em aplicações relaciona-
das a manipuladores robóticos.

No que diz respeito à versões discretas dos algoritmos de controle, Landau e
Lozano (1981) unificaram pela primeira vez as estratégias de projeto de sis-
temas MRAC discretos e Ortega e Kreisselmeier (1990) demonstraram o uso
de funções de hold para amostragem de sistemas contínuos em MRAC discre-
tos. Desde então, vários trabalhos foram desenvolvidos utilizando-se este tipo de
abordagem.

Dentre os trabalhos realizados nos últimos 15 anos, pode-se mencionar o tra-
balho de Carrijo (2008), focado no desenvolvimento de um controlador digital ro-
busto mediante determinadas condições de excitação persistente (CARRIJO; LEITE

FILHO, 2010; CARRIJO; LEITE FILHO, 2012). Na mesma época, Santos e Vieira
(2008) demonstraram como utilizar uma abordagem adaptativa para sistemas
discretos com backlash na entrada.

Bernardo et al. (2013) estudaram o controle adaptativo por modelo de referência
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em sistemas discretos contínuos por partes. Montanaro et al. (2014) se preo-
cuparam com a análise de robustez para um determinado sistema de controle
MRAC discreto. Recentemente, Song et al. (2018) desenvolveram um esquema
unificado para MRAC discreto, Deng et al. (2019) sugeriram um modelo de re-
ferência discreto aplicável a uma plataforma inercial de alta precisão, e Dogan
et al. (2020) apresentaram possíveis arquiteturas com melhoria no desempenho
durante o transiente para modelos discretos.

2.2 Controle adaptativo por modelo de referência em malha fechada

A Figura 2.3 apresenta uma diagrama da implementação tradicional normal-
mente observada em controladores adaptativos por modelo de referência.

Figura 2.3 - Diagrama esquemático para implementação de controle adaptativo por mo-
delo de referência.

Fonte: Produção da autora.

O modelo de referência utilizado aqui é chamado em malha aberta (ORM), já que
não recebe nenhuma alimentação por parte dos resultados da planta, tendo sua
trajetória de referência derivada de um modelo linear. Este tipo de estrutura, po-
rém, mesmo que convergente, sofre com comportamento oscilatório dependente
do ganho de adaptação (GIBSON, 2014).

Em busca de um melhor comportamento durante a fase transitória do sistema,
um grande esforço de pesquisa foi feito a fim de tentar quantificar o desempenho
de sistemas adaptativos neste sentido, com métricas advindas de supremum (`∞)
ou de normas `2 de sinais de erro (DATTA; IOANNOU, 1994; ZANG; BITMEAD, 1994;
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KRSTIC et al., 1993).

Uma possível alternativa para melhora do comportamento nesta fase é o uso de
um modelo de referência em malha fechada (CRM), onde o erro passa a fazer
parte do modelo de referência, como ilustrado na Figura 2.4.

Este tipo de estrutura foi proposta inicialmente por Lee e Huh (1997). Mais tarde,
a mesma estrutura pode ser encontrada em outros trabalhos, como na pesquisa
de Lavretsky (2012), Stepanyan e Krishnakumar (2010), Stepanyan e Krishnaku-
mar (2012) e, com um maior foco no comportamento transiente do sistema, nos
trabalhos de Lavretsky e Wise (2013), Gibson et al. (2013) e Gibson (2014). Pos-
teriormente, Gibson et al. (2015) apresentaram a análise desta estrutura para
sistemas lineares do tipo MIMO (Multi Input Multi Output) e Qu e Annaswamy
(2016) estudaram um modelo de referência em malha fechada para sistemas
com um número maior de saídas que entradas, como é o caso de uma aeronave
muito flexível.

Recentemente, Xiao e Dong (2020) introduziram um controle adaptativo com to-
lerância a falhas baseados no modelo adaptativo em malha fechada e Yuksek
e Inalhan (2021) estudaram um algoritmo de aprendizado de reforço para um
controlador de voo com modelo CRM. Pode-se também citar o trabalho de Goel
e Roy (2021), que apresentaram um modelo de controle adaptativo distribuído
para sistemas multi-agentes com modelo de referência realimentado e Ohrem e
Holden (2021), que estudaram uma arquitetura que combina estruturas ORM e
CRM em um mesmo controlador.

2.3 Validação e verificação de sistemas adaptativos

Apesar da longa história de estudos na área de controle adaptativo e de casos
de validação de emprego em voo, até hoje nenhum controlador deste tipo foi
utilizado em sistemas críticos. Assim, o desenvolvimento de técnicas de projeto
nesta área a fim de permitir o eventual desenvolvimento de sistemas de controle
certificáveis é alvo de grande pesquisa na comunidade científica (NGUYEN, 2018).

Nos últimos quinze anos, vários trabalhos se dedicaram a identificar possíveis
métricas aplicáveis à validação e verificação de sistemas adaptativos. Jacklin et
al. (2005) apresentou técnicas e ferramentas disponíveis na época para a análise
de sistemas de aprendizagem em relação à garantia de taxas de convergência
rápida e estabilidade de algoritmos. Posteriormente, o mesmo autor realizou um
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Figura 2.4 - Diagrama esquemático para implementação de controle adaptativo por mo-
delo de referência com realimentação do erro (CRM).

Fonte: Produção da autora.

estudo visando identificar separação entre métodos tradicionais aceitados por
órgãos de certificação da indústria aeronáutica e técnicas aplicáveis em estrutu-
ras adaptativas, a fim de identificar elementos necessários para o uso deste tipo
de controle em aplicações críticas (JACKLIN, 2008). Mais recentemente, Jacklin
(2015) realizou uma pesquisa equivalente voltada para métodos de V&V aplicá-
veis ao desenvolvimento de software para pequenos satélites. Apesar de não
ser uma pesquisa voltada somente à área adaptativa, apresenta informações
relevantes no que diz respeito ao framework necessário para a verificação de
algoritmos nesta área.

Schumann e Liu (2007) descreve diferentes métodos propostos para validação e
verificação destes sistemas, incluindo analise de Lyapunov, inferência estatística
e comparação com filtros de Kalman, além de apresentar ferramentas de moni-
toramento utilizadas em aplicações adaptativas na aeronave F-15 da NASA.

Hodel et al. (2008) apresenta um roadmap para o desenvolvimento de métricas
de estabilidade para sistemas não lineares variáveis no tempo, métricas essas
comparáveis às margens de fase e ganho em sistemas lineares invariantes no
tempo.

Nesta mesma linha de pesquisa, observa-se também o desenvolvimento de mé-
tricas relacionadas a uma margem de atraso de tempo presente em sistemas
adaptativos. Nguyen e Boskovic (2008) apresentaram uma análise da margem
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de estabilidade linear para sistemas de controle adaptativo hibrido e, mais tarde,
apresentou métodos para estimar a margem de atraso no tempo para sistemas
adaptativos com entrada degrau, computando o atraso temporal com três méto-
dos distintos: aproximação de Padé, método de Lyapunov-Krasovskii com otimi-
zação de soma dos quadrados e método de medida matricial (NGUYEN; SUMMERS,
2011).

Rajagopal et al. (2013) apresenta um modelo com um observador de estado
modificado em presença de atraso de tempo, comparando-o com modelos de
referência tradicionais, enquanto Matsutani (2013) apresenta uma prova da exis-
tência de margens de atraso de tempo em sistemas de controle adaptativos con-
trolados por um algoritmo de projeção em presença de todos os estados obser-
váveis.
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3 DEFINIÇÕES

Este capítulo apresenta em detalhe conceitos e definições importantes para o
estudo de estabilidade e robustez de controladores adaptativos.

A Seção 3.1 inclui a definição de normas no espaço `P e teoremas aplicáveis.
A Seção 3.2 apresenta o conceito de estabilidade segundo Lyapunov no regime
contínuo, enquanto a Seção 3.3 apresenta resultados necessários para análise
de estabilidade no regime discreto. A Seção 3.4 apresenta a estabilidade por
meio de fronteira última uniforme, necessária para análise de estabilidade em
sistemas perturbados quando não é possível garantir a condição de excitação
persistente.

3.1 Normas

Definição (Norma de um vetor, (IOANNOU; SUN, 2012)). A norma |x| de um vetor
é uma função real com as seguintes propriedades:

• |x| ≥ 0, com |x| = 0 se, e somente se, x = 0.

• |αx| = |α||x| para qualquer escalar α.

• |x+ y| ≤ |x|+ |y|, também conhecida como desigualdade triangular.

Definição (Norma induzida de uma matriz, (IOANNOU; SUN, 2012)). Seja |.| uma
dada norma vetorial. Então, para cada matriz A ∈ Rm×n, define-se ‖A‖ como

‖A‖ = sup
x∈Rn 6=0

|Ax|
|x|

= sup
|x|≤1
|Ax| = sup

|x|=1
|Ax|.

As seguintes propriedades são aplicáveis à ‖A‖:

• |Ax| ≤ ‖A‖|x|, ∀x ∈ Rn.

• ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

• ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.

Definição (Norma `p, (IOANNOU; SUN, 2012)). Para funções do tempo, sejam elas
escalares ou vetoriais, define-se a norma `Lp como

‖x‖p ≡
(∫ ∞

0
|x(τ)|pdτ

) 1
p

,
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para p ∈ [1,∞).

No caso de sequências discretas, a norma `p torna-se

‖x‖p ≡
( ∞∑
i=0
|xi|p

) 1
p

,

para 1 ≤ p <∞.
Definição (Norma `∞, (IOANNOU; SUN, 2012)). Para funções variantes no tempo,
sejam elas escalares ou vetoriais, define-se a norma `∞ como

‖x‖∞ ≡ sup
t≥0
|x(t)|.

No caso de sequências discretas, a norma `∞ torna-se

‖x‖∞ ≡ sup
i≥1
|xi|.

Os seguintes teoremas são aplicáveis a normas `p.
Teorema 1 (Desigualdade de Hölder, (IOANNOU; SUN, 2012)). Se p, q ∈ [1,∞] e
1
p

+ 1
q

= 1 então f ∈ `p, g ∈ `p implica que fg ∈ `1 e

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖p.

Teorema 2 (Desigualdade de Minkowski, (IOANNOU; SUN, 2012)). Para p ∈ [1,∞],
f, g ∈ `p implica que f + g ∈ `p e

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖q.

Finalmente, também define-se a norma de Frobenius.
Definição (Norma de Frobenius, (LAVRETSKY; WISE, 2013)). Para uma matriz A =
[aij] ∈ Rn×m, a norma de Frobenius é definida como

‖A‖F ≡
√

(tr(ATA)) =
√∑

i,j

a2
ij,
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em que tr(.) indica o traço de uma matriz.

Observa-se que a norma de Frobenius não é a norma induzida de uma matriz,
mas pode-se afirmar que (LAVRETSKY; WISE, 2013),

|tr(ATB)| ≤ ‖A‖F‖B‖F .

3.2 Estabilidade segundo Lyapunov

Para a análise de estabilidade por Lyapunov, considera-se um sistema descrito
por um sistema de equações diferenciais da forma apresentada na Equação
(3.1).

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0 (3.1)

Em que x ∈ Rn, f : T × B(r)→ R, T = [t0,∞) e B(r) = {x ∈ Rn||x| < r}. Supõe-
se que f é tal que, para cada x0 ∈ B e cada t0 ∈ R+, o problema de valor inicial
=9(3.1) possui apenas uma solução x(t; t0, x0) (IOANNOU; SUN, 2012).

3.2.1 Definições

Algumas definições são necessárias para a análise de estabilidade no regime
contínuo. Todas as definições apresentadas nesta seção são retiradas direta-
mente do trabalho de Ioannou e Sun (2012).
Definição (Classe K). Uma função contínua ϕ : [0, r]� R+ pertence à classe K
se:

• i) ϕ(0) = 0;

• ii) ϕ é estritamente crescente em [0, r].

Definição (ClasseKR). Uma função contínua ϕ : [0,∞)� R+ pertence à classe
KR se:

• i) ϕ(0) = 0;

• ii) ϕ é estritamente crescente em [0,∞).

• iii) limr→∞ ϕ(r) =∞.

Definição (Funções com mesma ordem de magnitude). Duas funções ϕ1, ϕ2 ∈
K definidas em [0, r] tem mesma ordem de magnitude se existem constantes
positivas k1, k2 tal que
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k1ϕ1(r1) ≤ ϕ2(r1) ≤ k2ϕ1(r1), ∀r1 ∈ [0, r].

Definição (Função Definida Positiva). Uma função V (t, x) : R+ × B(r)� R com
V (t, 0) = 0∀t ∈ R+ é definida positiva se existe uma função contínua ϕ ∈ K tal
que V (t, x) ≥ ϕ(|x|)∀t ∈ R+, x ∈ B(r) e algum r > 0.

Definição (Função Definida Negativa). Uma função V (t, x) é definida negativa
se −V (t, x) for definida positiva.

Definição (Função Semidefinida Positiva). Uma função V (t, x) : R+ × B(r)� R
com V (t, 0) = 0∀t ∈ R+ é semidefinida positiva se V (t, x) ≥ 0∀t ∈ R+, x ∈ B(r)
para algum r > 0.

Definição (Função Semidefinida Negativa). Uma função V (t, x) : R+×B(r)� R
com V (t, 0) = 0∀t ∈ R+ é semidefinida positiva se V (t, x) ≤ 0∀t ∈ R+, x ∈ B(r)
para algum r > 0.

Definição (Função Decrescente). Uma função V (t, x) : R+ × B(r) � R com
V (t, 0) = 0∀t ∈ R+ é dita decrescente se existe uma função contínua ϕ ∈ K tal
que |V (t, x)| ≥ ϕ(|x|)∀t ∈ R+e∀x ∈ B(r) e algum r > 0.

Definição (Função Ilimitada Radialmente (Radially Unbounded)). Uma função
V (t, x) : R+ × Rn � R com V (t, 0) = 0∀t ∈ R+ é dita ilimitada radialmente se
existe uma função contínua ϕ ∈ KR tal que V (t, x) ≥ ϕ(|x|)∀t ∈ R+e∀x ∈ Rn.

3.2.2 Método direto de Lyapunov

O método direto de Lyapunov, também conhecido por segundo método de Lya-
punov, busca encontrar informações sobre a estabilidade do sistema com base
na forma de f(t, x), sem o conhecimento explícito de suas soluções (IOANNOU;

SUN, 2012).

Teorema 3 (Método Direto de Lyapunov). Suponha que exista uma função
V (t, x) : R+ × B(r) � R para algum r > 0 com primeiras derivadas parciais
contínuas com respeito a x e t e com V (t, 0) = 0∀t ∈ R+.

Define-se V̇ como a derivada temporal da função V (t, x) ao longo da solução do
sistema não linear, ou seja:

V̇ = ∂V

∂t
+ (∇V )Tf(t, x), onde ∇V =

[
∂V

∂x1
,
∂V

∂x2
, . . . ,

∂V

∂xn

]T
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Assumindo-se, sem perda de generalidade, que xe = 0 seja um ponto de equilí-
brio do sistema ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, pode-se afirmar que:

• Se V̇ ≤ 0, então xe = 0 é estável.

• Se V é decrescente e V̇ ≤ 0, então xe = 0 é uniformemente estável.

• Se V é decrescente e V̇ < 0, então xe = 0 é uniformemente assintotica-
mente estável.

• Se V é decrescente e existe ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ K da mesma ordem de magni-
tude tal que

ϕ1(|x|) ≤ V (t, x) ≤ ϕ2(|x|), V̇ (t, x) ≤ −ϕ3(|x|)

para todo x ∈ B(r) e t ∈ R+, então xe = 0 é exponencialmente estável.

Observa-se que, como estes resultados estão relacionados à vizinhança B(r),
estes resultados são locais. O teorema 4 indica condições para que conclusões
globais possam ser tiradas. (IOANNOU; SUN, 2012)
Teorema 4. Assuma que o sistema de equações diferenciais possua soluções
únicas para todo x0 ∈ Rn. Suponha que exista uma função V positiva definida,
decrescente e radialmente ilimitada V (t, x) : R+ × B(r) � R com derivadas
parciais de primeira ordem contínuas com respeito a t,x e V (t, 0) = 0∀t ∈ R+.
Pode-se afirmar que:

• Se V̇ < 0, então xe = 0 será globalmente uniformemente assintotica-
mente estável.

• Se existe ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ KR da mesma ordem de magnitude tal que

ϕ1(|x|) ≤ V (t, x) ≤ ϕ2(|x|), V̇ (t, x) ≤ −ϕ3(|x|)

então xe = 0 é globalmente exponencialmente estável.

3.3 Estabilidade segundo Lyapunov no regime discreto

Para a análise de estabilidade por Lyapunov no regime discreto, considera-se
um sistema descrito por uma equação de diferença da forma apresentada na
Equação (3.2).

x(k + 1) = f(k, x(k)), x(k0) = k0 (3.2)
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Em que x ∈ Rn, k ∈ Z+ e f : Z+ ×B(r)→ Rn é uma função de valor único contí-
nua em x, com Z+ representando o conjunto de todos os inteiros não negativos.
B(r) = {x ∈ Rn||x| < r}. Assim, para cada x0 ∈ B(r) e cada k0 ∈ Z+, f possui
apenas uma solução x(k; k0, x0) (IOANNOU; FIDAN, 2006).

3.3.1 Definições

Por uma questão de brevidade, as definições apresentadas na Seção 3.2.1 não
serão reapresentadas aqui para o caso discreto. O leitor é convidado a consultar
Ioannou e Fidan (2006) se necessário.

Além destas, o conceito de funções reais positivas (PR) e funções estritamente
reais positivas (SPR) é necessário para a aplicação de lemas importantes na
análise de estabilidade de um sistema adaptativo. Novamente, as definições
apresentadas nesta seção são retiradas de Ioannou e Fidan (2006).
Definição (Matriz Hermitiana). Uma função matricial H̃(z) em que z é uma va-
riável complexa é uma matriz Hermitiana se H̃(z) = H̃T (z∗), em que z∗ é o
complexo conjugado de z.
Definição (Função PR). Uma matriz de transferência discreta n × n cujos ele-
mentos são funções racionais de z é dita PR se

• todos os elementos de H̃(z) são analíticos fora do círculo unitário,

• os eventuais polos (restantes após cancelamento de polos e zeros) de
qualquer elemento de H̃(z) no círculo unitário |z| = 1 são simples e a
matriz de resíduos associada for uma matriz Hermitiana semidefinida
positiva,

• a matriz H̃(ejω) + H̃T (e−jω) for uma matriz Hermitiana semidefinida po-
sitiva para todos os valores reais de ω para os quais z = e−jω não são
polos de nenhum dos elementos de H̃(z).

Definição (Função SPR). Uma matriz de transferência discreta n × n cujos ele-
mentos são funções racionais de z é dita SPR se

• todos os elementos de H̃(z) são analíticos em |z| ≥ 1,

• a matriz H̃(ejω) + H̃T (e−jω) for uma matriz Hermitiana definida positiva
para todos os valores reais de ω.
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3.3.2 Método direto de Lyapunov

O método de análise de estabilidade por Lyapunov para o caso discreto é apre-
sentado no teorema a seguir (IOANNOU; FIDAN, 2006)
Teorema 5. Suponha que exista uma função discreta V (k, x) : Z+×B(r)� [0,∞]
para algum r > 0 e V (k, 0) = 0∀k ∈ Z+.

Define-se ∆V como a variação de V (k, x) ao longo da solução do sistema dado
pela Equação (3.2), ou seja:

∆V (k, x(k)) ≡ V (k + 1, x(k + 1))− V (k, x(k)) = V (k + 1, f(k, x(k)))− V (k, x(k))

Assumindo-se, sem perda de generalidade, que xe = 0 seja um ponto de equilí-
brio do sistema, pode-se afirmar que:

• Se ∆V ≤ 0, então xe = 0 é estável.

• Se V (k, x) é decrescente e ∆V ≤ 0, então xe = 0 é uniformemente
estável.

• Se V (k, x) é decrescente e ∆V < 0, então xe = 0 é uniformemente
assintoticamente estável.

• Se existe ϕ1, ϕ2, ϕ3 > 0 da mesma ordem de magnitude tal que

ϕ1|x|2 ≤ V (k, x) ≤ ϕ2|x|2, ∆V ≤ −ϕ3|x|2

para ϕ2 > ϕ3, então xe = 0 é exponencialmente estável.

3.3.3 Teoremas úteis

Considera-se um sistema de controle discreto dado pela Equação (3.3), em que
Ã ∈ Rn×n, B̃ ∈ Rn×m, C̃ ∈ Rn×m e D̃ ∈ Rm×m.

x(k + 1) =Ãx(k) + B̃u(k)

y(k) =C̃Tx(k) + D̃u(k)
(3.3)

A função de transferência deste sistema será dada pela Equação (3.4).

H̃(z) = C̃T (zI − Ã)−1B̃ + D̃ (3.4)

19



Pode-se então considerar os seguintes teoremas (IOANNOU; FIDAN, 2006).
Teorema 6. As seguintes afirmações são equivalentes entre si.

a) H̃(z) dada pela Equação (3.4) é uma função de transferência discreta
positiva real.

b) Existe uma matriz simétrica positiva P, uma matriz simétrica semidefi-
nida Q, e matrizes S e R de dimensões apropriadas tal que

ÃTPÃ− P = −Q

B̃TPÃ+ ST = C̃T

D̃ + D̃T − B̃TPB̃ = RQ S

ST R

 ≥ 0.

(3.5)

c) Lema de Kalman-Szogo-Popov: Existe uma matriz simétrica positiva
P e matrizes M, L tal que

ÃTPÃ− P = −LLT

B̃TPÃ+MTLT = C̃T

D̃ + D̃T − B̃TPB̃ = MTM.

(3.6)

Teorema 7. A matriz de transferência discreta dada pela Equação (3.4) é SPR se
existe uma matriz simétrica positiva P, uma matriz simétrica positiva Q e matrizes
K e L tal que

ÃTPÃ− P = −LLT −Q

B̃TPÃ+MTLT = C̃T

D̃ + D̃T − B̃TPB̃ = MTM.

(3.7)

3.4 Estabilidade por meio de Fronteira Última Uniforme (UUB)

Segundo Lavretsky e Wise (2013), a análise de estabilidade por meio de fronteira
última uniforme (Ultimate Uniform Boundedness - UUB) pode ser considerada
uma forma mais branda de estabilidade que a estabilidade segundo Lyapunov.
Enquanto a estabilidade por Lyapunov diz respeito a uma trajetória nominal, o
conceito de UUB lida com sistemas em presença de perturbação.

Considera-se um sistema não autônomo dado pela Equação (3.8).
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ẋ = f(x, t) + ξ(t), x(t0) = x0 (3.8)

Em que ξ é uma perturbação limitada com ξ(t) ∈ Rn e ‖ξ(t)‖ ≤ ξmax, em que ξmax
é um limite superior escalar constante. Suponha que a origem seja um ponto de
equilíbrio do sistema não perturbado. Intuitivamente, sabe-se que não importa
quão pequeno seja o limite ξmax, a origem não mais será um ponto de equilíbrio
no sistema perturbado.

Segundo Lavretsky e Wise (2013), a principal ideia por trás do conceito de UUB
é encontrar uma função V(x) tipo Lyapunov que seja válida para todo x fora de
uma determinada esfera Br ⊃ Bξmax e mostrar que, em um tempo finito T , todas
as trajetórias do sistema entram em Br e lá permanecem para todo t ≥ T .

Definição (UUB). As soluções do sistema da Equação (3.8) serão considerados
UUB com fronteira última b se existem constantes positivas b e c, independentes
de t0 ≥ 0 e, para cada a ∈ (0, c), existe T = T (a, b), independente de t0, tal que

‖x(t0)‖ ≤ a⇒ ‖x(t)‖ ≤ b, ∀t ≥ t0 + T.

A Figura 3.1 apresenta uma interpretação gráfica do conceito de UUB.

Figura 3.1 - Representação gráfica do significado de UUB.

Fonte: Lavretsky e Wise (2013).
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4 CONTROLE ADAPTATIVO CONTÍNUO POR MODELO DE REFERÊNCIA

Este capítulo apresenta a estrutura tradicional para o controle adaptativo por
modelo de referência, aqui chamado de Controle Adaptativo por Modelo de Re-
ferência em Malha Aberta, ou ORM na sigla em inglês.

A seguir, explora-se ainda em regime contínuo uma modificação recente pro-
posta na literatura visando uma melhora no comportamento do transiente do
sistema, aqui chamada de Controle Adaptativo por Modelo de Referência em
Malha Fechada, ou CRM em inglês. É importante ressaltar que o termo "Malha
Fechada" nesta definição diz respeito à estrutura do modelo de referência, e não
ao controle em si, que por definição é implementado em malha fechada.

Finalmente, considerações são feitas sobre as métricas do transitório do modelo
CRM em relação ao modelo ORM, assim como apresenta-se resultados de si-
mulação demonstrando as melhorias observadas.

4.1 Controle adaptativo por modelo de referência em malha aberta - ORM

A Figura 4.1 apresenta o conceito por trás do controle adaptativo por modelo de
referência (MRAC).

Figura 4.1 - Diagrama esquemático para implementação de controle adaptativo por mo-
delo de referência.

Fonte: Produção da autora.

Conforme ressaltam Sastry e Bodson (1989), esta configuração em paralelo
pode ser interpretada como dois loops: um loop interno, em vermelho, repre-
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senta um controle em malha fechada tradicional, com controlador e planta. O
loop externo, por sua vez, é um loop de adaptação que busca levar o erro entre
o modelo de referência e a planta a zero.

Caso a planta fosse totalmente conhecida, a obtenção dos parâmetros do con-
trolador que igualariam o comportamento da planta ao modelo de referência
poderiam ser encontrados algebricamente em muitos casos. Entretanto, como
normalmente a planta apresenta parâmetros incertos, busca-se estimar os pa-
râmetros do controlador de maneira que o comportamento do sistema tenda ao
desejado à medida que o erro diminua.

Considera-se um sistema cuja planta possa ser modelada pela Equação (4.1).
Assume-se que todos os estados estão disponíveis.

ẋp = Axp +BΛu (4.1)

Em que xp ∈ Rn é o estado, u ∈ Rm é o sinal de controle, A ∈ Rn×n é uma
matriz constante desconhecida, B ∈ Rn×m é a matriz de controle, constante
e conhecida. A matriz Λ ∈ Rm×m, diagonal e definida positiva, modela falhas
de controle ou erros de modelo, como por exemplo, nos ganhos de controle, e
supõe-se que o par (A,BΛ) é controlável.

Deseja-se que o comportamento desta planta siga aquele definido por um mo-
delo de referência, escolhido de modo a representar a resposta desejada em
presença de comandos limitados r(t).

Assim, considera-se o modelo de referência apresentado na Equação (4.2), em
queAref deve ser uma matriz Hurwitz a fim de garantir que o sistema seja estável.

ẋm = Arefxm +Brefr(t) (4.2)

Escolhe-se um controle do tipo feedback-feedforward. Caso as matrizes A e Λ
fossem conhecidas, seria possível calcular, assumindo que estas existam, os
parâmetros Kx e Kr tal que, com a lei

u(t) = KT
x xp +KT

r r, (4.3)

a planta seguisse o modelo de referência. Ressalta-se que os parâmetros Kx e
Kr são vetores, apesar da notação aqui escolhida utilizar letras maiúsculas. Esta
escolha foi feita de maneira a evitar confusão com a variável k, normalmente
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utilizada na literatura para representar o instante discreto.

A dinâmica deste sistema ideal seria dada por

ẋideal = Axideal +BΛ(KT
x xideal +KT

r r). (4.4)

Assim, caso exista um controlador adaptativo com a forma descrita na Equação
(4.3), os ganhos ideais desconhecidos devem satisfazer as condições descritas
por

Aref =A+BΛKT
x

Bref =BΛKT
r

. (4.5)

Lavretsky e Wise (2013) enfatizam que, dados (A,B,Λ,Aref ,Bref ), não é possível
garantir que os ganhos ideais Kr e Kx que satisfazem a Equação (4.5) sempre
existam. Entretanto, dado uma estrutura conhecida para A, é possível calcular
Aref e Bref tal que ao menos uma solução ideal de ganhos exista, mesmo que
não seja possível implementar diretamente dado que os valores exatos de A são
desconhecidos.

Supondo-se, porém, que existam ganhos que tornem este controle possível, o
problema de controle passa a ser encontrar uma lei de adaptação dos ganhos
que leve o erro de rastreio do estado e(t) = xp(t)−xm(t) tender a zero de maneira
globalmente uniformemente assintoticamente estável.

Escolhe-se, portanto, a lei de controle descrita na Equação (4.6), onde as variá-
veis com chapéu indicam estimativas dos ganhos ideais, que são desconhecidos.

u(t) = K̂x

T
xp + K̂r

T
r (4.6)

A derivada do erro de rastreio do estado pode ser calculada por meio da Equação
(4.7).

ė =ẋp − ẋm + Arefxp − Arefxp

ė =Axp +BΛ[K̂x

T
xp + K̂r

T
r]

− Arefxm −Brefr + Arefxp − Arefxp
ė =[A+BΛK̂T

x − Aref ]xp +BΛ[K̂T
r −Bref ]r + Aref [xp − xm]

(4.7)
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Definindo-se ∆KT
x ≡ K̂T

x −KT
x e ∆KT

r ≡ K̂T
r −KT

r e levando em consideração
as condições apresentadas na Equação (4.5), a taxa de variação do erro pode
ser expressa pela Equação (4.8).

ė = Arefe+BΛ[∆KT
x xp + ∆Kr

T r] (4.8)

Dado a dinâmica do erro calculada na Equação 4.8, é possível mostrar que este
sistema será estável com todos os sinais limitados para a lei de adaptação dos
parâmetros dada por

˙̂
Kx = −ΓxxpeTPB

˙̂
Kr = −ΓrreTPB

, (4.9)

em que P = P T > 0 é a solução da equação algébrica PAm + ATmP = −Q, para
algum Q = QT > 0 e Γx = ΓTx > 0,Γr = ΓTr > 0, são os ganhos de adaptação de
dimensões apropriadas. (LAVRETSKY; WISE, 2013).

A Figura 4.2 apresenta a implementação desta arquitetura segundo o esquema
da Figura 4.1.

Figura 4.2 - Diagrama esquemático para implementação do controle adaptativo por mo-
delo de referência tradicional.

Fonte: Produção da autora.
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4.2 Controle adaptativo por modelo de referência em malha fechada - CRM

A modificação no modelo de referência estudada neste trabalho foi proposta ini-
cialmente por Lee e Huh (1997), e visa uma melhora na dinâmica do transitório
dos sistemas adaptativos.

Mais recentemente, esta modificação foi explorada em diferentes estruturas de
controle no regime contínuo por Gibson (2014).

A Figura 2.4 apresenta um diagrama esquemático do novo modelo, onde uma
realimentação do erro (destacada em verde) é inserida diretamente no modelo
de referência, levando ao nome Modelo de Referência de Malha Fechada (CRM,
em inglês).

Figura 4.3 - Diagrama esquemático para implementação de controle adaptativo por mo-
delo de referência com realimentação do erro (CRM).

Fonte: Produção da autora.

O novo modelo de referência inclui um termo de retroalimentação do erro de
estado com ganho L ∈ Rn×n. Observa-se que este modelo, como aqui imple-
mentado, assume que todos os estados estão disponíveis.

ẋm = Arefxm +Br − L(xp − xm) (4.10)

O controle é dado pela Equação (4.11).
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u(t) = K̂x

T
x+ K̂r

T
r (4.11)

Assume-se que existam K̂x e K̂r ideais tal que A + BΛKT
x = Aref e ΛKT

r = I,
atendendo a condição de matching desde que a matriz de controle do modelo
de referência seja idêntica à matriz de controle da planta, o que é possível já que
assume-se B conhecido.

A dinâmica do erro e = xp − xm para um controlador CRM será dada por

ė = (Aref + L)e+BΛ[∆KT
x xp + ∆Kr

T r]. (4.12)

Gibson (2014) considerou durante sua análise do modelo de referência em malha
fechada para plantas com todos os estados acessíveis somente o algoritmo de
projeção, uma estratégia de modelo de referência detalhada na Seção 6.1.1.2.

Nesta seção, vamos avaliar esta estrutura assumindo inicialmente as mesmas
leis de adaptação de parâmetro consideradas para o modelo ORM na Seção
4.1.

˙̂
Kx = −ΓxxpeTPB

˙̂
Kr = −ΓrreTPB

(4.13)

Em que P = P T > 0 é a solução de (Aref + L)TP + P (Aref + L) + Q = 0, para
um Q = QT > 0.

É possível mostrar que este sistema é estável utilizando-se a equação de Lya-
punov apresentada na Equação (4.14), desde que P = P T > 0 seja escolhido
de maneira a atender a equação P (Am + L) + (Am + L)TP = −Q, para um
Q = QT > 0.

V (t) = eTPe+ tr(Λ∆KT
x Γ−1

x ∆Kx) + tr(Λ∆KT
r Γ−1

r ∆Kr) (4.14)

Em que ∆Kx = K̂x −Kx e ∆Kr = K̂r −Kr.

A Figura 4.4 apresenta a implementação desta arquitetura.
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Figura 4.4 - Diagrama esquemático para implementação de controle adaptativo por mo-
delo de referência com realimentação do erro (CRM).

Fonte: Produção da autora.

4.3 Análise do desempenho no transiente

Esta seção apresenta algumas métricas de desempenho que visam avaliar o
comportamento do sistema de controle proposto. Assim, calcula-se a norma `∞

e `2 do erro, assim como a norma `∞ do estado do modelo de referência e as
normas `2 das derivadas dos parâmetros.

Estas métricas são equivalentes àquelas apresentadas por Gibson (2014), com
exceção da derivada do parâmetro k̂, que apresenta uma expressão distinta em
função da abordagem escolhida. Além disso, calcula-se um limite superior para
o comportamento do erro no tempo, que está diretamente relacionado ao tempo
de resposta do sistema.

4.3.1 Caso escalar

Inicialmente, considera-se uma planta escalar onde apenas o sinal de b é assu-
mido conhecido.

ẋp = axp + bu (4.15)

O modelo de referência de malha fechada no caso escalar será

ẋm = arefxm + brefr + ke(xp − xm), (4.16)
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com aref < 0, ke > 0.

Dados os sistemas descritos nas Equações (4.15) e (4.16), as condições de
matching serão tais que

kx = aref − a
b

kr = bref
b

, (4.17)

A lei de controle é dada por
u = k̂xxp + k̂rr, (4.18)

onde k̂x e k̂r são as estimativas dos parâmetros do controlador.

Dado um erro de estado e = xp − xref , toma-se a lei de adaptação

˙̂
kx = −γxsgn(b)exp (4.19a)
˙̂
kr = −γrsgn(b)er. (4.19b)

A Figura 4.5 apresenta a implementação desta arquitetura para o caso escalar
proposto.

Figura 4.5 - Diagrama esquemático para implementação de controle adaptativo por mo-
delo de referência com realimentação do erro (CRM) - caso escalar.

Fonte: Produção da autora.
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Esta lei de adaptação representa uma versão escalar da lei apresentadas na
Equação (4.13).

A dinâmica do erro deste sistema será

ė = (aref − ke)e+ b(∆kxx+ ∆krr). (4.20)

Escolhe-se uma função de Lyapunov apropriada, dada por

V (e,∆kx(t),∆kr(t)) = e2 + |b|
[

∆k2
x

γx
+ ∆k2

r

γr

]
, (4.21)

Com ∆kx ≡ k̂x − kx e ∆kr ≡ k̂r − kr.

Dada esta função de Lyapunov, é possível demonstrar que

V̇ = 2(aref − ke)e2 ≤ 0. (4.22)

4.3.1.1 Norma `∞ do erro - ||e||2`∞

Dado a Equação (4.22), tem-se V (e(t),∆kx(t),∆kr(t)) ≤
V (e(0),∆kx(0),∆kr(0)) <∞.

e2 + |b|
[

∆k2
x

γx
+ ∆k2

r

γr

]
≤ V (0) (4.23)

Como |b|
[

∆k2
x

γx
+ ∆k2

r

γr

]
≥ 0, pode-se escrever (GIBSON, 2014)

||e||2`∞ ≤ V (0) (4.24)

4.3.1.2 Norma `2 do erro - ||e||2`2

Da definição de integral, pode-se escrever

−
∫ t

0
V̇ dτ = V (0)− V (t) ≤ V (0). (4.25)

Considerando-se a Equação (4.22), tem-se (GIBSON, 2014):
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−
∫ t

0
2(aref − ke)e2dτ ≤ V (0) (4.26)

2|aref − ke|
∫ t

0
e2dτ ≤ V (0) (4.27)

||e||2`2 ≤
V (0)

2|aref − ke|
(4.28)

4.3.1.3 Norma `∞ do estado do modelo de referência - ||∆xm||`∞

A solução da Equação (4.16) é:

xm(t) = earef txm(0) +
∫ t

0
earef (t−τ)r(τ)dτ︸ ︷︷ ︸

x∗m(t)

+ke
∫ t

0
earef (t−τ)e(τ)dτ (4.29)

Seja ẋ∗m = arefx
∗
m + brefr o modelo de referência não realimentado (ke = 0),

pode-se escrever a diferença na resposta dos dois sistemas como:

∆xm ≡ xm(t)− x∗m(t) = ke

∫ t

0
earef (t−τ)e(τ)dτ (4.30)

(∆xm)2 = k2
e

[∫ t

0
earef (t−τ)e(τ)dτ

]2
(4.31)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz:

||∆xm||2`∞ ≤ k2
e

∫ t

0
||earef (t−τ)||2`∞dτ

∫ t

0
||e(τ)||2`∞dτ (4.32)

|∆xm|2 ≤ k2
e

1
|2aref |

‖e‖2
`2 (4.33)

Pode-se então tomar este valor como um limite superior para ∆xm. Utilizando a
norma `2 do erro dada pela Equação (4.28), tem-se:
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‖∆xm‖`∞ ≤
ke√
|2aref ||

√√√√ V (0)
2|aref − ke|

(4.34)

Considerando que as normas `p , com p > 0, obedecem a desigualdade triangu-
lar, tem-se ‖∆xm‖`∞ ≤ ‖xm‖`∞ − ‖x∗m‖`∞. Assim, (GIBSON, 2014)

‖xm‖`∞ ≤ ‖x∗m‖`∞ + ke√
|2aref ||

√√√√ V (0)
2|aref − ke|

(4.35)

4.3.1.4 Normas `2 das derivadas dos parâmetros - || ˙̂kr||`2, ||
˙̂
kx||`2

Para o ganho kr, elevando a Equação (4.19b) ao quadrado e integrando os dois
lados, temos:

∫ t

0

˙̂
k2
rdτ︸ ︷︷ ︸

≡‖ ˙̂
kr‖2`2

para t→∞

=
∫ t

0
γ2
re

2r2dτ (4.36)

‖ ˙̂
kr‖2

`2 ≤ γ2
r‖r‖2

`∞

∫ t

0
e2dτ︸ ︷︷ ︸

‖e‖2
`2

para t→∞

(4.37)

‖ ˙̂
kr‖2

`2 ≤ γ2
r‖r‖2

`∞

V (0)
2|aref − ke|

(4.38)

Observa-se que aqui, como ke > 0 e aref < 0 para uma mesma condição inicial,
o modelo realimentado apresenta um menor limitante para a norma `2 e, por-
tanto, menor energia na derivada do parâmetro k̂r, indicando um possível melhor
comportamento em frequências durante o transitório.

Para o ganho kx, temos

∫ t

0

˙̂
k2
xdτ︸ ︷︷ ︸

≡‖ ˙̂
kx‖2`2

para t→∞

=
∫ t

0
γ2
xe

2x2dτ (4.39)
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Tomando-se o supremo do estado x, temos

‖ ˙̂
kx‖2

`2 ≤ γ2
x‖x‖2

`∞‖e‖
2
`2 (4.40)

Como

‖x‖`∞ ≤ ‖e‖`∞ + ‖xm‖`∞ (4.41)

‖x‖`∞ ≤
√
V (0) + ‖x∗ref‖`∞ + ke√

|2aref ||

√√√√ V (0)
2|aref − ke|

(4.42)

Temos

‖ ˙̂
kx‖2

`2 ≤
γ2
xV (0)

2|aref − ke|

‖x∗m‖+
√
V (0)

1 + |ke|√
4|aref ||aref − ke|

2

(4.43)

Ao contrário do que acontece com a derivada do parâmetro kr, a constante ke

aparece tanto no numerador quanto no denominador na fração dentro do parên-
tese, de maneira que a análise de sua influência não é trivial.

Como ilustração, calculam-se os limites para o limite superior da norma `2 nas
condições em que ke → 0 e ke →∞.

lim
ke→0

γ2
xV (0)

2|aref − ke|

‖x∗m‖+
√
V (0)

1 + |ke|√
4|aref ||aref − ke|

2

=

γxV (0)(
√
V (0) + ‖x∗m‖)2

2|aref |

(4.44)

lim
ke→∞

γ2
xV (0)

2|aref − ke|

‖x∗m‖+
√
V (0)

1 + |ke|√
4|aref ||aref − ke|

2

=

γxV (0)2

8|aref |

(4.45)

Este resultado é diferente daquele apresentado por Gibson (2014) e reproduzido
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na Equação (4.46), mas permite considerações similares.

‖ ˙̂
kx‖2

`2 ≤ 4γ2
x

V (0)‖x∗m(t)‖2
`∞

|aref + ke|
+ 4γ2 V 2(0)

|aref + ke|
+ 2γ2 |ke|2

|aref |
V (0)2

|aref + ke|2
(4.46)

4.3.1.5 Tempo de transiente

Gibson (2014) calcula um limitante exponencial para o erro ao longo do tempo
partindo da equação de Lyapunov e o lema de Gronwall-Bellman. Este trabalho
sugere uma abordagem distinta, partindo da solução da equação diferencial do
erro, visando obter uma evolução da trajetória do erro ao longo do tempo.

A dinâmica do erro é dada por

ė = (aref − ke)e+ b(∆kxx+ ∆krr)︸ ︷︷ ︸
≡ψ(t)

. (4.47)

Como todos os sinais no sistema em malha fechada são limitados para uma
referência limitada, pode-se dizer que existe uma constante estritamente positiva
0 < ψmax <∞ tal que |ψ(t)| ≤ ψmax para qualquer instante de tempo.

Partindo de uma condição inicial e(0) = e0, o erro ao longo do tempo é dado por:

e(t) = e(aref−ke)te0 +
∫ t

0
e(aref−ke)(t−τ)ψ(τ)dτ (4.48)

Como a integral é uma integral de convolução do tipo
∫ t
0 f(t− τ)g(τ)dτ válida

para f, g : [0,∞)→ <, pode-se usar a propriedade comutativa tal que

e(t) = e(aref−ke)te0 +
∫ t

0
e(aref−ke)(τ)ψ(t− τ)dτ (4.49)

Considerando-se o teorema de desigualdade de um triângulo e o valor absoluto
de um produto, pode-se escrever que

e(t) ≤ |e(aref−ke)t||e0|+
∣∣∣∣∫ t

0
e(aref−ke)(t−τ)ψ(τ)dτ

∣∣∣∣ (4.50)

35



Pode-se então calcular um limite superior para o erro, considerando-se que ψ(t−
τ) ≤ ψmax para todo tempo t.

|e(t)| ≤ |e(aref−ke)t||e0|+
∣∣∣∣ψmax ∫ t

0
e(aref−ke)(τ)dτ

∣∣∣∣ (4.51)

Como, por construção, aref < 0 e ke > 0, aref − ke < 0. Assim,

|e(t)| ≤ |e−|aref−ke|t||e0|+ ψmax

∣∣∣∣∣1− e−|aref−ke|t

|aref − ke|

∣∣∣∣∣ (4.52)

Como |a− b| ≤ |a|+ |b| para a e b reais, pode-se escrever

|e(t)| ≤ |e−|aref−ke|t||e0|+
ψmax

|aref − ke|
+ ψmax

∣∣∣∣∣e−|aref−ke|t

|aref − ke|

∣∣∣∣∣ (4.53)

|e(t)| ≤
(
|e0|+

ψmax
|aref − ke|

)
|e−|aref−ke|t|+ ψmax

|aref − ke|
(4.54)

Podemos portanto considerar os limites em t = 0 e t → ∞. Em t = 0, o limite
superior será o erro inicial e0 + 2 ψmax

|aref−ke| . No infinito, por sua vez, pode-se afirmar
que o limite superior será o termo ψmax

|aref−ke| .

Este resultado apresenta uma métrica mais restritiva do que aquela demonstrada
por Gibson (2014), uma vez que o termo ψmax

|aref−ke| aparece também no ganho do
termo exponencial.

A Figura 4.6 apresenta uma ilustração qualitativa deste resultado.

Conclui-se, portanto, que o algoritmo com um modelo de referência em malha
fechada tem um transitório mais rápido do que o algoritmo em malha aberta,
dada uma mesma condição inicial.

4.3.2 Caso vetorial

O equacionamento do caso no qual a planta seja descrita por um modelo linear
de ordem n com todos os estados acessíveis foi apresentado na Seção 4.2. As
Equações (4.1), (4.10), (4.11) e (4.13) caracterizam o sistema controlado.
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Figura 4.6 - Comparação qualitativa do transiente para o modelo de referência tradicional
(ORM) e em malha fechada (CRM) para o caso escalar.

Fonte: Produção da autora.

Dada a função candidata de Lyapunov

V (t) = eTPe+ tr(Λ∆KT
x Γ−1

x ∆Kx) + tr(Λ∆KT
r Γ−1

r ∆Kr), (4.55)

é possível calcular sua derivada temporal. Assim,

V̇ (t) = −eTQe ≤ 0, (4.56)

onde Q = QT > 0 é solução de (Aref + L)TP + P (Aref + L) + Q = 0, para
P = P T > 0.

4.3.2.1 Norma `2 do erro - ||e||`2

Até o momento, nenhuma afirmação foi feita sobre a estrutura da matriz L. Para
o cálculo da norma `2 do erro, escolhe-se (Aref +L) = gIn×n, com g < 0. Esta es-
colha não é necessária para a prova de estabilidade, mas é sugerida por Gibson
(2014) de maneira a simplificar a análise do transitório.

(gIn×n)TP + P (gIn×n) +Q = 0 (4.57)

Q = 2|g|P (4.58)
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Tomando-se P = pIn×n, com p > 0, tem-se que

V̇ (t) = −2|g|pe2 ≤ 0, (4.59)

−
∫ t

0
V̇ (t) ≤ V (0), (4.60)

‖e‖2
`2 ≤

V (0)
2p|g| (4.61)

4.3.2.2 Limite para a função de Lyapunov V

Pode-se reescrever V̇ em função de V.

V̇ (t) = −2|g|eTPe = −2|g|V + 2|g|[tr(Λ∆KT
x Γ−1∆Kx) + tr(Λ∆KT

r Γ−1∆Kr)]
(4.62)

Sejam ∆Kxmax e ∆Krmax como os supremos dos valores permissíveis para
‖∆Kx‖F e ‖∆Kr‖F respectivamente, em que ‖.‖F representa a norma de Fro-
benius para os respectivos vetores. Além disso, assume-se que um limitante su-
perior seja conhecido a priori para Λ, tal que λ̄ = maxi λt(Λ) como um limitante
conhecido. Assim, tem-se

V̇ (t) ≤ −2|g|
[
V − λ̄

γ
(K2

xmax
+K2

rmax
)
]

(4.63)

Considerando-se o teorema de Gronwell-Bellman, chega-se à mesma expressão
apresentada por Gibson (2014).

V (t) ≤
[
V (0)− λ̄

γ
(K2

xmax
+K2

rmax
)
]
e−2|g|t + λ̄

γ
(K2

xmax
+K2

rmax
) (4.64)

4.3.2.3 Tempo de transiente

Novamente, este trabalho opta por buscar um limite superior para o erro por meio
da análise da resposta do erro no tempo dada sua equação diferencial.

A dinâmica do erro é dada por

ė = (Aref + L)e+BΛ(∆Kxx+ ∆Krr)︸ ︷︷ ︸
≡Ψ(t)

. (4.65)
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Partindo de uma condição inicial e(0) = e0, o erro ao longo do tempo é dado por:

e(t) = e(Aref +L)te0 +
∫ t

0
e(Aref +L)(t−τ)Ψ(τ)dτ (4.66)

Como a integral é uma integral de convolução do tipo
∫ t
0 f(t− τ)g(τ)dτ válida

para f, g : [0,∞)→ <, pode-se usar a propriedade comutativa tal que

e(t) = e(Aref +L)te0 +
∫ t

0
e(Aref +L)(τ)Ψ(t− τ)dτ (4.67)

Pode-se então calcular um limitante superior para o erro.

|e(t)| ≤
∣∣∣∣e(Aref +L)te0 +

∫ t

0
e(Aref +L)(τ)Ψ(t− τ)dτ

∣∣∣∣ (4.68)

A análise desta expressão para o caso vetorial depende da matriz de transição
de estados, e(Aref +L)t.

Por exemplo, se L for escolhida de maneira que (Aref +L) seja uma matriz diago-
nal Hurwitz, com autovalores reais e distintos dados por λi ≤ 0 pode-se afirmar
que, para cada elemento i do vetor erro, tem-se

|ei(t)| ≤
∣∣∣eλitei(0)

∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ t

0
eλi(τ)ψi(t− τ)dτ

∣∣∣∣ (4.69)

Como todos os sinais no sistema em malha fechada são limitados, pode-se dizer
que existe uma constante estritamente positiva 0 < ψmax <∞ tal que |ψi(t−τ)| ≤
ψmax.

|ei(t)| ≤
∣∣∣eλitei(0)

∣∣∣+ ψmax

∣∣∣∣∣1− eλit

|λi|

∣∣∣∣∣ (4.70)

Esta expressão é equivalente àquela encontrada para o caso escalar, e indica
que a resposta do sistema será mais rápida quão mais afastado o autovalor es-
colhido esteja do zero.
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4.4 Estudos de simulação

Esta seção apresenta resultados ilustrativos do efeito da estrutura realimentada
no modelo de referência para diferentes entradas.

Seja uma planta de primeira ordem, dada por

ẋp = xp + 4u, xp(0) = 0. (4.71)

Consideram-se, portanto, dois modelos de referência. O modelo de dinâmica ẋm0

será o modelo de referência tradicional, enquanto o modelo de dinâmica ẋm é o
modelo de referência realimentado. Ou seja,

ẋm0 = −4xm0 + 4r xm0(0) = 0

ẋm = −4xm + 4r + ke(xp − xm) xm(0) = 0.
(4.72)

Para os dois casos, toma-se um controlador do tipo feed-forward dado por

u = k̂xxp + k̂rr, (4.73)

e leis de adaptação de parâmetros dadas por

˙̂
kx = −γexp k̂x(0) = 0
˙̂
kr = −γer k̂r(0) = 0.

(4.74)

A fim de simular o regime contínuo, considerou-se um integrador de Runge-Kutta
de quarta ordem de passo fixo, com frequência de amostragem igual a 1000 Hz.

4.4.1 r(t) = 1

Inicialmente, consideremos uma entrada do tipo degrau.

As Figuras 4.7, 4.8 e 4.9 representam a resposta de um sistema ORM com dife-
rentes valores de γ (γ = 1, γ = 10 e γ = 100, respectivamente).

Observa-se que, a medida que γ aumenta, o controle mostra-se mais rápido.
Entretanto, o aumento de γ também aumenta visivelmente as oscilações de alta
frequência na estimativa dos parâmetros.

Além disso, dada a baixa riqueza de um sinal degrau, o erro na estimativa dos
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parâmetros não converge a zero, mesmo com o erro nulo.

Figura 4.7 - Resposta de um sistema ORM, com γ = 1 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 4.8 - Resposta de um sistema ORM, com γ = 10 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 4.9 - Resposta de um sistema ORM, com γ = 100 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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A seguir, tomando-se γ = 100, apresenta-se as respostas de um sistema com
modelo de referência em malha fechada (CRM). As Figuras 4.10, 4.11 e 4.12
apresentam os modelos com ke = 10, ke = 100 e ke = 1000, respectivamente.

Observa-se que a inclusão do ganho ke reduz consideravelmente as alta frequên-
cias aparentes no transitório. Entretanto, como pode ser visto especialmente no
caso ke = 1000, existe uma relação de troca entre o ganho de realimentação e a
velocidade de resposta da planta.

Apesar do erro convergir rapidamente para zero, a distorção provocada no mo-
delo de referência faz com que o estado demore a convergir para o valor de
referência, indicando uma relação de custo-benefício clara para este modelo.

Figura 4.10 - Resposta de um sistema CRM, com ke = 10 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 4.11 - Resposta de um sistema CRM, com ke = 100 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 4.12 - Resposta de um sistema CRM, com ke = 1000 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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4.4.2 r(t) = sin(2t)

Como visto na Seção 4.4.1, mesmo com o erro tendendo a zero, não é possível
afirmar que os parâmetros do controlador tenderão a seu valor de matching.

De fato, sabe-se que uma condição suficiente para que isto ocorra é se o vetor
ω =

[
x r

]T
atender as condições de persistência de excitação, ou seja, se para

um α0 > 0 existirem constantes α1, T0 > 0 tal que (IOANNOU; SUN, 2012)

α1 ≥
1
T0

∫ t+T0

t
ω(τ)ωT (τ)dτ ≥ α0I, ∀t ≥ 0. (4.75)

De fato, para um sistema linear, é possível demonstrar que a convergência de
2m parâmetros pode ser garantida com um sinal de entrada gerado pela soma
de m senoides (NARENDRA; ANNASWAMY, 2005).

A Figura 4.13 ilustra este fenômeno, apresentando a resposta da mesma planta
a uma entrada senoidal dada por r(t) = sin(2t).

Figura 4.13 - Resposta de um sistema CRM, com ke = 100 e entrada senoidal.

Fonte: Produção da autora.
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5 CONTROLE ADAPTATIVO DISCRETO POR MODELO DE REFERÊNCIA

O capítulo anterior apresentou a análise do controle adaptativo por modelo de
referência em malha fechada no sistema contínuo. Na realidade, porém, como
ressalta Ogata (1995), apesar da planta a ser controlada ser um sistema contí-
nuo, o uso de controladores digitais exige a presença de conversores no sistema
real.

Além disso, em função de problemas com a realização física dos sistemas no
regime discreto, não é possível garantir que as estruturas comprovadamente es-
táveis no regime contínuo são válidas no regime discreto, exigindo modificações
na estrutura de controle de maneira a garantir a estabilidade do sistema. (DOGAN

et al., 2020)

Assim sendo, este capítulo desenvolve a prova de estabilidade para um sistema
de controle adaptativo por modelo de referência em malha fechada, demons-
trando a viabilidade do uso deste tipo de estrutura de controle também no regime
discreto.

Observa-se que o objetivo deste capítulo não é apresentar uma comparação
direta com o modelo contínuo apresentado no Capítulo 4, mas sim verificar se,
dada uma estrutura adaptativa discreta, a modificação do modelo de referência
em malha fechada traria algum benefício. Assim, a planta apresentada aqui não
é equivalente à planta do caso discreto, sendo esta escolhida a fim de permitir a
comparação com o trabalho com modelo de referência em malha aberta feito por
Carrijo (2008).

Seja uma planta linear de ordem n descrita pelo espaço de estados

ẋ(t) = Apx(t) + Bpu(t)

y(t) = cTx(t)
(5.1)

onde x(t) ∈ Rn é o vetor de estado totalmente mensurável, u(t) é o sinal de
controle e Ap e Bp são matrizes de dimensões apropriadas. Considera-se que a
matriz cT é conhecida.

Esta planta pode ser descrita como
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y(s) = G(s)u(s) = Z(s)
P (s)u(s) = kp

(s+ z1) . . . (s+ zm)
(s+ p1) . . . (s+ pn)u(s) (5.2)

onde kp é o ganho escalar de alta frequência, e Z(s) e P (s) são polinômios
mônicos, tal que m < n.

O sinal u(t) será, na realidade, gerado por um controlador digital e aplicado na
planta por meio de um conversor modelado como um Zero-Order Hold com um
tempo de amostragem Ts (OGATA, 1995). Assim, a planta terá uma representação
no espaço discreto dada por

xp(k + 1) = Axp(k) + Bu(k)

yp(k) = cTxp(k)
(5.3)

onde A = eApTs e B = [
∫ Ts

0 eApαdα]Bp (CHEN, 2006).

As seguintes hipóteses são feitas:
Hipótese 5.1. A tripla (Ap,Bp,c) é estabilizável e detectável.
Hipótese 5.2. Z(s) é um polinômio Hurwitz.
Hipótese 5.3. O grau m de Z(s) é conhecido.
Hipótese 5.4. O sinal do ganho kp é conhecido.

5.1 Controle adaptativo por modelo de referência em malha aberta - ORM

A modelagem do sistema adaptativo com modelo de referência em malha aberta
segue aquele desenvolvido por Carrijo (2008), desconsiderando-se o congela-
mento de parâmetros apresentado naquele trabalho.

No caso do modelo de referência tradicional, tem-se

xm(k + 1) = Amxm(k) + Bmr(k)

ym(k) = cTxm(k),
(5.4)

em que o vetor cT é o mesmo da planta, considerado conhecido.

Assim, escolhe-se um modelo de referência
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ym(k) = Gm(z)r(k), (5.5)

onde Gm(s) = km(1/Pm(s)), e Gm(z) é sua representação discreta.

A lei de controle considerada é uma lei de controle por realimentação de estados,
descrita por

u(k) = K̂T
x xp(k) + K̂r(k)r(k) (5.6)

onde K̂r(k) ∈ R e K̂x(k) ∈ Rn são as estimativas dos ganhos do controlador, que
assumem os valores Kr e Kx na condição de matching.

A lei de adaptação dos parâmetros é obtida utilizando-se o erro aumentado (NA-

RENDRA; ANNASWAMY, 2005), tal que

∆K(k + 1) = ∆K(k)− sgn(kp)γ
ωf (k)ε1(k)
m(k)2

∆ϕ(k + 1) = ∆ϕ(k)− σe2(k)ε1(k)
m(k)2

Gm(z) , cT[zI − (Am)]−1Bm

ε1(k) = e1(k) + ϕ̂(k)e2(k)

e2(k) = K̂(k)TGm(z)ω(k)−Gm(z)K̂(k)Tω(k).

(5.7)

onde ωf (k) = Gm(z)
[
xp(k) r(k)

]T
, ∆K(k) =

[
∆Kx

T (k) ∆Kr
T (k)

]T
e m(k)2 =

1 + ωTf (k)ωf (k) + e2
2 é o fator de normalização. As variáveis e1, ε1 e e2 são, res-

pectivamente, o erro de saída, o erro auxiliar e o erro aumentado, definidos em
seções posteriores deste documento.

A Figura 5.1 apresenta o diagrama de implementação desta lei de controle, já
considerando uma planta discreta. A estabilidade deste sistema é demonstrada
em Carrijo e Leite Filho (2010).

5.2 Controle adaptativo por modelo de referência em malha fechada - CRM

No caso do modelo de referência com realimentação, chamado também de mo-
delo de referência de malha fechada, em sua representação discreta, será dado
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Figura 5.1 - Diagrama esquemático para controle adaptativo por discreto modelo de re-
ferência tradicional (ORM).

Fonte: Produção da autora.

por

xm(k + 1) = Amxm(k) + Bmr(k)−L(yp(k)− ym(k))

ym(k) = cTxm(k),
(5.8)

onde L é um ganho de realimentação de Luenberger e a matriz cT é a mesma
da planta. Observa-se que os estados no modelo de referência também são con-
siderados totalmente mensuráveis. Além disso, observa-se que dada a planta
analisada no caso discreto, trabalha-se com o erro de saída, e não mais o erro
do estado como ocorreu no caso contínuo.

Este sistema pode ser escrito como

ym(k) = Gmr(k)+GL(k)(yp(k)− ym(k)), (5.9)
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em que GL = cT (zI−Am)−1L.

5.2.1 Lei de controle

Novamente, a lei de controle considerada é uma lei de controle por realimentação
de estados, descrita por

u(k) = K̂T
x xp(k) + K̂r(k)r(k) (5.10)

onde K̂r(k) ∈ R e K̂x(k) ∈ Rn são as estimativas dos ganhos do controlador, que
assumem os valores Kr e Kx na condição de matching.

Define-se a condição de matching como aquela na qual Am = A + BKT
x e Bm =

BKr, da mesma maneira que o observado no caso sem realimentação.

Como no trabalho de Carrijo (2008), opta-se por escolher os pólos do sis-
tema controlado tal que tal que det(sI − Ap − BpK

T
x ) = KrZ(s)Pm(s), com

Kr = km/kp. Assim, os pólos da planta serão modificados por Kx para chegar
aos zeros do modelo de referência, enquanto os zeros de Z(s) são cancela-
dos adaptativamente. Segundo o autor, esta escolha garante que as raízes do
det(sI −Ap−BpK

T
x ) sejam Hurwitz e que o cancelamento de pólos e zeros seja

viável.

Neste desenvolvimento, opta-se por manter a mesma filosofia para a escolha
dos pólos, de maneira a comparar a estrutura obtida com aquela do modelo de
referência em malha aberta.

Na condição de matching, tem-se um modelo de referência equivalente ao mo-
delo de referência em malha aberta, ou seja,

Gm = km
1
Pm

. (5.11)

5.2.2 Equação do erro de rastreio

Com a Equação (5.10), pode-se reescrever a equação da planta como sendo

xp(k + 1) = Axp(k) + B[K̂T
x xp(k) + K̂r(k)r(k)]. (5.12)
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Tomando-se o erro de estimativa dos parâmetros como sendo ∆Kx = K̂x−Kx e
∆Kr = K̂r −Kr, pode-se escrever o erro de estado e = xp − xm como:

e(k + 1) = xp(k + 1)− xm(k + 1)

xp(k + 1) = Axp(k) + B[(Kx + ∆Kx(k))Txp(k) + (Kr + ∆Kr(k))r(k)]

xm(k + 1) = Amxm(k) + Bmr(k)+LcT(xp(k)− xm(k))

(5.13)

Considerando a condição de matching, tem-se que o erro de estado é dado por

e(k + 1) = (Am+LcT)e(k) + B∆K(k)Tω(k) (5.14)

onde ∆KT (k) =
[
∆Kx

T (k) ∆Kr
T (k)

]
e ωT (k) =

[
xTp (k) r(k)

]
.

Seja o erro de rastreio e1(k) = yp(k)−ym(k) = cTe, pode-se considerar o seguinte
sistema dinâmico

e(k + 1) = (Am+LcT)e(k) + B∆KTω(k)

e1(k) = cTe
(5.15)

Este sistema tem como solução

e1(k) = cT[zI − (Am+LcT)]−1B∆K(k)Tω(k) (5.16)

Definindo-se então a função de transferência expandida GmL
(z) , cT[zI −

(Am+LcT)]−1Bm, e considerando que as hipóteses 5.1 e 5.2 fazem com que
o matching seja viável sem conhecimento a priori dos pólos e zeros da planta
(CARRIJO; LEITE FILHO, 2010), pode-se escrever B = Bmkp/km. Logo, o erro de
rastreio será

e1(k) = kp
km

GmL
(z)∆K(k)Tω(k). (5.17)
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5.2.3 Equação do erro do mecanismo de adaptação

O erro do mecanismo de adaptação é aquele do erro aumentado, apresentado
por Narendra e Annaswamy (2005). Inicialmente, calcula-se o erro auxiliar e2,
definido como

e2 , K̂(k)TGmL
(z)ω(k)−GmL

(z)K̂(k)Tω(k). (5.18)

Observa-se que esta expressão traz uma mistura de notações no tanto no domí-
nio do tempo quanto no domínio da frequência, o que é comum na literatura de
controle adaptativo (NARENDRA; ANNASWAMY, 1987; SLOTINE; COETSEE, 1986).

Segundo Narendra e Annaswamy (2005), o erro e2 tende a zero exponencial-
mente quando o vetor K̂ assume o valor de matching K desde que GmL

(z) seja
uma função de transferência assintoticamente estável.

Substituindo-se K̂(k) = K + ∆K(k), tem-se

e2(k) = KTGmL
(z)ω(k)−GmL

(z)KTω︸ ︷︷ ︸
β(k)

+∆K(k)TGmL
(z)ω(k)−GmL

(z)∆K(k)Tω(k).

(5.19)

Uma vez que limk→∞ β(k) = 0, pode-se ignorar o termo β(k) e considerar o erro
auxiliar como

e2(k) = ∆K(k)TGmL
(z)ω(k)−GmL

(z)∆K(k)Tω(k). (5.20)

Finalmente, define-se o erro aumentado ε1 como sendo uma combinação do erro
de rastreio com o erro auxiliar.

ε1(k) = e1(k) + ϕ̂(k)e2(k)

= kp
km

GmL
(z)∆K(k)Tω(k) + ϕ̂(k)[∆K(k)TGmL

(z)ω(k)−GmL
(z)∆K(k)Tω(k)]

(5.21)
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em que ϕ̂(k) = kp/km + ∆ϕ(k). Logo

ε1(k) = kp
km

∆K(k)TGmL
(z)ω(k) + ∆ϕ(k)e2(k) (5.22)

A Figura 5.2 apresenta o diagrama de implementação desta lei de controle, já
considerando uma planta discreta.

Figura 5.2 - Diagrama esquemático para controle adaptativo por discreto modelo de re-
ferência em malha fechada (CRM).

Fonte: Produção da autora.

5.3 Análise de estabilidade

Seja uma função candidata de Lyapunov dada por

Vk(∆K,∆ϕ) = γ−1 |kp|
km

∆KT (k)∆K(k) + σ−1∆ϕ2(k) (5.23)

com γ, σ > 0.
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A equação de diferenças de Lyapunov será

∆V (∆K,∆ϕ) = γ−1 |kp|
km

[∆KT (k+1)∆K(k+1)−∆KT (k)∆K(k)]+σ−1[∆ϕ2(k+1)−∆ϕ2(k)]
(5.24)

Considerando-se a lei de adaptação baseada naquela proposta por Carrijo
(2008), tem-se

∆K(k + 1) = ∆K(k)− sgn(kp)γ
ωf (k)ε1(k)
m(k)2

∆ϕ(k + 1) = ∆ϕ(k)− σe2(k)ε1(k)
m(k)2

(5.25)

onde ωf (k) = GmL
(z)ω(k) em(k)2 = 1+ωTf (k)ωf (k)+e2

2 é o fator de normalização.

Assim

∆V (∆K,∆ϕ) =γ−1 |kp|
km


[
∆K(k)− sgn(kp)γ

ωf (k)ε1(k)
m(k)2

]T [
∆K(k)− sgn(kp)γ

ωf (k)ε1(k)
m(k)2

]
− γ−1 |kp|

km
∆KT (k)∆K(k)] + σ−1

[
(∆ϕ(k)− σe2(k)ε1(k)

m(k)2 )2 −∆ϕ(k)2
]

=γ−1 |kp|
km

{
−2sgn(kp)γ∆KT (k)ωf (k)ε1(k)

m(k)2 + γ2ωTf (k)ωf (k)ε1(k)2

m(k)4

}

+ σ−1
[
−2∆ϕ(k)σe2(k)ε1(k)

m(k)2 + σ2 e
2
2(k)ε2

1(k)
m(k)4

]

=− 2 kp
km

∆KT (k)ωf (k)ε1(k)
m(k)2 + γ

|kp|
km

ωTf (k)ωf (k)ε1(k)2

m(k)4

− 2∆ϕ(k)e2(k)ε1(k)
m(k)2 + σ

e2
2(k)ε2

1(k)
m(k)4

(5.26)

Definindo-se kmax como o valor limite para o ganho de alta frequência kp, tal que
|kp| < kmax, pode-se escolher o ganho de adaptação γ = kmk

−1
max e σ = 1, de

modo que
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∆V (∆K,∆ϕ) ≤ −2
[
kp
km

∆KT (k)ωf (k)ε1(k)
m(k)2 + ∆ϕ(k)e2(k)ε1(k)

m(k)2

]
+[ωTf (k)ωf (k)+e2(k)2]ε1(k)2

m(k)4

(5.27)

Pela definição do fator de normalização m(k)2 = 1 + ωTf (k)ωf (k) + e2
2, pode-se

afirmar que

ωTf (k)ωf (k) + e2
2

1 + ωTf (k)ωf (k) + e2
2
< 1. (5.28)

Logo,

∆V (∆K,∆ϕ) ≤ −2
[
kp
km

∆KT (k)ωf (k)ε1(k)
m(k)2 + ∆ϕ(k)e2(k)ε1(k)

m(k)2

]
+ ε1(k)2

m(k)2 (5.29)

Como ε1(k) = kp

km
∆K(k)Tωf (k) + ∆ϕ(k)e2(k),

∆V (∆K,∆ϕ) ≤ −ε1(k)2

m(k)2 ≤ 0. (5.30)

A função Vk(∆K,∆ϕ) é definida positiva e a inequação de diferenças (5.30) in-
dica que ∆V (∆K,∆ϕ) é semidefinida negativa. Assim, pode-se concluir que os
erros paramétricos são limitados, ou seja ∆K,∆ϕ ∈ `∞.

Além disso, pode-se afirmar que Vk(∆K,∆ϕ) ∈ `∞ e limk→∞ V (k) = V∞. Logo,
tem-se, segundo Balas (1995),

∞∑
k=0

ε1(k)2

m(k)2 ≤ V (0)− V∞ <∞. (5.31)

A Equação (5.31) implica que ε1/m(k) ∈ `2 e, consequentemente,
limk→∞ ε1(k)/m(k) = 0. Como m2(k) > 0, pode-se concluir que ε(k) ∈ `2 e,
consequentemente, limk→∞ ε1(k) = 0 (IOANNOU; FIDAN, 2006; BALAS, 1995).

Considerando-se a lei de adaptação dos parâmetros apresentada na Equação
(5.25), pode-se concluir que, se limk→∞ ε1(k) = 0, em k → ∞, a atualização dos
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parâmetros é interrompida e eles se tornam constantes.

Não se pode afirmar que os erros paramétricos tendam a zero, mas a Equação
(5.25) permite afirmar que, em k → ∞, ∆K(k + 1) − ∆K(k) = 0 e ∆ϕ(k + 1) −
∆ϕ(k) = 0.

A fim de analisar o erro auxiliar e2, pode-se utilizar o seguinte lema.

Lema 1. (Lema de Swapping para Tempo Discreto (IOANNOU; FIDAN, 2006)) Seja
W (z) = GmL(z) = cT[zI − (Am+LcT)]−1Bm uma função de transferência escalar
racional própria estável com uma realização mínima (Am, Bm, c, 0) e vetores ∆K
e ω.

Então,

GmL(z)[∆̄KTω]|k = ∆̄KTGmL(z)[ω]|k −Wc(z)[(Wb(z)[ωT ])∆̄K]|k,

onde ∆̄K ≡ ∆K(k + 1) −∆K(k), Wc = cT[zI − (Am+LcT)]−1 e Wb(z) = z[zI −
(Am+LcT)]−1Bm.

Assim, a Equação (5.20) pode ser escrita como

e2 = Wc(z)[(Wb(z)[ωT ])∆̄K]|k. (5.32)

Como ∆̄K = ∆K(k + 1) − ∆K(k), pode-se afirmar que limk→∞ ∆̄K = 0 e, con-
sequentemente, limk→∞ e2 = 0.

5.4 Tempo de transiente

Da mesma maneira que foi feito no caso contínuo, busca-se encontrar envoltórias
capazes de descrever o comportamento do transitório mediante a modificação do
modelo de referência, tanto para sistemas de ordem 1 quanto para sistemas de
ordem n.

5.4.1 Caso escalar

Considera-se uma planta, já em representação discreta, dada por
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xp(k) = apx(k) + bu(k)

yp(k) = xp(k).
(5.33)

O modelo de referência de malha fechada será

xm(k + 1) = amxm(k) + bmr(k) + ke(yp(k)− ym(k))

ym(k) = xm(k)
(5.34)

Dado um controlador do tipo u = k̂Tω, com k̂ =
[
k̂x(k) k̂r(k)

]T
e ω(k) =[

xp(k) r(k)
]
, encontra-se que a dinâmica do erro será dada por

e(k + 1) = (aref − ke)e(k) + b∆kTω︸ ︷︷ ︸
α(k)

, (5.35)

onde ∆k = k̂ − k é o erro de convergência dos parâmetros do controlador.

Conforme demonstrado na Seção 5.2, o sistema será estável e os sinais do sis-
tema são limitados, assim, existe αmax > 0 tal que |α(k)| ≤ αmax para todo k.

Com base na Equação (5.35), a resposta do erro será dada por (OGATA, 1995)

e(k) = (aref − ke)ke0 +
k−1∑
i=0

(aref − ke)iα(k − 1− i), (5.36)

onde e0 é a condição inicial do erro.

Assim, considerando-se a propriedade de desigualdade triangular no caso da
soma, pode-se escrever um limite superior para esta expressão, tal que

|e(k)| ≤ |(aref − ke)ke0|+
k−1∑
i=0
|(aref − ke)i||α(k − 1− i)|, (5.37)

|e(k)| ≤ |(aref − ke)ke0|+
k−1∑
i=0

αmax|(aref − ke)i|, (5.38)
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A somatória na expressão é uma progressão geométrica. Assim,

|e(k)| ≤ |(aref − ke)ke0|+ αmax
(|aref − ke|)k − 1
|aref − ke| − 1 . (5.39)

Como já foi provado que o sistema é estável, sabe-se que |aref−ke| < 1. Assim, a
medida que k →∞, os elementos de exponente k tendem a zero quanto maior o
valor de |aref−ke|. Isso permite a conclusão de que a velocidade de convergência
do sistema com modelo de referência realimentado (ke 6= 0) é maior.

Além disso, ressalta-se que, ao contrário do que ocorre no caso contínuo, existe
um limite na aplicação desta modificação para uma planta de primeira ordem, já
que a relação |aref − ke| ≤ 1 deve ser mantida.

5.4.2 Caso vetorial

Expandimos agora o resultado da seção anterior para sistemas de ordem n des-
critos em sua forma discreta por:

xp(k) = Axp(k) + Bu(k)

yp(k) = cTxp(k).
(5.40)

O modelo de referência de malha fechada será

xref (k + 1) = Arefxm + brefr − L(yp − ym)

yref (k) = cTx(k)
(5.41)

Dado um controlador do tipo u = K̂Tω, com K̂ =
[
K̂x(k) K̂r(k)

]T
e ω(k) =[

xp(k) r(k)
]
, encontra-se que a dinâmica do erro de estado será dada por

e(k + 1) = (Aref + LcT )e(k) +B∆KTω︸ ︷︷ ︸
Φ(k)

, (5.42)

onde ∆K = K̂ −K é o erro de convergência dos parâmetros do controlador.

Com base na Equação (5.42), a resposta do erro será dada por (OGATA, 1995)
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e(k) = (Aref + LcT )ke0 +
k−1∑
i=0

(Aref + LcT )iΦ(k − 1− i) (5.43)

Pode-se calcular então um limitante superior para o erro,

|e(k)|`∞ =
∣∣∣∣∣(Aref + LcT )ke0 +

k−1∑
i=0

(Aref + LcT )iΦ(k − 1− i)
∣∣∣∣∣
`∞

(5.44)

Considerando-se a desigualdade triangular,

|e(k)|`∞ ≤ |(Aref + LcT )ke0|`∞ +
∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(Aref + LcT )iΦ(k − 1− i)
∣∣∣∣∣
`∞

(5.45)

Conforme demonstrado na Seção 5.2, o sistema será estável e os sinais do sis-
tema são limitados, assim, existe Φmax > 0 tal que |Φ(k)|`∞ ≤ Φmax para todo
k.

|e(k)|`∞ ≤ |(Aref + LcT )ke0|`∞ + Φmax

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(Aref + LcT )i
∣∣∣∣∣
`∞

(5.46)

A somatória é uma progressão geométrica matricial, e sua soma até o elemento
(k − 1) tem expressão conhecida, desde que a matriz [I − (Aref + LcT )] seja
inversível. Assim,

|e(k)|`∞ ≤ |(Aref + LcT )ke0|`∞ + Φmax|[I − (Aref + LcT )]−1[I − (Aref + LcT )k]|`∞
(5.47)

Em sistemas discretos, a estabilidade de um sistema no seu espaço de estados
é relacionada à magnitude dos autovalores em relação ao ciclo unitário, e não
apenas ao sinal de sua parte real, como no caso contínuo.

Assim, para que a série geométrica gerada por (Aref + LcT ) convirja e para que
este sistema seja estável segundo Lyapunov como já demonstrado, é necessário
ainda que a magnitude dos autovalores da matriz composta (Aref + LcT ) seja
menor ou igual a 1.
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Mais que isso, este equacionamento demonstra que, no caso do sistema dis-
creto, a escolha de L deve ser feita de maneira a reduzir a magnitude dos au-
tovalores da matriz composta (Aref + LcT ), o que garantira uma resposta mais
rápida na convergência do erro.

5.5 Estudos de simulação

Esta seção apresenta resultados ilustrativos do efeito da estrutura realimentada
no modelo de referência discreto, para diferentes entradas.

Seja uma planta de primeira ordem, dada por

ẋp = xp + 4u+ ξ, xp(0) = 0, (5.48)

Considera-se, portanto, dois modelos de referência discretos com frequência de
amostragem Fs = 50Hz. O modelo de dinâmica xm0(k + 1) será o modelo de
referência tradicional, enquanto o modelo de dinâmica xm(k + 1) é o modelo de
referência realimentado. Ou seja,

xm0(k + 1) = 0.9802xm0 + 0.0198r(k) xm0(0) = 0

xm(k + 1) = 0.9802xm + 0.0198r(k) + ke(xp(k)− xm(k)) xm(0) = 0.
(5.49)

Para os dois casos, toma-se um controlador do tipo feed-forward dado por

u(k) = k̂x(k)xp(k) + k̂r(k)r(k) = K̂Tωf , (5.50)

e leis de adaptação de parâmetros dadas por

K̂(k + 1) = K̂(k)− γωf (k)ε1(k)
m(k)2

ϕ̂(k + 1) = ϕ̂(k)− e2(k)ε1(k)
m(k)2

GmL(z) , [z − 0.9808 + ke]−1

ε1(k) = e1(k) + ϕ̂(k)e2(k)

e2(k) = K̂(k)TGmL(z)ω(k)−GmL(z)K̂(k)Tω(k).

(5.51)

onde ωf (k) = Gm(z)
[
xp(k) r(k)

]T
, ∆K(k) =

[
∆Kx(k) ∆Kr(k)

]
e m(k)2 = 1 +

ωTf (k)ωf (k) + e2
2 é o fator de normalização.
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A fim de simular a planta, em regime contínuo, considerou-se um integrador de
Runge-Kutta de quarta ordem de passo fixo, com frequência de amostragem
igual a 1000 Hz. O sistema de controle, por sua vez, foi simulado com frequência
de amostragem igual a 50 Hz, com blocos de transição apropriados.

5.5.1 r(t) = 1

Inicialmente, considera-se como entrada de referência um degrau unitário discre-
tizado em Fs = 50Hz. A Figura 5.3 mostra a resposta de um sistema com modelo
de referência sem realimentação (ORM). Observa-se que o sistema apresenta
oscilações representativas dada a escolha de γ = 0.4, um valor relativamente
alto. Este comportamento poderia ser melhorado em detrimento do tempo de
resposta do controlador com um valor menor no parâmetro de projeto.

As Figuras 5.4, 5.5 e 5.6 mostram a resposta deste controlador com γ = 0.4 e
ke = 0.05, ke = 0.1 e ke = 0.2, respectivamente.

Observa-se que uma escolha apropriada de ke leva a uma melhora da amplitude
das oscilações no transitório, mas valores muito elevados alteram demasiada-
mente o modelo de referência, atrasando a resposta do sistema. Este fenômeno
é similar ao fenômeno relatado por Gibson (2014) para o caso contínuo. Além
disso, dada a baixa riqueza de sinal da entrada escolhida, não há convergência
dos parâmetros do controlador para o valor de referência.
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Figura 5.3 - Resposta de um sistema ORM, com γ = 0.4 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 5.4 - Resposta de um sistema CRM, com γ = 0.4, ke = 0.05 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 5.5 - Resposta de um sistema CRM, com γ = 0.4, ke = 0.1 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 5.6 - Resposta de um sistema CRM, com γ = 0.4, ke = 0.2 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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5.5.2 r(t) = 2sin(3t)

A Figura 5.7 apresenta a resposta do controlador adaptativo por modelo de refe-
rência em malha fechada em presença de uma entrada senoidal r(t) = 2sin(3t),
discretizada em Fs = 50Hz.

Observa-se que, em presença de uma entrada rica, existe convergência dos pa-
râmetros para seus valores ideais.

Figura 5.7 - Resposta de um sistema CRM, com γ = 0.4, ke = 0.1 e entrada senoidal
r = 2sin(3t).

Fonte: Produção da autora.
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6 ANÁLISE DE ROBUSTEZ EM PRESENÇA DE PERTURBAÇÃO EXTERNA

A condição de estabilidade de um sistema adaptativo quando em presença de
perturbações é fortemente vinculada à persistência de excitação dos sinais da
malha. Essencialmente, caso seja possível garantir que os sinais de referência
ou mesmo as perturbações presentes sejam suficientemente ricos, é possível
provar que os parâmetros estimados convergirão para seu valor ideal.

Segundo Ioannou e Fidan (2006), entretanto, a natureza retroalimentada do sis-
tema de controle faz com que seja difícil garantir esta condição para casos reais.
Assim, busca-se garantir que a planta siga uma determinada trajetória de refe-
rência sem demandar que os parâmetros estimados convirjam para seus valores
ideais.

6.1 Caso contínuo - modelo de referência em malha fechada

Gibson (2014) não apresentou análise de robustez para a arquitetura CRM, indi-
cando apenas que este tema deveria ser tópico de trabalhos futuros. Assim, esta
seção busca analisar o comportamento de um sistema adaptativo com modelo
de referência em malha fechada em presença de perturbação externa limitada.

Seja um sistema cuja planta apresenta uma perturbação externa limitada, dada
pela Equação (6.1), em que os índices de tempo foram suprimidos.

ẋp = Axp +BΛu+ ξ (6.1)

Na Equação (6.1), x ∈ Rn é o estado da planta, u ∈ Rn é o sinal de controle,
B ∈ Rn×m é a matriz de controle conhecida, Λ ∈ Rm×m é uma matriz diagonal
desconhecida, com elementos estritamente positivos, A ∈ Rn×n é uma matriz
desconhecida e ξ(t) ∈ Rn é uma perturbação externa limitada, tal que ‖ξ(t)‖`∞ ≤
ξmax ≥ 0.

Inicialmente, consideraremos a mesma lei de adaptação estudada na Seção 4.2,
conforme ilustrado na Figura 6.1.

Considerando-se a equação do modelo de referência em malha fechada apre-
sentada na Equação (4.10), pode-se mostrar que o erro de estado, dado por
e = xp − xref tem como dinâmica a Equação (6.2).

71



Figura 6.1 - Esquema adaptativo CRM em presença de perturbação.

Diagrama esquemático para implementação de controle adaptativo por modelo de refe-
rência em malha fechada em presença de perturbação externa, sem modificação na lei
de adaptação.

Fonte: Produção da autora.

ė = (Aref + L)e+BΛ[∆KT
x xp + ∆KT

r r] + ξ (6.2)

Em que ∆Kx = K̂x −Kx e ∆Kr = K̂r −Kr .

Escolhe-se então a função de Lyapunov candidata quadrática globalmente ra-
dialmente ilimitada como sugerido por Lavretsky e Wise (2013), com taxas de
adaptação Γx = ΓTx > 0 e Γr = ΓTr > 0, de dimensões apropriadas.

V (e,∆Kx,∆Kr) = eTPe

+ tr(Λ∆KT
x Γ−1

x ∆Kx) + tr(Λ∆KT
r Γ−1

r ∆Kr)
(6.3)

Na Equação (6.3), P = P T > 0 satisfaz a equação (Aref+L)TP+P (Aref+L)+Q =
0 para algum Q = QT > 0.
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A derivada temporal desta função pode então ser calculada.

V̇ = ∂V

∂e
ė+ ∂V

∂∆Kx

∆K̇x + ∂V

∂∆Kr

∆K̇r. (6.4)

Em que,
∂V

∂e
ė = 2eTP ė

∂V

∂∆Kx

∆K̇x = 2tr(Λ∆KxΓ−1
x

˙̂
Kx)

∂V

∂∆Kr

∆K̇r = 2tr(Λ∆KT
r Γ−1

r
˙̂
Kr)

(6.5)

O primeiro membro da Equação (6.4) pode ser escrito em função da derivada do
erro expressa na Equação (6.2).

∂V

∂e
ė = 2eTP{(Aref + L)e+BΛ[∆Kxxp + ∆Krr] + ξ} (6.6)

Como eTP (Aref + L)e é um valor escalar, pode-se escrever 2eTPArefe =
eTP (Aref +L)e+(eTP (Aref +L)e)T = eTP (Aref +L)e+eT (Aref +L)TPe = −eTQe.

∂V

∂e
ė = −eTQe+ 2eTPBΛ[∆KT

x xp + ∆KT
r r] + ξ (6.7)

A identidade matricial aT b = tr(baT ) permite escrever:

∂V

∂e
ė = −eTQe+ 2tr(Λ∆Kx

Txpe
TPB)

+2tr(Λ∆Kr
T reTPB) + 2eTPξ

(6.8)

Assim, a derivada temporal da função de Lyapunov apresentada na Equação
(6.3) será dada pela Equação (6.9).

V̇ =− eTQe+ 2eTPξ(t)

+ 2tr(Λ[∆Kx
Txpe

TPB + ∆KT
x Γ−1

x
˙̂
Kx])

+ 2tr(Λ[∆Kr
T reTPB + ∆KT

r Γ−1
r

˙̂
Kr])

(6.9)

Tomando-se as leis de adaptação definidas, tem-se que

V̇ = −eTQe+ 2eTPξ(t) ≤ −λmin(Q)|e|2 + 2|e|λmax(P )ξmax. (6.10)
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Em função do termo ξ(t), as considerações de estabilidade devem ser feitas em
relação ao conceito de soluções ultimamente uniformemente limitadas (UUB).

Segundo Ioannou e Sun (2012), soluções UUB existem se existe um limite E > 0
e, correspondente a qualquer α > 0 e t0 ∈ R+, existe um T = T (α) > 0 tal
que, independentemente de t0, |x0| < α implique em |x(t; t0, x0)| < E para todo
t ≥ t+ T .

É possível demonstrar que a lei de adaptação dada pela Equação (4.13) não per-
mite garantia da estabilidade do sistema em presença de perturbação externa
limitada, uma vez que, mesmo que a norma do erro permaneça finita, não é pos-
sível garantir que o erro dos parâmetros de adaptação seja limitado (NARENDRA

et al., 1980; LAVRETSKY; WISE, 2013).

De fato, observa-se que este resultado é o mesmo tanto para o controle adap-
tativo por modelo de referência tradicional quanto para o controle adaptativo por
modelo de referência em malha fechada, indicando que, apesar de aparente-
mente representar uma melhoria do transitório, ainda é necessário realizar mo-
dificações para garantir a robustez em presença de perturbações externas limi-
tadas.

6.1.1 Modificações de robustez

Diversas modificações foram propostas na literatura a fim de garantir o compor-
tamento do sistema em presença de perturbações limitadas.

Originalmente, Narendra e Peterson (1980) propuseram a modificação de zona
morta. Seu objetivo é parar o processo adaptativo quando a norma do erro de
rastreio torna-se inferior a um determinado erro e0.

Segundo Lavretsky e Wise (2013), esta modificação é suficiente para garantir
propriedade de fronteira última uniforme para os erros dos parâmetros do con-
trolador. Entretanto, em seu formato original, a modificação não é Lipschitz e, por
isso, pode levar a oscilações em alta frequência. Uma alternativa à esta modifica-
ção é a versão contínua da modificação por zona morta, apresentada por Slotine
e Coetsee (1986).

Posteriormente, Ioannou e Kokotovic (1983) apresentaram a modificação σ, que
tem como principal característica não exigir nenhum conhecimento a priori do
limite superior da pertubação do sistema e age, essencialmente, como um termo
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de amortecimento na lei ideal (LAVRETSKY; WISE, 2013).

Entretanto, segundo Ioannou e Fidan (2006), a modificação σ tradicional tem
como principal problema o fato de introduzir uma perturbação da ordem de σ no
sistema, fazendo com que seja impossível garantir as propriedades ideais da lei
adaptativa.

A modificação ε, proposta por Narendra e Annaswamy (1987), surgiu como uma
tentativa de melhorar a modificação σ, que também levava os parâmetros adap-
tativos a retornarem para a origem quando o erro de rastreio era pequeno, desa-
prendendo os ganhos computados (LAVRETSKY; WISE, 2013).

Finalmente, menciona-se o algoritmo de projeção, estrutura escolhida no traba-
lho de Gibson (2014). Este algoritmo garante a limitação uniforme dos parâme-
tros adaptativos enquanto permitindo adaptação rápida e garantindo estabilidade
em malha fechada da dinâmica do erro e do sistema original. Entretanto, seu uso
exige o conhecimento de um limite superior para os parâmetros desconhecidos.

Este trabalho analisará a robustez do sistema adaptativo por modelo de refe-
rência em malha fechada considerando então duas possíveis leis de adaptação:
modificação ε e algoritmo de projeção.

6.1.1.1 Modificação ε

A fim de melhorar a robustez de sistemas de controle adaptativo em presença
de perturbações limitadas, uma possível adaptação é a chamada modificação
epsilon, proposta por Narendra e Annaswamy (1987).

Uma implementação desta estratégia consiste em alterar a lei de adaptação
dos parâmetros K̂x e K̂r, de modo que as leis apresentadas na Equação (4.13)
tornem-se

˙̂
Kx =− Γx(xeTPB + σ‖eTPB‖K̂x)
˙̂
Kr =− Γr(reTPB + σ‖eTPB‖K̂r),

(6.11)

em que σ > 0 é uma constante escalar. A Figura 6.2 ilustra este controlador.

A Equação (6.9) torna-se:

V̇ =− eTQe+ 2eTPξ(t)− 2σ‖eTPB‖tr(Λ∆KT
x K̂x)

− 2σ‖eTPB‖tr(Λ∆KT
r K̂r)

(6.12)
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Figura 6.2 - Esquema adaptativo CRM com modificação de robustez em presença de
perturbação limitada.

Diagrama esquemático para implementação de controle adaptativo por modelo de refe-
rência em malha fechada em presença de perturbação externa, com modificação ε.

Fonte: Produção da autora.

Como ∆KT
x = K̂T

x −KT
x e ∆KT

r = K̂T
r −KT

r , então

V̇ =− eTQe+ 2eTPξ(t)

− 2σ‖eTPB‖tr(Λ∆KT
x ∆Kx)− 2σ‖eTPB‖tr(Λ∆KT

xKx)

− 2σ‖eTPB‖tr(Λ∆KT
r ∆Kr)− 2σ‖eTPB‖tr(Λ∆KT

r Kr).

(6.13)

Como propriedade do traço, sabe-se que tr(Λ∆KT
βKβ) = tr(∆KT

βKβΛ), para
β = x, r. Assim, pela desigualdade de Schwarz, pode-se afirmar que,

tr(Λ∆KT
βKβ) ≤ ‖∆KT

βKβ‖F‖Λ‖F ≤ ‖∆Kβ‖F‖Kβ‖F‖Λ‖F , (6.14)

onde ‖.‖F indica a norma de Frobenius.

Pela definição do traço, tem-se que, para Kx ∈ Rn×m,

tr(Λ∆KT
x ∆Kx) ≡

n∑
i=1

m∑
j=1

∆K2
xij

Λjj ≥ ‖∆Kx‖2
FΛmin. (6.15)
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Analogamente, para Kr ∈ Rm×m,

tr(Λ∆KT
r ∆Kr) ≡

m∑
j=1

∆K2
rjj

Λjj ≥ ‖∆Kr‖2
FΛmin. (6.16)

Substituindo-se as Equações (6.14), (6.15) e (6.16) na Equação (6.13),

V̇ ≤− λmin(Q)‖e‖2 + 2‖e‖λmax(P )ξmax
− 2σ‖eTPB‖‖∆Kx‖2

FΛmin + 2σ‖eTPB‖‖∆Kx‖F‖Kx‖F‖Λ‖F
− 2σ‖eTPB‖‖∆Kr‖2

FΛmin + 2σ‖eTPB‖‖∆Kr‖F‖Kr‖F‖Λ‖F .

(6.17)

De maneira semelhante ao proposto em Lavretsky e Wise (2013) para a modi-
ficação σ, pode-se expandir esta expressão completando-se os quadrados, tal
que

V̇ ≤− λmin(Q)
[
‖e‖ − λmax(P )ξmax

λmin(Q)

]2

+ λ2
max(P )ξ2

max

λmin(Q)

− 2σ‖eTPB‖Λmin

[
‖∆Kx‖F −

‖Kx‖F‖Λ‖F
2Λmin

]2

+ σ‖eTPB‖‖Kx‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

− 2σ‖eTPB‖Λmin

[
‖∆Kr‖F −

‖Kr‖F‖Λ‖F
2Λmin

]2

+ σ‖eTPB‖‖Kr‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

.

(6.18)
Assim, V̇ (e,∆Kx,∆Kr) < 0 se que pelo menos uma das expressões em (6.19),
(6.20) ou (6.21) for verdadeira.

λmin(Q)
[
‖e‖ − λmax(P )ξmax

λmin(Q)

]2

>
λ2
max(P )ξ2

max

λmin(Q) + σ‖eTPB‖‖Kx‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

+ σ‖eTPB‖‖Kr‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

(6.19)

2σ‖eTPB‖Λmin

[
‖∆Kx‖F −

‖Kx‖F‖Λ‖F
2Λmin

]2

>
λ2
max(P )ξ2

max

λmin(Q) + σ‖eTPB‖‖Kx‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

+ σ‖eTPB‖‖Kr‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin
(6.20)

2σ‖eTPB‖Λmin

[
‖∆Kr‖F −

‖Kr‖F‖Λ‖F
2Λmin

]2

>
λ2
max(P )ξ2

max

λmin(Q) + σ‖eTPB‖‖Kx‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

+ σ‖eTPB‖‖Kr‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin
(6.21)

Estas expressões permitem descrever condições limitantes para ‖e‖, ‖∆Kx‖ e
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‖∆Kr‖, tal que

‖e‖ >λmax(P )ξmax
λmin(Q) +√√√√λ2
max(P )ξ2

max

λ2
min(Q) + σ‖eTPB‖

λmin(Q)

[
‖Kx‖2

F‖Λ‖2
F

2Λmin

+ ‖Kr‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

]

≡ c1

(6.22)

‖∆Kx‖F >
‖Kx‖F‖Λ‖F

2Λmin

+√√√√ λ2
max(P )ξ2

max

2σ‖eTPB‖Λminλmin(Q) + 1
2Λmin

[
‖Kx‖2

F‖Λ‖2
F

2Λmin

+ ‖Kr‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

]

≡ c2
(6.23)

‖∆Kr‖F >
‖Kr‖F‖Λ‖F

2Λmin

+√√√√ λ2
max(P )ξ2

max

2σ‖eTPB‖Λminλmin(Q) + 1
2Λmin

[
‖Kx‖2

F‖Λ‖2
F

2Λmin

+ ‖Kr‖2
F‖Λ‖2

F

2Λmin

]

≡ c3
(6.24)

Deste modo, pode-se afirmar que V̇ < 0 fora de um conjunto compacto (fechado
e limitado) Ω ⊂ (Rn×Rn×m×Rm×m) com limites definidos pelas Equações (6.22),
(6.23) e (6.24).

Ω = {(e,∆Kx,∆Kr) : (‖e‖ ≤ c1) ∧ (‖∆Kx‖F ≤ c2) ∧ (‖∆Kr‖F ≤ c3)} (6.25)

Deste modo, pode-se afirmar que todos os sinais da malha terão uma fronteira
última uniforme.

A influência do modelo de referência CRM nesta fronteira será discutida na Se-
ção 6.1.2.

6.1.1.2 Algoritmo de projeção

A outra modificação de robustez em estudo neste trabalho é o algoritmo de pro-
jeção, lei escolhida por Gibson (2014) em seus estudos de controle adaptativo
com modelo de referência em malha fechada.
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Definição (Operador de Projeção). (LAVRETSKY; WISE, 2013)

Proj(θ, y) =


y − Γ∇f(θ)(f(θ))T yf(θ)

‖∇f(θ)2
Γ

, se [f(θ) > 0 ∧ yT∇f(θ) > 0].

y, caso contrário.
(6.26)

Em que Γ ∈ Rn×n é qualquer matriz simétrica definida positiva e ‖∇f(θ)‖2
Γ =

(∇fTΓ∇f) é a média euclidiana quadrática ponderada.∇f(θ) é o vetor gradiente
de f avaliado em θ.

A Figura 6.3 ilustra o conceito por trás deste algoritmo. Caso θ pertença ao con-
junto convexo Ω0, tal que f(θ) ≤ 0 para uma determinada função convexa f , o
vetor y não é alterado. Por outro lado, se θ estiver no anel tal que 0 ≤ f(θ) ≤ 1, o
algoritmo de projeção busca suavizar a transição desta região (LAVRETSKY; WISE,
2013).

Figura 6.3 - Representação esquemática do algoritmo de projeção.

Fonte: Produção da autora.

O operador de projeção definido pela Equação (6.26) tem como característica os
seguintes lemas, cuja prova é apresentada em Lavretsky e Wise (2013).

79



Lema 2. Para qualquer matriz simétrica definida positiva Γ ∈ Rn×n,

(θ − θ∗)T (Γ−1Proj(θ,Γy)− y) ≤ 0, (6.27)

em que θ∗ é um ponto interno a Ω0.
Lema 3. Seja f(θ) um mapa convexo continuamente diferenciável de Rn até R.
Seja ainda a dinâmica n-dimensional dada por

θ̇ = Proj(θ, y), (6.28)

em que θ ∈ Rn é o estado do sistema e y ∈ Rn é um vetor variante no tempo e
contínuo por partes. Assim, partindo de qualquer condição inicial θ(0) = θ0 dentro
do conjunto Ω0 = {θ ∈ Rn|f(θ) ≤ 0}, as trajetórias do sistema θ(t) permanecerão
no conjunto Ω1 = {θ ∈ Rn|f(θ) ≤ 1} para todo t ≥ 0.

A versão matricial n×m do operador de projeção é dada pela equação (GIBSON,
2014)

Proj(Θ,ΓY ) = [(Proj(~θ1,Γ~y1)), . . . , (Proj(~θm,Γ~ym))], (6.29)

Em que Θ =
[
θ1 . . . θm

]
∈ Rn×m e Y =

[
y1 . . . ym

]
∈ Rn×m

Assim, a desigualdade apresentada na Equação (6.27) passa a ser dada pela
Equação (6.30) (LAVRETSKY; WISE, 2013).

tr(∆ΘT (Γ−1Proj(Θ,ΓY )− Y )) =
m∑
j=1

(θ − θ∗)Tj (Γ−1Proj(θ,ΓYj)− Yj) ≤ 0 (6.30)

No caso do sistema adaptativo, tomam-se portanto as leis de adaptação dadas
por

˙̂
Kx = ProjΩa(K̂x,ΓxxpeTPB)
˙̂
Kr = ProjΩb

(K̂r,ΓrreTPB),
(6.31)

em que Ωa e Ωb representam os conjuntos convexos fechados centrados na ori-
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gem e cujos tamanhos são dependentes de um limitante conhecido de Kx e Kr

respectivamente.

As funções convexas que governam estas leis são

f(K̂x) = (1 + ε)‖K̂x‖2 −K2
xmax

εK2
xmax

f(K̂r) = (1 + ε)‖K̂r‖2 −K2
rmax

εK2
rmax

,

(6.32)

em que ε > 0 é uma variável de projeto. Estas funções são baseadas nas funções
apresentadas por Lavretsky (2012).

A Equação (6.32) mostra uma limitação do uso deste tipo de lei adaptativa, uma
vez que o algoritmo de projeção exige conhecimento do limite superior do valor
real dos parâmetros.

Assim, afirma-se que ∆Kx e ∆Kr sejam contidos segundo a Equação (6.33), em
que ‖.‖F define a norma de Frobenius (GIBSON, 2014).

Θmax ≡ supΘ,Θ∗∈Ωa
‖∆Θ‖F

Kmax ≡ supK,K∗∈Ωb
‖∆K‖F

(6.33)

Comparando-se a estrutura da Equação (6.30) com a Equação (6.9), pode-se
observar que, caso a lei adaptativa obedeça ao algoritmo de projeção, os termos
envolvendo traços na Equação (6.9) serão sempre menores ou iguais a zero,
reduzindo a Equação (6.9) à desigualdade apresentada na Equação (6.34).

V̇ ≤ −eTQe+ 2eTPξ(t) (6.34)

Considera-se então os limites esperados para a derivada temporal de V.

V̇ ≤ −eTQe+ 2eTPξ(t) ≤ −λmin(Q)‖e‖2 + 2‖e‖λmax(P )ξmax (6.35)
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Logo, V̇ < 0 quando fora do conjunto E0, apresentado na Equação (6.36).

E0 =
{

(e,∆Kx,∆Kr) : ‖e‖ ≤ 2λmax(P )
λmin(Q) ξmax ∧ ‖∆Kx‖F ≤ Kxmax ∧ ‖∆Kr‖F ≤ Krmax

}
(6.36)

Se o conjunto Ω0 for compacto no espaço (e,∆Kx,∆Kr), pode-se afirmar que
as trajetórias do erro ficariam dentro de um conjunto compacto (Ω0 ⊃ E0) ⊂ Rn

a partir de um determinado tempo finito (KHALIL, 2002). Como, por definição no
caso do algoritmo de projeção, exige-se que os parâmetros ∆Kx e ∆Kr sejam
limitados, pode-se garantir que todos os sinais são UUB.

6.1.2 Influência da estrutura CRM na robustez

Tanto para a modificação ε quanto para o algoritmo de projeção, observa-se que
os conjuntos compactos que definem a fronteira última uniforme são diretamente
relacionados aos autovalores das matrizes P e Q.

De fato, a principal diferença na análise da estabilidade dos algoritmos com mo-
delo de referência em malha aberta e fechada está na definição da equação
algébrica de Lyapunov contínua que define P.

No caso tradicional, tem-se que

ATrefPo + PoA
T
ref = −Q, (6.37)

enquanto no modelo de referência realimentado esta expressão torna-se

(Aref + L)TP + P (Aref + L)T = −Q. (6.38)

Nas equações, considera-se que o mesmo Q foi escolhido para permitir a com-
paração entre os dois modelos, e o subscrito o indica a solução para o caso
ORM.

Segundo Mori e Deresei (1984), cada uma destas equações têm uma única so-
lução simétrica positiva definida para um dado Q = QT > 0.

Sejam αomax ≥ αo2 ≥ · · · ≥ αon > 0 os autovalores de Po. Pode-se afirmar que
(YASUDA; HIRAI, 1979; MORI; DERESEI, 1984)
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λmax(Po) = αomax ≤
1

−λmax{(Aref + ATref )Q−1}
(6.39)

Analogamente, para o caso CRM, tem-se que

λmax(P ) ≤ 1
−λmax{[Aref + L+ (Aref + L)T ]Q−1}

. (6.40)

Comparando-se com os conjuntos compactos detalhados nas Equações (6.25)
e (6.36), pode-se afirmar que a estrutura de modelo de referência realimentada
também implicará em uma redução da fronteira última uniforme caso λmax(P ) <
λmax(Po), ou seja, se, em módulo, o maior autovalor da matriz {[Aref +L+(Aref +
L)T ]Q−1} for maior que o maior autovalor da matriz {(Aref + ATref )Q−1}, para um
mesmo Q.

6.1.3 Tempo de transiente

Esta seção busca apresentar uma análise do tempo de transitório do controle
adaptativo por modelo de referência em malha fechada em presença de pertur-
bação externa limitada, verificando assim se o comportamento visto no caso não
perturbado será mantido.

Destaca-se que a análise apresentada nesta seção não depende da modificação
escolhida para o modelo de referência, uma vez que estamos comparando ape-
nas o efeito do modelo de referência com realimentação em uma mesmo tipo de
lei de adaptação dos parâmetros.

6.1.3.1 Caso escalar

No caso perturbado, é possível demonstrar que a dinâmica do erro será

ė = (aref − ke)e+ b(∆kxx+ ∆krr)︸ ︷︷ ︸
≡ψ(t)

+ξ. (6.41)

Como todos os sinais no sistema em malha fechada são limitados, pode-se dizer
que existe uma constante estritamente positiva 0 < ψmax < ∞ tal que |ψ(t)| ≤
ψmax para qualquer instante de tempo.
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Partindo de uma condição inicial e(0) = e0, o erro ao longo do tempo é dado por:

e(t) = e(aref−ke)te0 +
∫ t

0
e(aref−ke)(t−τ)ψ(τ)dτ +

∫ t

0
e(aref−ke)(t−τ)ξ(τ)dτ (6.42)

Como a integral é uma integral de convolução do tipo
∫ t
0 f(t− τ)g(τ)dτ válida

para f, g : [0,∞)→ <, pode-se usar a propriedade comutativa tal que

e(t) = e(aref−ke)te0 +
∫ t

0
e(aref−ke)(τ)ψ(t− τ)dτ +

∫ t

0
e(aref−ke)(τ)ξ(t− τ)dτ (6.43)

Pode-se então calcular um limite superior para o erro, considerando-se que |ψ(t−
τ)| ≤ ψmax para todo tempo t e que, por hipótese, a perturbação externa também
tem um limite superior tal que |ξ(t− τ)| ≤ ξmax.

|e(t)| ≤
∣∣∣e(aref−ke)te0

∣∣∣+ ψmax

∣∣∣∣∫ t

0
e(aref−ke)(τ)dτ

∣∣∣∣+ ξmax

∣∣∣∣∫ t

0
e(aref−ke)(τ)dτ

∣∣∣∣ (6.44)

Como aref − ke < 0, tem-se:

|e(t)| ≤ |e−|aref +ke|t||e0|+ (ψmax + ξmax)
∣∣∣∣∣1− e−|aref +ke|t

|aref + ke|

∣∣∣∣∣ (6.45)

|e(t)| ≤ |e−|aref +ke|t||e0|+
ψmax + ξmax
|aref + ke|

+ (ψmax + ξmax)
∣∣∣∣∣e−|aref +ke|t

|aref + ke|

∣∣∣∣∣ (6.46)

|e(t)| ≤
(
|e0|+

ψmax + ξmax
|aref + ke|

)
|e−|aref +ke|t|+ ψmax + ξmax

|aref + ke|
(6.47)

Este resultado demonstra que, no que diz respeito ao tempo de transitório, o
efeito positivo da inclusão do termo de realimentação no modelo de referência
é mantido, uma vez que a inclusão do termo perturbado afeta igualmente a res-
posta do sistema, conforme indicado pela Figura 6.4.
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Figura 6.4 - Resposta do erro.

Comparação qualitativa do transiente para o modelo de referência tradicional (ORM) e
em malha fechada (CRM) para o caso escalar em presença de perturbação limitada.

Fonte: Produção da autora.

Conclui-se, portanto, que o algoritmo com um modelo de referência em malha
fechada tem um transitório mais rápido do que o algoritmo em malha aberta,
dada uma mesma condição inicial e a mesma perturbação externa limitada.

6.1.3.2 Caso vetorial

A dinâmica do erro é dada por

ė = (Aref + L)e+BΛ(∆Kxx+ ∆Krr)︸ ︷︷ ︸
≡Ψ(t)

+ξ. (6.48)

Partindo de uma condição inicial e(0) = e0, o erro ao longo do tempo é dado por:

e(t) = e(Aref +L)te0 +
∫ t

0
e(Aref +L)(t−τ)Ψ(τ)dτ +

∫ t

0
e(Aref +L)(t−τ)ξ(τ)dτ (6.49)

Como a integral é uma integral de convolução do tipo
∫ t
0 f(t− τ)g(τ)dτ válida

para f, g : [0,∞)→ <, pode-se usar a propriedade comutativa tal que
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e(t) = e(Aref +L)te0 +
∫ t

0
e(Aref +L)(τ)Ψ(t− τ)dτ +

∫ t

0
e(Aref +L)(τ)ξ(t− τ)dτ (6.50)

A análise desta expressão para o caso vetorial depende da matriz de transição
de estados, e(Aref +L)t.

Da mesma maneira que foi feito no caso não perturbado, toma-se por exemplo a
escolha de L tal que (Aref+L) seja uma matriz diagonal Hurwitz, com autovalores
reais e distintos dados por λi ≤ 0 pode-se afirmar que, para cada elemento i do
vetor erro, tem-se

ei(t) = eλite0 +
∫ t

0
eλi(τ)Ψi(t− τ)dτ +

∫ t

0
eλi(τ)ξi(t− τ)dτ (6.51)

Como todos os sinais no sistema em malha fechada são limitados, pode-se dizer
que existe uma constante estritamente positiva 0 < Ψmax <∞ tal que |Ψi(t−τ)| ≤
Ψmax para qualquer instante de tempo. Além disso, por hipótese, a perturbação
externa também tem um limite superior tal que |ξi(t− τ)| ≤ ξmax. Assim,

|ei(t)| ≤
∣∣∣eλitei(0)

∣∣∣+ (Ψmax + ξmax)
∣∣∣∣∫ t

0
eλi(τ)dτ

∣∣∣∣ (6.52)

|ei(t)| ≤
∣∣∣eλitei(0)

∣∣∣+ (Ψmax + ξmax)
∣∣∣∣∣1− eλit

|λi|

∣∣∣∣∣ (6.53)

Esta expressão é equivalente àquela encontrada para o caso escalar, e indica
que a resposta do sistema será mais rápida quão mais afastado o autovalor es-
colhido esteja do zero.

Nota-se que a inclusão da perturbação no modelo levou a um aumento da am-
plitude esperada para a envoltória de maneira equivalente para os modelos de
referência com e sem realimentação. Assim, conclui-se que, para uma mesma
perturbação, o sistema com o modelo de referência em malha fechada terá um
melhor comportamento no transitório.
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6.1.4 Estudos de simulação

Esta seção apresenta resultados ilustrativos do efeito da estrutura realimentada
no modelo de referência para diferentes plantas.

Seja uma planta de primeira ordem, dada por

ẋp = xp + 4u+ ξ, xp(0) = 0, (6.54)

em que ξ representará uma perturbação em pulso com amplitude 5 e duração de
0.5 s, aplicado em t = 1 s.

Considera-se, portanto, dois modelos de referência. O modelo de dinâmica ẋm0

será o modelo de referência tradicional, enquanto o modelo de dinâmica ẋm é o
modelo de referência realimentado. Ou seja,

ẋm0 = −4xm0 + 4r xm0(0) = 0

ẋm = −4xm + 4r + ke(xp − xm) xm(0) = 0.
(6.55)

Para os dois casos, toma-se um controlador do tipo feed-forward dado por

u = k̂xxp + k̂rr, (6.56)

e leis de adaptação de parâmetros com modificação ε dadas por

˙̂
kx = −γ(exp + σ‖e‖k̂x) k̂x(0) = 0
˙̂
kr = −γ(er + σ‖e‖k̂r) k̂r(0) = 0.

(6.57)

A fim de simular o regime contínuo, considerou-se um integrador de Runge-Kutta
de quarta ordem de passo fixo, com frequência de amostragem igual a 1000 Hz.

6.1.4.1 r(t) = 1

Inicialmente, consideremos novamente uma entrada do tipo degrau, em um mo-
delo de referência em malha fechada (CRM), com γ = 100, σ = 0.1. As Figuras
6.5, 6.6 e 6.7 apresentam os modelos com ke = 10, ke = 100 e ke = 1000, respec-
tivamente.

Observa-se que a inclusão do ganho ke reduz consideravelmente as alta frequên-
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cias aparentes no transitório. Entretanto, como pode ser visto especialmente no
caso ke = 1000, existe uma relação de troca entre o ganho de realimentação e a
velocidade de resposta da planta.

Além disso, comparando-se os resultados, observa-se que, uma vez que o mo-
delo de referência não considera a perturbação, a realimentação do erro no mo-
delo de referência faz com que a trajetória de referência também seja perturbada
indiretamente.

Figura 6.5 - Resposta de um sistema CRM, com ke = 10 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.

88



Figura 6.6 - Resposta de um sistema CRM, com ke = 100 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 6.7 - Resposta de um sistema CRM, com ke = 1000 e entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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6.1.4.2 r(t) = sin(2t)

A Figura 6.8 ilustra o comportamento do sistema dada uma mesma perturbação
de entrada, mas com uma entrada rica para este tipo de planta, r(t) = sin(2t).

Observa-se que neste caso, os parâmetros convergem a seu valor de matching.

Figura 6.8 - Resposta de um sistema CRM, com ke = 100 e entrada senoidal.

Fonte: Produção da autora.

6.2 Caso discreto - modelo de referência em malha fechada

Seja uma planta linear de ordem n descrita pelo espaço de estados

ẋ(t) = Apx(t) + Bpu(t) + ξp(t)

y(t) = cTx(t)
(6.58)

onde x(t) ∈ Rn é o vetor de estado totalmente mensurável, u(t) é o sinal de
controle e Ap e Bp são matrizes de dimensões apropriadas. Considera-se que a
matriz cT é conhecida e ξp(t) ∈ Rn é uma perturbação externa limitada, tal que
‖ξp‖ ≤ ξpmax. Além disso, ξp(t) ∈ `2 (TAO, 1997).

91



Esta planta terá uma representação no espaço discreto dada por

xp(k + 1) = Axp(k) + Bu(k) + ξk(k)

yp(k) = cTxp(k)
(6.59)

onde A = eApTs, B = [
∫ Ts

0 eApαdα]Bp e ξk = [
∫ Ts

0 eApαξp(α)dα].

Deseja-se que esta planta siga um modelo de referência em malha fechada re-
presentado por

xm(k + 1) = Amxm(k) + Bmr(k)−L(yp(k)− ym(k))

ym(k) = cTxm(k)
(6.60)

onde Am = eAmT e Bm = [
∫ T

0 eAmαdα]Bm. L é um ganho de realimentação de
Luenberger e a matriz cT é a mesma da planta. Observa-se que os estados no
modelo de referência também são considerados totalmente mensuráveis.

A lei de controle é dada por

u(k) = K̂T
x xp(k) + K̂r(k)r(k). (6.61)

A lei de adaptação dos parâmetros é a mesma apresentada na Seção 5.2 e
reproduzida a seguir

∆K(k + 1) = ∆K(k)− sgn(kp)γ
ωf (k)ε1(k)
m(k)2

∆ϕ(k + 1) = ∆ϕ(k)− σe2(k)ε1(k)
m(k)2 ,

(6.62)

onde ωf (k) = GmL
(z)ω(k) em(k)2 = 1+ωTf (k)ωf (k)+e2

2 é o fator de normalização.

Com a Equação (5.10), pode-se reescrever a equação da planta como sendo

xp(k + 1) = Axp(k) + Bm[K̂T
x xp(k) + K̂r(k)r(k)] + ξk(k). (6.63)
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Por hipótese, assume-se que seja possível definir uma perturbação equivalente
ξ ∈ Rm tal que ξk(k) ≡ Bmξ(k), ξ ∈ `∞ ∩ `2, conforme Narendra e Annaswamy
(1984).

Tomando-se o erro de estimativa dos parâmetros como sendo ∆Kx = K̂x−Kx e
∆Kr = K̂r −Kr, pode-se escrever o erro de estado e = xp − xm como:

e(k + 1) = xp(k + 1)− xm(k + 1)

xp(k + 1) = Axp(k) + B[(Kx + ∆Kx(k))Txp(k) + (Kr + ∆Kr(k))r(k)] + ξ(k)

xm(k + 1) = Amxm(k) + Bmr(k)+LcT(xp(k)− xm(k))
(6.64)

Considerando a condição de matching, tem-se que o erro de estado é dado por

e(k + 1) = (Am+LcT)e(k) + B[∆K(k)Tω(k) + ξ(k)] (6.65)

onde ∆KT (k) =
[
∆Kx

T (k) ∆Kr
T (k)

]
e ω(k) =

[
xp(k) r(k)

]
.

Seja o erro de rastreio e1(k) = yp(k)−ym(k) = cTe, pode-se considerar o seguinte
sistema dinâmico

e(k + 1) = (Am+LcT)e(k) + B[∆KTω(k) + ξ(k)]

e1(k) = cTe
(6.66)

Este sistema tem como solução

e1(k) = cT[zI − (Am+LcT)]−1B(∆K(k)Tω(k) + ξ(k)) (6.67)

Assim, de maneira análoga ao caso não perturbado, pode-se escrever o erro de
rastreio como sendo

e1(k) = kp
km

GmL
(∆K(k)Tω(k) + ξ(k)), (6.68)
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em que GmL
= cT[zI − (Am+LcT)]−1Bm.

Conforme visto anteriormente, pode-se escrever o erro auxiliar e2 como

e2(k) = ∆K(k)TGmL
(z)ω(k)−GmL

(z)∆K(k)Tω(k). (6.69)

Finalmente, define-se o erro aumentado ε1 como sendo uma combinação do erro
de rastreio com o erro auxiliar.

ε1(k) = e1(k) + ϕ̂(k)e2(k)

= kp
km

GmL
(∆K(k)Tω(k) + ξ(k)) + ϕ̂(k)[∆K(k)TGmL

(z)ω(k)−GmL
(z)∆K(k)Tω(k)]

(6.70)

em que ϕ̂(k) = kp/km + ∆ϕ(k). Logo

ε1(k) = kp
km

(∆K(k)TGmL
(z)ω(k) +GmL

(z)ξ(k)) + ∆ϕ(k)e2(k) (6.71)

Definindo-se ωf ≡ GmL
(z)ω(k) e ξf ≡ GmL

(z)ξ(k), tem-se

ε1(k) = kp
km

(∆K(k)Tωf (k) + ξf (k)) + ∆ϕ(k)e2(k) (6.72)

6.2.1 Análise de robustez

Seja uma função candidata de Lyapunov dada por

Vk(∆K,∆ϕ) = γ−1 |kp|
km

∆KT (k)∆K(k) + σ−1∆ϕ2(k) (6.73)

com γ, σ > 0.

A equação de diferenças de Lyapunov será
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∆V (∆K,∆ϕ) = γ−1 |kp|
km

[∆KT (k+1)∆K(k+1)−∆KT (k)∆K(k)]+σ−1[∆ϕ2(k+1)−∆ϕ2(k)]
(6.74)

Considerando-se a lei de adaptação estudada anteriormente, tem-se

∆K(k + 1) = ∆K(k)− sgn(kp)γ
ωf (k)ε1(k)
m(k)2

∆ϕ(k + 1) = ∆ϕ(k)− σe2(k)ε1(k)
m(k)2

(6.75)

onde ωf (k) = GmL
(z)ω(k) em(k)2 = 1+ωTf (k)ωf (k)+e2

2 é o fator de normalização.

Assim

∆V (∆K,∆ϕ) =γ−1 |kp|
km


[
∆K(k)− sgn(kp)γ

ωf (k)ε1(k)
m(k)2

]T [
∆K(k)− sgn(kp)γ

ωf (k)ε1(k)
m(k)2

]
− γ−1 |kp|

km
∆KT (k)∆K(k)] + σ−1

[
(∆ϕ(k)− σe2(k)ε1(k)

m(k)2 )2 −∆ϕ(k)2
]

=γ−1 |kp|
km

{
−2sgn(kp)γ∆KT (k)ωf (k)ε1(k)

m(k)2 + γ2ωTf (k)ωf (k)ε1(k)2

m(k)4

}

+ σ−1
[
−2∆ϕ(k)σe2(k)ε1(k)

m(k)2 + σ2 e
2
2(k)ε2

1(k)
m(k)4

]

=− 2 kp
km

∆KT (k)ωf (k)ε1(k)
m(k)2 + γ

|kp|
km

ωTf (k)ωf (k)ε1(k)2

m(k)4

− 2∆ϕ(k)e2(k)ε1(k)
m(k)2 + σ

e2
2(k)ε2

1(k)
m(k)4

(6.76)

Como este desenvolvimento é análogo ao caso não perturbado, pode-se afirmar
que

∆V (∆K,∆ϕ) ≤ −2
[
kp
km

∆KT (k)ωf (k)ε1(k)
m(k)2 + ∆ϕ(k)e2(k)ε1(k)

m(k)2

]
+ ε1(k)2

m(k)2 . (6.77)

No caso perturbado, tem-se que ε1(k) = kp

km
(∆K(k)Tωf (k) + ξf (k)) + ∆ϕ(k)e2(k).
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Assim,

∆V (∆K,∆ϕ) ≤ −2
[
ε1(k)− kp

km
ξf (k)

]
ε1(k)
m(k)2 + ε1(k)2

m(k)2 . (6.78)

∆V (∆K,∆ϕ) ≤ −ε1(k)2

m(k)2 + 2 kp
km

ξf (k)ε1(k)
m(k)2 . (6.79)

Considerando-se a desigualdade para o quadrado de uma diferença, pode-se
escrever

a2 + b2 − 2ab ≥ 0
−a2

2 + ab ≤ b2

2

−a2 + ab ≤ b2

2 −
a2

2

(6.80)

Assim, a Equação (6.79) pode ser reescrita como

∆V (∆K,∆ϕ) ≤ 2
[
kp
km

ξf (k)
m(k)

]2

− ε2
1(k)

2m2(k) . (6.81)

Considerando-se o somatório desta desigualdade de diferenças ao longo de k

passos, temos:

V (∆K(k),∆ϕ(k)) +
k∑
i=0

ε2
1(i)

2m2(i) ≤ V (∆K(0),∆ϕ(0)) +
k∑
i=0

2
[
kp
km

ξf (i)
m(i)

]2

. (6.82)

Como o erro ξf ∈ `2, pode-se afirmar que existe ξu > 0 tal que

k∑
i=0

2
[
kp
km

ξf (i)
m(i)

]2

≡ 2
∥∥∥∥∥ kpkm ξfm

∥∥∥∥∥
2
≤ ξu. (6.83)

V (∆K(k),∆ϕ(k)) +
k∑
i=0

ε2
1(i)

2m2(i) ≤ V (∆K(0),∆ϕ(0)) + ξu. (6.84)
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Logo,

V (k + 1) + ε2
1(k)

2m2(k) ≤ V (k) + ξu. (6.85)

Analogamente a Tao (1997), pode-se então afirmar que V (k) ∈ `∞ e ε1/m ∈
`2, o que implica que os erros paramétricos também são limitados (`∞). Além
disso, dada as definições das Equações (6.72) e (6.75), pode-se afirmar que
K(k + 1)−K(k) ∈ `∞ ∩ `2 e ϕ(k + 1)− ϕ(k) ∈ `∞ ∩ `2.

Essencialmente, pode-se interpretar este resultado como uma fronteira única
uniforme tal que todas as trajetórias do sistema ficarão dentro de um conjunto
compacto contido em E0 dentro de um tempo finito.

E0 = {(∆Kx,∆Kr) : V (k) ≤ V (0) + ξu} (6.86)

Como ε1/m(k) ∈ `2 e, consequentemente, limk→∞ ε1(k)/m(k) = 0, pode-se afir-
mar de maneira análoga ao caso não perturbado que o erro de saída tenderá a
zero para os casos onde ξf ∈ `2.

6.2.2 Tempo de transiente

6.2.2.1 Caso escalar

Considera-se inicialmente, uma planta escalar com perturbação externa limitada,
já em representação discreta, dada por

xp(k) = apx+ bu+ ξk

yp(k) = xp(k).
(6.87)

O modelo de referência de malha fechada será

xm(k + 1) = amxm + bmr + ke(yp − ym)

ym(k) = x(k)
(6.88)

Dado um controlador do tipo u = k̂Tω, com k̂ =
[
k̂x(k) k̂r(k)

]T
e ω(k) =
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[
xp(k) r(k)

]
, encontra-se que a dinâmica do erro será dada por

e(k + 1) = (aref − ke)e(k) + b∆kTω︸ ︷︷ ︸
α(k)

+ξk, (6.89)

onde ∆k = k̂ − k é o erro de convergência dos parâmetros do controlador.

Conforme demonstrado na Seção 6.2.1, os sistema será estável e os sinais do
sistema são limitados, assim, existe αmax > 0 tal que |α(k)| ≤ αmax para todo k.

Com base na Equação (6.89), a resposta do erro será dada por (OGATA, 1995)

e(k) = (aref − ke)ke0 +
k−1∑
i=0

(aref − ke)iα(k − 1− i)

+
k−1∑
i=0

(aref − ke)iξk(k − 1− i),
(6.90)

onde e0 é a condição inicial do erro.

Assim, considerando-se a propriedade de desigualdade triangular no caso da
soma, pode-se escrever um limite superior para esta expressão, tal que

|e(k)| ≤ |(aref − ke)ke0|+
k−1∑
i=0
|(aref − ke)i||α(k − 1− i)|

+
k−1∑
i=0
|(aref − ke)i||ξk(k − 1− i)|.

(6.91)

Assumindo-se, assim como no caso contínuo, que exista um limite superior má-
ximo para a perturbação, pode-se escrever

|e(k)| ≤ |(aref − ke)ke0|+
k−1∑
i=0

αmax|(aref − ke)i|

+
k−1∑
i=0

ξmax|(aref − ke)i|.
(6.92)

A somatória na expressão é uma progressão geométrica. Assim,
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|e(k)| ≤ |(aref − ke)ke0|+ (αmax + ξmax)
(|aref − ke|)k − 1
|aref − ke| − 1 . (6.93)

Como já foi provado que o sistema é estável, sabe-se que |aref−ke| < 1. Assim, a
medida que k →∞, os elementos de exponente k tendem a zero quanto maior o
valor de |aref−ke|. Isso permite a conclusão de que a velocidade de convergência
do sistema com modelo de referência realimentado (ke 6= 0) é maior.

O efeito da perturbação neste caso é visto de maneira a elevar a amplitude da
envoltória do erro de maneira uniforme em ambos os controladores, tal que a
conclusão obtida para o sistema não perturbado é mantida aqui.

6.2.2.2 Caso vetorial

Expandimos agora o resultado da seção anterior para sistemas de ordem n des-
critos em sua forma discreta por:

xp(k) = Axp(k) + Bu(k) + ξ(k)

yp(k) = cTxp(k).
(6.94)

O modelo de referência de malha fechada será

xref (k + 1) = Arefxm + Brefr − L(yp − ym)

yref (k) = cTx(k)
(6.95)

Dado um controlador do tipo u = Θ̂Tω, com Θ̂ =
[
Θ̂x θ̂r

]T
e ω =

[
xp r

]
,

encontra-se que a dinâmica do erro de estado será dada por

e(k + 1) = (Aref + LcT )e(k) +B∆ΘTω︸ ︷︷ ︸
Φ(k)

+ξ(k), (6.96)

onde ∆Θ = Θ̂−Θ é o erro de convergência dos parâmetros do controlador.

Com base na Equação (6.96), a resposta do erro será dada por (OGATA, 1995)
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e(k) = (Aref + LcT )ke0 +
k−1∑
i=0

(Aref + LcT )iΦ(k − 1− i)

+
k−1∑
i=0

(Aref + LcT )iξ(k − 1− i)
(6.97)

Conforme demonstrado na Seção 6.2.1, os sistema será estável e os sinais do
sistema são limitados, assim, existe Φmax > 0 tal que |Φ(k)|`∞ ≤ Φmax para todo
k. Analogamente, considerando-se que a perturbação é limitada por hipótese,
existe ξmax > 0 tal que |ξ(k)|`∞ ≤ ξmax para todo k.

Pode-se portanto escrever um limitante para o erro dado por

|e(k)|`∞ ≤ |(Aref + LcT )ke0|`∞ + (Φmax + ξmax)
∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(Aref + LcT )i
∣∣∣∣∣
`∞

(6.98)

A somatória é uma progressão geométrica matricial, e sua soma até o elemento
(k − 1) tem expressão conhecida, desde que a matriz [I − (Aref + LcT )] seja
inversível. Assim,

|e(k)|`∞ ≤ |(Aref +LcT )ke0|`∞+(Φmax+ξmax)|[I−(Aref +LcT )]−1[I−(Aref +LcT )k]|`∞
(6.99)

Assim como no caso não perturbado, a escolha de L deve ser feita de maneira
a reduzir a magnitude dos autovalores da matriz composta (Aref + LcT ), garan-
tindo uma resposta mais rápida na convergência do erro. Nota-se, porém, que
assim como no caso escalar, a inclusão da perturbação limitada levou apenas
a um aumento geral da amplitude da envoltória de convergência, influenciando
igualmente os modelos com controle de referência em malha aberta (L = 0) e
malha fechada (L 6= 0).

6.2.3 Estudos de simulação

Esta seção apresenta resultados ilustrativos do efeito da estrutura realimentada
no modelo de referência discreto, para diferentes entradas, em presença de uma
perturbação limitada.
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Seja uma planta de primeira ordem, dada por

ẋp = xp + 4u+ ξ, xp(0) = 0, (6.100)

em que ξ representará uma perturbação em pulso com amplitude 2 e duração de
0.5 s, aplicado em t = 1 s.

Considera-se, portanto, dois modelos de referência discretos com frequência de
amostragem Fs = 50Hz. O modelo de dinâmica xm0(k + 1) será o modelo de
referência tradicional, enquanto o modelo de dinâmica xm(k + 1) é o modelo de
referência realimentado. Ou seja,

xm0(k + 1) = 0.9802xm0 + 0.0198r(k) xm0(0) = 0

xm(k + 1) = 0.9802xm0 + 0.0198r(k) + ke(xp(k)− xm(k)) xm(0) = 0.
(6.101)

Para os dois casos, toma-se um controlador do tipo feed-forward dado por

u(k) = k̂x(k)xp(k) + k̂r(k)r(k) = K̂Tωf , (6.102)

e leis de adaptação de parâmetros dadas por

K̂(k + 1) = K̂(k)− γωf (k)ε1(k)
m(k)2

ϕ̂(k + 1) = ϕ̂(k)− e2(k)ε1(k)
m(k)2

GmL(z) , [z − 0.9808 + ke]−1

ε1(k) = e1(k) + ϕ̂(k)e2(k)

e2(k) = K̂(k)TGmL(z)ω(k)−GmL(z)K̂(k)Tω(k).

(6.103)

onde ωf (k) = Gm(z)
[
xp(k) r(k)

]T
, ∆K(k) =

[
∆Kx(k) ∆Kr(k)

]
e m(k)2 = 1 +

ωTf (k)ωf (k) + e2
2 é o fator de normalização.

A fim de simular a planta, em regime contínuo, considerou-se um integrador de
Runge-Kutta de quarta ordem de passo fixo, com frequência de amostragem
igual a 1000 Hz. O sistema de controle, por sua vez, foi simulado com frequência
de amostragem igual a 50 Hz, com blocos de transição apropriados.
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6.2.4 r(t) = 1

Inicialmente, considera-se como entrada de referência um degrau unitário dis-
cretizado em Fs = 50Hz. As Figuras 6.9, 6.10 e 6.11 mostram a resposta deste
controlador com γ = 0.4 e ke = 0.05, ke = 0.1 e ke = 0.2, respectivamente.

Assim como observado no caso contínuo, nota-se que a perturbação na planta
é também realimentada junto ao termo do erro no modelo de referência. Como
a perturbação simulada foi um pulso positivo no instante de 1s, nota-se que a
amplitude tanto da planta quanto do modelo de referência aumentam, mesmo o
erro sendo pequeno entre os dois.

Figura 6.9 - Resposta de um sistema CRM, com γ = 0.4, ke = 0.05 e entrada degrau,
com perturbação limitada.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 6.10 - Resposta de um sistema CRM, com γ = 0.4, ke = 0.1 e entrada degrau,
com perturbação limitada.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 6.11 - Resposta de um sistema CRM, com γ = 0.4, ke = 0.2 e entrada degrau,
com perturbação limitada.

Fonte: Produção da autora.
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6.2.5 r(t) = 2sin(3t)

A Figura 6.12 apresenta a resposta do controlador adaptativo por modelo de refe-
rência em malha fechada em presença de uma entrada senoidal r(t) = 2sin(3t),
discretizada em Fs = 50Hz.

Observa-se que, em presença de uma entrada rica, existe convergência dos pa-
râmetros para seus valores ideais.

Figura 6.12 - Resposta de um sistema CRM, com γ = 0.4, ke = 0.1 e entrada senoidal
r = 2sin(3t), com perturbação limitada.

Fonte: Produção da autora.
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7 APLICAÇÃO PRÁTICA DO CONTROLE ADAPTATIVO POR MODELO DE
REFERÊNCIA EM MALHA FECHADA NO REGIME DISCRETO

Conforme mencionado anteriormente, diversos trabalhos com análises numéri-
cas do desempenho de estruturas de controle adaptativo por modelo de refe-
rência em malha fechada no regime contínuo foram encontrados na literatura
(LAVRETSKY, 2012; GIBSON, 2014; ZOLLITSCH et al., 2015). Por outro lado, não
encontrou-se trabalhos que focassem no desempenho, nem mesmo com análi-
ses de simulação, de uma estrutura discreta como a descrita no Capítulo 5.

Assim, este capítulo opta por detalhar o modelo discreto aplicado em uma planta
de segunda ordem com um polo nulo. Este exemplo, também utilizado por Carrijo
e Leite Filho (2012), é um caso particularmente interessante pois pode ser apli-
cado diretamente no controle de um atuador utilizado em mísseis anti-tanque,
conforme explorado na Seção 7.2.

7.1 Controle adaptativo discreto por modelo de referência em malha fe-
chada de uma planta de segunda ordem

Inicialmente, toma-se uma planta representada pela função de transferência

G(s) = 1
s2 − s

= 1
s(s− 1) . (7.1)

Escolhe-se o mesmo modelo de referência em malha aberta proposto por Carrijo
(2008), dado por

GM(s) = 1
s2 + 2s+ 1 . (7.2)

Ao contrário do que ocorre no modelo de referência tradicional detalhado em Car-
rijo e Leite Filho (2010), a implementação deste controlador depende na verdade
de uma função de transferência expandida GmL

(z) , cT[zI − (Am+LccT)]−1Bm.

Assim, escolhe-se uma representação no espaço de estados para o modelo de
referência da Equação (7.2), ainda no contínuo, dada por
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ẋm0c(t) =
 0 1
−1 −2


︸ ︷︷ ︸

Amc

xm0c(t) +
0

1


︸︷︷︸
Bmc

r(t)

ymcont =
[
1 0

]
xm0c .

(7.3)

Observa-se que, até então, estamos considerando o modelo de referência em
malha aberta, xm0, ou seja, o modelo de referência que descreve o comporta-
mento para o qual deseja-se que a planta convirja uma vez que o erro tenda a
zero.

A partir desta representação em espaço de estados, é possível calcular a
função de transferência expandida no contínuo como GmL

(s) , cT[sI −
(Amc+LccT)]−1Bmc. Esta função pode então ser implementada no regime dis-
creto, GmL(z), por meio de um zero-order-hold em função do tempo de amostra-
gem.

A Figura 7.1 apresenta a estrutura implementada na prática, aqui simulada. Os
elementos em vermelho representam a planta no contínuo, enquanto os elemen-
tos em vermelho são os elementos do controlador discreto. Os blocos de transi-
ção representam elementos apropriados (zero-order-hold ou sampler ).

Figura 7.1 - Implementação do Sistema Controlado por Controlador Discreto.

Fonte: Produção da autora.
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7.1.1 Resposta ao degrau

Inicialmente, considerou-se uma resposta a uma entrada degrau unitária. A
planta tem condição inicial nula em todos os estados, e utilizou-se um tempo
de amostragem de 200 Hz para simular o contínuo. O controlador, por sua vez,
tem frequência de amostragem Ts = 20Hz e as condições iniciais utilizadas para
a estimativa dos ganhos foram

[
K̂x1(0) K̂x2(0) K̂r(0)

]
=
[
−1 −1 −1

]
. Em to-

dos os casos, tomou-se σ = 1 e γ = 0.2.

A Figura 7.2 compara a saída da planta controlada em relação ao modelo de
referência em malha aberta (ORM) projetado para diferentes valores do ganho
de realimentação. Observa-se que a saída controlada por meio do modelo de
referência tradicional (equivalente a Lc = 0) apresenta considerável oscilação, o
que é atenuado pela presença da realimentação do modelo de referência.

Por outro lado, a realimentação altera o modelo de referência enquanto o erro
não é nulo, o que faz com que o tempo de convergência seja maior em pre-
sença de L. Isto é evidenciado pela Figura 7.3, que apresenta o erro de saída
e1. Observa-se que o erro converge para zero bem mais rapidamente que o que
ocorre no modelo tradicional. Mais que isso, nota-se que, apesar da saída com
L =

[
−1 −1

]
ser a mais afastada da referência nos primeiros cinco segundos,

é a que apresenta menor erro de rastreio no mesmo período.

Um outro elemento interessante é observar o comportamento dos ganhos esti-
mados pelo controlador adaptativo ao longo do tempo, dada pelas Figuras 7.4,
7.5 e 7.6. Dado o modelo de referência e a planta, sabe-se que os ganhos de mat-
ching para este sistema são

[
Kx1 Kx2 Kr

]
=
[
−1 −3 1

]
. Entretanto, nota-se

que os ganhos estabilizam em valores diferentes daqueles do matching. Mais
que isso, nota-se que os ganhos K̂x1 e K̂r no modelo de referência tradicional
são consideravelmente oscilatórios, assim como ocorre com a resposta do sis-
tema.
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Figura 7.2 - Saída da planta representada pela Equação (7.1) a uma entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.3 - Erro e1 perante uma entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.

110



Figura 7.4 - Variação no ganho K̂x1 perante uma entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.5 - Variação no ganho K̂x2 perante uma entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 7.6 - Variação no ganho K̂r perante uma entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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7.1.2 Resposta a uma entrada rica

A seguir, considerou-se uma entrada considerada, dada por r = sen(0, 15Tsk) +
3, 5sin(1, 6Tsk) + 7sin(10, 85Tsk), com Ts = 1/Fs = 0.05.

A Figura 7.7 mostra o erro e1 para este caso. Observa-se um comportamento
parecido com aquele encontrado para a entrada em degrau, com o erro de ras-
treio menor para Lc =

[
−1; −1

]
e uma convergência mais rápida do erro à zero

quando comparado ao modelo de referência tradicional `c = 0.

Entretanto, mesmo com o uso de três senoides, os ganhos não convergem para
os valores de matching, como pode ser visto nas Figuras 7.8, 7.9 e 7.10. De
fato, este resultado é coerente com aquele encontrado por Carrijo (2008), que
mostra que, para um controlador de adaptação rápida, sem congelamento de
parâmetros (N = 1, na nomenclatura daquele trabalho), não é possível garantir
que os parâmetros do controlador convergirão para seu valor de matching em
uma planta de segunda ordem, mesmo em presença de um sinal rico.

Conforme detalhado na prova de estabilidade do caso discreto, pode-se somente
garantir que o erro e1 tenderá a zero, como visto na Figura 7.19, e que os parâ-
metros do controlador se estabilizarão, mas nada pode ser afirmado em relação
à convergência dos parâmetros estimados pelo controlador. Carrijo (2008) de-
monstra que para que os parâmetros convirjam nesta planta, uma possível so-
lução é congelar a adaptação dos parâmetros por um determinado número de
amostras (N), mas esta arquitetura está fora do escopo deste trabalho.

Este resultado também ilustra uma distinção relevante do controlador adaptativo
discreto em relação ao controlador contínuo. Gibson (2014) afirma que, para o
caso contínuo, a persistência de sinal é suficiente para garantir a convergência
paramétrica em uma planta de segunda ordem, enquanto Carrijo (2008) demons-
trou que a aplicação destes conceitos em controladores discretos requer maior
estudo.
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Figura 7.7 - Erro e1 perante uma entrada r = sen(0, 15Tsk) + 3, 5sin(1, 6Tsk) +
7sin(10, 85Tsk).

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.8 - Variação no parâmetro Kx(1) perante uma entrada r = sen(0, 15Tsk) +
3, 5sin(1, 6Tsk) + 7sin(10, 85Tsk).

Fonte: Produção da autora.
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Figura 7.9 - Variação no parâmetro Kx(2) perante uma entrada r = sen(0, 15Tsk) +
3, 5sin(1, 6Tsk) + 7sin(10, 85Tsk).

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.10 - Variação no parâmetro Kr perante uma entrada r = sen(0, 15Tsk) +
3, 5sin(1, 6Tsk) + 7sin(10, 85Tsk).

Fonte: Produção da autora.
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7.2 Controle adaptativo discreto por modelo de referência em malha fe-
chada de um atuador

Borges (2019) apresentou o estudo detalhado de um controlador digital para atu-
adores de superfícies aerodinâmicas do míssil anti-tanque MSS-1.2, do Exército
Brasileiro. Por ser um míssil que voa baixo, muitas vezes ele pode ser recuperado
no caso de lançamentos telemétricos, o que permite a reutilização de subsiste-
mas, incluindo os atuadores, em lançamentos subsequentes. Esta reutilização,
porém, faz com que os coeficientes da planta sejam distintos daqueles modela-
dos inicialmente, o que torna este um caso interessante para a análise de um
controlador adaptativo.

A Figura 7.11 apresenta o modelo da planta deste atuador, representando a de-
flexão em função do valor PWM entre 0 e 1 gerado pelo controlador. As variáveis
presentes no modelo são apresentadas na Tabela 7.1.

Figura 7.11 - Modelo de um atuador.

Fonte: Adaptado de Borges (2019).

Desconsiderando-se as não linearidades presentes no modelo, a saber, um bac-
klash proveniente da folga de engrenagem utilizada para aumentar a rotação do
motor e a presença de um atrito estático, relevante em motores trabalhando em
baixas velocidades, pode-se escrever a função de transferência que relaciona a
deflexão do atuador com o duty cicle do sinal PWM como (BORGES, 2019)

δc(s)
PWM(s) = 4480

s2 + 112s. (7.4)
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Tabela 7.1 - Coeficientes do modelo do atuador.

Variável Significado Valor
Km Constante de proporcionalidade do torque do motor 0,064 Nm/A
Rm Resistência da armadura 5,8 Ω
J Inércia 1, 25× 10−5 kgm2

Bv Coeficiente de atrito viscoso 7× 10−4 Nm/(rad/s)
Kbm Constante de proporcionalidade FCEM 0,064 V/(rad/s)

Fonte: Borges (2019).

Esta planta tem características próximas daquela apresentada na seção anterior,
com dois polos, sendo um em zero, apesar do segundo polo do exemplo anterior
estar no semiplano direito. Este sistema, porém, exige uma resposta considera-
velmente mais rápida. De fato, espera-se que o controlador tenha uma frequência
de amostragem igual a Fs = 400Hz, e que a planta tenha uma resposta contro-
lada com tempo de subida de, no máximo, 50 ms. Assim, escolhe-se um modelo
de referência dado por

GM(s) = 4039
s2 + 88, 97s+ 4039 . (7.5)

Este modelo tem um overshoot de 4,6% e um tempo de subida de 90% de 33,5
ms.

O modelo de referência em malha aberta pode ser então escrito como

ẋm0c(t) =
 0 1
−4039 −89


︸ ︷︷ ︸

Amc

xm0c(t) +
 0

4039


︸ ︷︷ ︸
Bmc

r(t)

ymcont =
[
1 0

]
xm0c .

(7.6)

A partir deste modelo, é possível calcular a função de transferência expandida,
implementável no regime discreto.

7.2.1 Resposta ao degrau

Considera-se primeiramente a resposta do sistema controlado a uma entrada
degrau com valor de 1◦. Dado que o controlador tem um tempo de amostra-
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gem Fs = 400Hz, optou-se por simular a planta em Fsp = 4000Hz, represen-
tando o contínuo. Novamente, tomou-se condições iniciais nulas para os estados
da planta, e considerou-se como condições iniciais dos ganhos do controlador[
K̂x1(0) K̂x2(0) K̂r(0)

]
=
[
−1 0 1

]
. Além disso, escolheu-se σ = 1 e γ = 0.9.

A Figura 7.12 apresenta a saída controlada do atuador para diferentes configura-
ções de modelo de referência. Ao contrário do que ocorreu com o caso anterior,
não se observam oscilações no controlador adaptativo por modelo de referência
tradicional, e a influência da realimentação no modelo de referência é pequena.
Isso é evidenciado na Figura 7.13, onde é possível observar que, mesmo com o
modelo de referência ORM, o erro inicial era consideravelmente baixo, fazendo
com que a realimentação proposta não traga grande diferença na resposta do
sistema.

Figura 7.12 - Saída controlada do atuador perante entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.

Além disso, as Figuras 7.14, 7.15 e 7.16 mostram que, neste caso, existe muito
pouca adaptação dos ganhos, que variam muito lentamente em relação à res-
posta da planta.
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Figura 7.13 - Erro de rastreio e1 perante entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.14 - Variação no ganho K̂x1 perante uma entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 7.15 - Variação no ganho K̂x2 perante uma entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.16 - Variação no ganho K̂r perante uma entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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7.2.2 Resposta ao degrau em presença de perturbações limitadas

A seguir, considerou-se uma perturbação externa limitada, inserida em forma de
um pulso de 8 graus/s na planta, logo após a redução, representada como um
bloco de ganho 1/8 na Figura 7.11.

Figura 7.17 - Saída controlada do atuador perante entrada degrau e perturbação limi-
tada.

Fonte: Produção da autora.

Como pode ser observado na Figura 7.17 e detalhada na Figura 7.18, novamente
não foi vista uma diferença significativa entre o modelo de referência tradicional
e o modelo de referência realimentado. Apesar do erro de rastreio ser menor,
como visto na Figura 7.19 e esperado dado a modificação do modelo de refe-
rência, os resultados parecem indicar que, dada a baixa taxa de adaptação vista
neste sistema, o que se traduz em um transitório mais comportado mesmo com
o modelo de referência tradicional, o controlador adaptativo em malha fechada
não traz uma vantagem representativa nesta planta, mesmo em presença de
perturbações externas.
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Figura 7.18 - Saída controlada do atuador perante entrada degrau e perturbação limitada
(detalhe).

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.19 - Erro de rastreio e1 perante entrada degrau e perturbação limitada.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 7.20 - Variação no ganho K̂x1 perante uma entrada degrau e perturbação limi-
tada.

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.21 - Variação no ganho K̂x2 perante uma entrada degrau e perturbação limi-
tada.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 7.22 - Variação no ganho K̂r perante uma entrada degrau e perturbação limitada.

Fonte: Produção da autora.
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7.2.3 Resposta ao degrau em presença de backlash

Finalmente, considera-se o efeito do backlash existente em função da engrena-
gem. Este elemento representa uma não linearidade não modelada na planta
durante o projeto do controle, e exigiria um estudo mais detalhado dos efeitos
de sua presença em relação à estabilidade do sistema para aplicações críticas.
Esta seção, porém, busca apenas apresentar o efeito de um elemento como este
- existente no atuador real - em uma planta controlada por meio de um controle
adaptativo.

Os estudos apresentados em Borges (2019) indicam que a folga nas engre-
nagens tem influência considerável no comportamento dos atuadores, e isto é
observado também no controle adaptativo. Nesta seção, simulou-se o efeito do
backlash por meio de uma faixa de banda morta de 0.01.

Um efeito interessante é observado com o uso do modelo de referência realimen-
tado neste caso. Como pode ser visto na Figura 7.23, a realimentação do erro no
modelo de referência parece reduzir a influência do backlash, fazendo com que
o modelo realimentado tenha um comportamento mais suave mesmo com a pre-
sença desta não-linearidade na planta, especialmente quando comparado com
o modelo adaptativo tradicional, com Lc = 0, que é bem sensível ao backlash
neste caso.

Estes resultados parecem indicar que a estrutura realimentada pode ser pro-
missora para aplicações práticas dada a existência de uma não-linearidade co-
nhecida na planta. É importante enfatizar que estes resultados são somente ad-
vindos de simulação, e apesar de promissores, qualquer aplicação real deste
sistema de controle exige uma análise detalhada de robustez e estabilidade já
considerando a não-linearidade causada pela folga de engrenagem.

Apesar disso, deve-se destacar que os resultados de simulação são bastante es-
táveis mesmo com uma planta não linear, o que é um resultado auspicioso no
que diz respeito à aplicações reais desta arquitetura de modelo de referência.
Sabe-se com base em testes reais que este elemento é crítico para a estabili-
dade do sistema de controle do atuador do MSS-1.2, apresentando o fenômeno
de ciclo-limite em testes práticos (BORGES, 2019). Assim, um trabalho futuro in-
teressante pode ser explorar as características de estabilidade e robustez de um
sistema de controle adaptativo por modelo de referência em malha fechada apli-
cada em uma planta com backlash, a fim de viabilizar a implementação deste
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controlador neste problema especificamente.

Figura 7.23 - Saída controlada do atuador com backlash perante entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 7.24 - Erro de rastreio e1 para um atuador com backlash perante entrada degrau.

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.25 - Variação no ganho K̂x1 para um atuador com backlash perante uma en-
trada degrau.

Fonte: Produção da autora.
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Figura 7.26 - Variação no ganho K̂x2 para um atuador com backlash perante uma en-
trada degrau.

Fonte: Produção da autora.

Figura 7.27 - Variação no ganho K̂r para um atuador com backlash perante uma entrada
degrau.

Fonte: Produção da autora.
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8 CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou um estudo de controladores adaptativos por modelo
de referência em malha fechada tanto no regime contínuo quanto no regime dis-
creto, apresentando ferramentas de análise teórica para apoiar sua utilização em
casos reais através da garantia de estabilidade e robustez.

Os resultados encontrados demonstram que o uso de um modelo de referência
em malha fechada de fato traz benefícios no tempo de convergência do erro.
Entretanto, deve-se garantir que a escolha do ganho de realimentação seja tal
que a modificação nos autovalores da dinâmica do erro seja benéfica.

No âmbito do regime contínuo, este trabalho apresentou uma envoltória mais
restritiva do que aquela encontrada na literatura, além de provar a robustez desta
arquitetura em presença de uma classe de perturbações limitadas para duas
modificações distintas da lei de adaptação dos parâmetros. Ainda no que diz
respeito a estes sistemas perturbados, este trabalho apresentou uma métrica
capaz de comparar a dimensão esperada da para a fronteira última uniforme
dada a presença da modificação em relação à arquitetura tradicional.

No regime discreto, por sua vez, a principal contribuição deste trabalho foi de-
monstrar a viabilidade desta arquitetura quando implementada em sistemas em-
barcados. Como se sabe, a não-linearidade inerente a sistemas adaptativos faz
com que não seja possível afirmar que sistemas estáveis no regime contínuo se-
jam diretamente implementáveis na prática, o que é fundamental para viabilizar
seu uso em aplicações críticas.

Além disso, analisou-se a robustez destes sistemas discretos em presença de
perturbações externas limitadas do tipo `2, demonstrando-se também fronteiras
últimas uniformes para este tipo de planta.

Finalmente, apresentou-se simulações que demonstram o efeito da modificação
na arquitetura do modelo de referência, e a influência da riqueza de sinal tanto
da entrada quanto da perturbação externa no sistema.

8.1 Trabalhos futuros

• Estudos do erro e da variação dos parâmetros adaptativos no domínio
da frequência para o sistema discreto.

• Estudos em relação ao efeito de sincronia no regime discreto, fazendo
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com que o modelo de referência passe a agir como um observador de-
pendendo da escolha do ganho de realimentação.

• Estudo da implementação de controladores adaptativos por modelo de
referência em malha fechada para plantas mais complexas e/ou não
lineares.

• Estudo do efeito desta arquitetura em plantas variantes no tempo.

• Estudo detalhado da persistência de sinal e condições necessárias e
suficientes de riqueza de sinal para convergência dos ganhos de con-
trole e outras propriedades.

• Estudo das propriedades do controle adaptativo por modelo de referên-
cia em malha fechada em estruturas de controle com congelamento de
parâmetros.

• Estudo detalhado do uso de um controlador adaptativo por modelo de
referência em malha fechada para o controle de um atuador com pre-
sença de backlash.
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