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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar a utilizacao da transformada wavelet con-
tinua como uma ferramenta futura de anélise de dados geoespaciais. O bolsista teve
contato com a parte tedrica da analise wavelet acompanhando cursos e seminarios
e estudando alguns artigos e livros fundamentais no tema. Dois estudos iniciais sao
desenvolvidos nesta iniciacao cientifica como base para o entendimento de futuras
aplicagoes a geofisica. O primeiro é um estudo acerca das propriedades que envol-
vem a funcao wavelet de Morse, que é uma funcdo analisadora da transformada
wavelet continua no dominio frequencial. Essa fungdo wavelet é analitica e engloba
outras familias de func¢oes wawvelets. Estuda-se as propriedades da wavelet de Morse
a partir de uma investigacao numerico-computacioanal que busca entender o efeito
causado pela variacao dos parametros que determinam sua condicao de admissi-
bilidade. Nessa etapa verifica-se que a condicdo de admissibilidade da wawvelet de
Morse tende exponencialmente a zero a quando esses parametros que determinam
o seu comportamento crescem. O segundo estudo visa verificar o efeito causado
pela variacao do pardmetro que determina o comportamento da wavelet de Morlet
na aplicacdo da Transformada Wavelet Continua juntamente com a realizagao de
uma discussdo em torno da propriedade de linearidade da Transformada Wavelet
verificando-se essa propriedade através da comparacao entre a aplicacao da CWT
em um sinal com a aplicacao da CW'T nesse mesmo sinal normalizado pela média
e desvio padrao. Nesse conclui-se que o incremento do parametro que determina a
wavelet de Morlet deixa as bandas de frequéncias mais bem localizadas enquanto a
linearidade garante que a normalizacao do sinal afeta apenas as suas amplitudes.
Para complementar o estudo realizado sao também estudadas ferramentas de edigao
cientifica como o IXTEX, ambientes com o Beamer e modelos como o utilizado neste
relatério. Além disso, ferramentas de computacao cientifica para a visualizacao das
fungoes e dados e ambientes de programacao em GNU/OCTAVE e Python para os
algoritmos e um reforco de treinamento em aspectos tedricos de integragdao também
fizeram parte desta iniciacao cientifica.

Palavras-chave: Fungoes Wavelets. Transformada Wavelet. Wavelet de Morse. Wa-
velet de Morlet.
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WAVELET TRANSFORMS AND ASSOCIATED TOOLS APPLIED
TO SPATIAL GEOPHYSICS

ABSTRACT

This work aims to study the use of the continuous wavelet transform as a future tool
for geospatial data analysis. The scholarship holder had contact with the theoreti-
cal part of the analysis wavelet following courses and seminars and studying some
articles and fundamental books on the subject. Two initial studies are developed in
this scientific initiation as a basis for the understanding of future applications to
geophysics. The first is a study about the properties that involve the Morse function
wavelet, which is an analyzer function of the continuous wavelet transform in the
frequency domain. This wavelet function is analytic and encompasses other families
of wawvelets functions. The properties of the wavelet of Morse are studied from a
numerical-computational investigation that seeks to understand the effect caused
by the variation of the parameters that determine its admissibility condition. In this
step, it is verified that the admissibility condition of the wavelet of Morse exponen-
tially tends to zero when these parameters that determine its behavior grow. The
second study aims to verify the effect caused by the variation of the parameter that
determines the behavior of Morlet’s wavelet in the application of the Continuous
Wavelet Transform together with the realization of a discussion around the linear-
ity property of the Transform Wavelet verifying this property by comparing the
application of CWT on a signal with the application of CWT on the same signal
normalized by the mean and standard deviation. This study conclude that increasing
the parameter that determines Morlet’s wavelet leaves the frequency bands better
located, while linearity guarantees that the normalization of the signal change only
their amplitudes. To complement the study, scientific editing tools such as IXTEX,
environments with Beamer and models such as the one used in this report are also
studied. In addition, scientific computing tools for the visualization of functions and
data and programming environments in GNU/OCTAVE and Python for the algo-
rithms and a reinforcement of training in theoretical aspects of integration were also
part of this scientific initiation.

Keywords: Wavelets Functions. Morse Wavelet. Wavelet Transform. Morlet Wavelet.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho sintetiza as pesquisas desenvolvidas na Iniciacado Cientifica do Pro-
grama Institucional de Bolsas de Iniciacao Cientifica (PIBIC) do INPE, no periodo
de agosto de 2020 até fevereiro de 2022, que estuda a transformada wavelet conti-
nua como uma futura ferramenta de analise de dados espaciais, além de estudar a

implementagao computacional dessa transformada.

A Transformada wavelet é uma transformada integral que recentemente vem sendo
utilizada como uma potente ferramenta de andlise de dados. Essa transformada
tem como func¢ao analisadora as chamadas fun¢des wavelets que caracterizam-se por
serem localizadas no tempo, idealmente também em frequéncia, e terem energia
finita no sentido do espaco de func¢des quadrado integraveis. Justifica-se a escolha
em estudar essa transformada pelas muitas possibilidades de aplicacao incluindo a

analise de dados exploratoria.

Inicialmente o bolsista teve contato com a parte tedrica da andlise wavelet acom-
panhando cursos e seminarios e estudando alguns artigos e livros fundamentais no
tema. Estudos iniciais sdo desenvolvidos nesta iniciacao cientifica como base para o
entendimento de futuras aplicagoes a geofisica. O primeiro é um estudo acerca das
propriedades que envolvem a funcao wawvelet de Morse, que é uma funcao analisa-
dora da transformada wawvelet continua no dominio frequencial. Essa funcao wavelet
¢ analitica e engloba outras familias de fungoes wavelets. Particularmente, se pro-
poe a investigar numericamente o efeito causado pela variagdo dos parametros que
determinam o comportamento da wawvelet de Morse na sua condi¢ao de admissibili-
dade. A escolha por essa investigacao se da, pois as caracteristicas da funcao wavelet
analisadora escolhida impactam diretamente o resultado da transformada wavelet e
a escolha em se estudar especificadamente as caracteristicas da wavelet de Morse se
deu pelo fato de: ela ser uma wawvelet analitica e pela por ela englobar outras familias

de fungoes wavelet.

Além disso, este trabalho se propoe a estudar tanto a propriedade de linearidade da
CWT como o impacto causado pelo parametro que determina a wavelet de Morlet
na aplicacdo da Transformada Wavelet. A escolha em estudar a wavelet de Morlet
justifica-se pelo fato de essa funcio ser uma funcao wavelet muito difundida na
area de andlise de sinais e os estudos e discussoes feitos em torno da linearidade
da CWT justificam-se pela importancia que essa propriedade tem na utilizacao da

Transformada Wavelet como ferramente analisadora de sinais.



1.1 Objetivo Geral

Investigar numérica e computacionalmente a aplicagdo e a implementacao da trans-
formada wavelet e posteriormente as ferramentas associadas no contexto da analise

de dados espaciais.
1.2 Objetivos Especificos

a) Estudar e caracterizar teoricamente as fungoes wavelets e da transformada
Wavelet.

b) Investigar numericamente o efeito causado pela variacdo dos pardmetros
que determinam o comportamento da wavelet de Morse e sua condi¢ao de

admissibilidade.

¢) Discutir os impactos causadas pela propriedade de linearidade da Trans-
formada Wavelet Continua e pelas propriedades da wavelet de Morlet na

utilizagao da Transformada Wavelet Continua na analise de sinais.

Os capitulos restantes deste relatério estao organizados da seguinte maneira:

« O Capitulo 2: aborda as fung¢oes wavelet chapéu mexicano (Marr), Morlet

e Morse.

o O Capitulo 2.4: aborda os estudos referentes a condi¢ao de admissibilidade

da wavelet de Morse.

o O Capitulo 3: transformada continua e os estudos feitos em torno da wa-

velet de Morlet e da linearidade da Transformada Wauvelet.

o O Capitulo 4: aborda os comentarios finais do trabalho, outras atividades

realizadas.

o Os Apéndices apresentam uma descri¢ao teérica da transformada de Fou-

rier e de outras ferramentas matematicas de auxilio ao estudo realizado.

o Os Anexos apresentam os trabalhos apresentados em jornadas de inicia¢ao

cientifica e documentos complementares.



2 FUNCOES WAVELET: Chipeu Mexicano, Morlet e Morse

Neste capitulo é apresentado em uma perspectiva tedrica as fungoes wavelets chapeu
mexicano, de Morlet e de Morse. Além disso, apresenta-se também um estudo dos
efeitos na condicdo de admissibilidade devido variacao de parametros da funcgao
de wavelet de Morse. E importante destacar que neste trabalho funcdes e sinais sio
considerados sindnimos. O termo séries temporais é utilizado também como sindénimo

de sinais, porém, normalmente se refere ao aspecto discreto.

As funcoes wavelets sao familias de fungdes pertencentes ao espago de fungoes
quadrado-integraveis (LQ), ver Apéndice A, que sao utilizadas como fungoes de ana-
lise na transformada wavelet. Essas fun¢oes sao caracterizadas por terem um com-
portamento oscilatério, por serem muito bem localizadas no tempo e em frequéncia
e por terem média nula, sendo essas caracteristicas o que as torna ferramentas muito

tteis na andlise de dados (DAUBECHIES, 1992).

Uma funcao wavelet denotada por 1(t) pode ser definida da seguinte forma:
Definigdo 2.1. Se (t) € C é uma funcio wavelet entio ¥(t) € L*(C) tal que 1(t)

¢ nao nula apenas em conjunto compacto K € C e satisfaz :

A) Média nula, condi¢io de admissibilidade

/fo W(t) dt = 0 (2.1)
B) Energia finita .
B: /_Oo|¢(t)|2dt —1 (2.2)

A condigdo A garante o comportamento oscilatério das fungdes wavelets sob o con-
junto compacto K (DAUBECHIES, 1992; MAGRINI, 2020b). Outra forma de formalizar

isso é :

Cy = 2m /_Oo [Pl dw < 00 (2.3)

w

Em que ¢ (w) é a transformada de Fourier (Apéndice B) da funcao wavelet ¢ w é a

variavel frequencial.

No que diz respeito a transformada wavelet a condicao de admissibilidade da fun-
¢ao wavelet analisadora é particularmente importante, pois a transformada wavelet

enquanto ferramenta matematica permite uma transformada inversa e essa trans-



formada inversa depende diretamente do valor da condicdo de admissibilidade da
funcdo wavelet analisadora escolhida (DAUBECHIES, 1992; MAGRINI, 2020b; DOMIN-
GUES et al., 2016).

Outro conceito importante quando se trata de fung¢oes wavelets é a chamada frequén-
cia central. A frequéncia central permite encontrar a senoide/cossenoide que repro-
duz a oscila¢ao de maior amplitude da fungdo wavelet, mais detalhes em (CASTILHO
et al., 2012) e referéncias citadas.

Definigao 2.2. Se v (t) é um fungdo wavelet entdo se define a sua frequéncia central,
usando a notag¢do w., como sendo a frequéncia angular que apresenta o maior pico

espectral.

Atualmente existe uma quantidade variada e diversificada de fun¢des wavelets com
diferentes caracteristicas, de forma que a escolha de uma delas como funcdo ana-
lisadora envolve identificar aquela que melhor se adapta as caracteristicas do sinal

analisado. Trés dessas funcgoes sao apresentadas a seguir.
2.1 Wavelet chapéu mexicano

Uma fungao wavelet muito conhecida é a wavelet chapéu mexicano (conforme Figura
2.1), também conhecida como wavelet de Marr, ou ainda Ricker na geofisica. Ela é
uma funcao real, derivada da funcao de densidade de probabilidade gaussiana e
muito utilizada em estudos em que a localizacao temporal é mais importante que a

localizagao frequencial, como por exemplo descrito em (DOMINGUES et al., 2016).

Uma das equacgoes que define a wavelet de Marr é:
Y(t) = (1= 2> ft?)e”Unt’ (2.4)

sendo f,, o pico de frequéncia da wavelet de forma que a equacao 2.4 representa
uma forma particular de se representar a wavelet de Marr também conhecida como

wavelet de Ricker.

Na imagem a seguir tem-se a representacao da wavelet chapéu mexicano tanto no

dominio do tempo quanto no da frequéncia.
2.2 Wavelet de Morlet

Outra funcao wavelet muito conhecida é a wavelet de Morlet que é uma funcao

complexa com muitas representagoes diferentes. Neste trabalho optou-se por escrever



Figura 2.1 - wavelet de Marr e sua FT

05

10
0.8 0.4
0.6
03
0.4
02 02

-0.2 01

0.0 T T T T

Fonte: Producio dos Autores.

a wavelet de Morlet na sua forma completa:

(2.5)
em que wy ¢ um parametro adimensional.

A wavelet de Morlet pode nao satisfazer estritamente falando a condi¢ao de média
nula das fungoes wavelets, porém para valores de wy > 5 é possivel fazer com que a
média da wavelet de Morlet seja suficientemente proxima de zero para que ela seja

considerada uma funcao wavelet.

Outra caracteristica importante que torna a wavelet de Morlet muito utilizada na
analise de sinais é o fato de ela ser uma wavelet aproximadamente analitica, sendo a
analiticidade de uma fungao wavelet uma caracteristica muito importante na analise
de sinais, pois fun¢des wavelets com essa caracteristica evitam que frequéncias es-
purias negativas interfiram no resultado da analise do sinal, pois wavelets analiticas

sao fungdes que nao apresentam contetdo frequencial para frequenciais negativas.

Definicao 2.3. Dado uma func¢io wavelet 1)(t) qualquer, ela serd uma fungao ana-

litica se f(w) = 0 quando w < 0.

Na Figura 2.2 tem-se a representacao grafica da curva que descreve a wavelet de
Morlet.



Figura 2.2 - Wawvelet de Morlet
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Teorema 2.1. Considere a fungio wavelet de Morlet completa (t)
1 —t2 wg

—ez (e —e"2 |, a FT de (), wusando a notagio h(w), €
T4

1 (w—wg)? witw?
w4 |le 2 —e 2

Demonstragao 2.1. Aplicando a Transformada de Fourier na wavelet de Morlet

tem-se:

D(w) = L 7r’i677t2 e’iwot—e’%% et dt
B \/271' —00

Retirando as constantes da integracao e reorganizando os termos,

N 1 oo iwot—iwt—% 2012 iwt
Y(w) = — e T —e¢ 2 2 dt
i/ 21 J—c0
2
iwot—iwt—ﬁ 7w—07£7iwt g ; A,
Reescrevendo e T ee 2 2 na forma de uma funcio gaussiana, poe-se

1
o —5 em evidéncia e se reorganiza 0s termos.

P(w) = 7/00 e—%(t2+2it(w—wo)) _ e—%(w3+t2+2mt) dt



&(w) S 1 /00 6,%(t2+2itw) B e*%(w(ﬂt%%wt) @t
T4 27T —0o0

Aplicando propriedade de integracao,

~ 1 00 1/ o o
Q/J(Ld) = 71 (/ G_E(t +21tW) dt — / e_i(WO‘H +2Wt) dt)
Tay/ 2 —00 oo

Reescrevendo t* 4 2itW e t* + 2iwt como um trinémio do quadrado perfeito e reor-

ganizando 0s termos.

D(w) = 1 (/OO e—%(t2+2itW—W2)e—WT2 dt—/jO 6—;(t2+2iwt—w2)e—;(w§+w2)dt)

Em que t* + 2itW — W? = (t +iW)? e t* + 2iwt — w? = (t +iw)?,

1[1(0.]) = 1 (e_v‘;2 /00 6_%(t+iW)2 dt — 6—%(w3+w2) /OO 6—%(t+iw)2 dt)

fazendo mudanga de variavel tal que t +iW = uy et 4+ 1w = uy com uy,uy € C.

o = (e_vf /oo e 3 dt — eTHe8+) /Oo e 3 dt>

— 00 —0o0

12 _lu2 N . O 1,2
Como e 2"1 e e 2“2 sao fungoes gaussianas tal que / e 2dt = V21 e

—00
oo

/ e"2% dt = v/ 27, portanto
—0o0

dw) =~ (¢ VIR - HlE) v

Sendo W = w — wq e colocando V2w em evidéncia,

~ 1 w—wp)? whte?
P(w) = (e_( 2 ) (2.6)



Na figura 2.3 tem-se a representacao grafica da equacgao 2.6 para wy = 5,6¢€09.

Figura 2.3 - FT da wavelet de Morlet para wg = 5,6¢9.
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2.3 Wavelet de Morse

A wavelet de Morse é uma funcao definida diretamente no dominio da frequéncia
e se diferencia das outras fungdes wavelets justamente por ser definida no dominio
das frequéncia. Além disso, diferente da wavelet de Morlet que é aproximadamente

analitica, a wavelet de Morse é uma fungdo exatamente analitica (LILLY; OLHEDE,
2009).

A Equacao 2.7 que define a wavelet de Morse, usando a notagao 3 de forma que
a notagao deixe claro a dependéncia dessa funcao em relacdo aos seus parametros,

é:

Vs, = Uw)ag,w’ e’ (2.7)



Sendo U(w) a func@o passo unitario, ag, uma constante de normalizacdo definida
pela equagao 2.8 e 3 e v os parametros reais que determinam o comportamento da
wavelet de Morse tando no dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia.
A constante ag, assim como a funcao wavelet também depende dos valores dos

parametros 3 e v conforme mostra a equagao a seguir:

gy = 2 (?)7 (2.8)

O fato de a wavelet de Morse ser dada em func¢do dos dois parametros reais a torna
uma funcao wavelet muito interessante no contexto da utilizacao da W'T, pois a va-
riagao desses dois parametros permite dar a essa wavelet uma série de caracteristicas
sem que ela perca a sua analiticidade (LILLY; OLHEDE, 2010). Além disso, através
da variagdo dos parametros, a wavelet de Morse engloba outras familias de fungoes

wavelets como, por exemplo, as wavelets de Cauchy.

Os parametros [ e 7y sao responsaveis por determinar o comportamento da wavelet
de Morse, de forma que o valor atribuido a esses parametros determina o quanto a
wavelet vai ser oscilatéria e determina o tamanho do seu suporte compacto. Além
disso, o parametro v ainda ¢é responséavel por determinar a simetria da resposta em
frequéncia da wavelet de Morse (LILLY; OLHEDE, 2009).

As expressoes em fungdo dos parametros [ e v que desrevem o comportamento da

wavelet de Morse sao:
Suporte Compacto: /(7
Simetria da Resposta em frequéncia: —(3 —7)Pj,

Na figura 2.4 é possivel observar que a maneira que o v aumenta a wavelet de Morse
se torna mais oscilatoria no tempo enquanto a sua resposta em frequéncia fica cada

vez mais a esquerda do pico de frequéncia.

E importante destacar que valores muito pequenos para v geram wavelets muito
contraidas dentro do suporte compacto, sendo que em um contexto de utilizagao
da WT como ferramenta de analise de dados wavelets muito contraidas nao sao
interessantes. Temos ainda o destaque para quando v = 3 (figura 2.5), pois é quando
wavelet de Morse tem a sua resposta em frequéncia simétrica e, para fins praticos,

3 é valor ideal para o parametro .



Figura 2.4 - O efeito causado pelo incremento do pardmetro v no comportamento e na
resposta em frequéncia da wavelet de Morse
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Fonte: Producao dos Autores.

Por fim a analiticidade da wavelet de Morse e as caracteristicas que podem ser
atribuidas a ela a partir da variacao dos seus parametros € o que a torna uma
funcao analisadora da Transformada Wavelet com muito potencial e é o que justifica
a escolha deste trabalho em realizar uma investigacao em torno dos seus parametros

e da sua condicao de admissibilidade.
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Figura 2.5 - Resposta em frequéncia da wavelet de Morse quando v = 3

¢(3’ 3)

(5]

Resposta em Frequéncia

0 Frequéncia (Hz) 0.21

Fonte: Producao dos Autores.
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2.4 Estudo realizado: Admissibilidade da wavelet de Morse

Neste capitulo é apresentado uma investigacdo numérica realizada em torno dos
parametros da wavelet de Morse e da sua condi¢ao de admissibilidade, de forma que

¢ apresentada a metodologia utilizada na pesquisa e os resultados obtidos.

O objetivo da analise é compreender de que forma a variacdo dos parametros 3 e
que determinam o comportamento e a resposta em frequéncia da wavelet de Morse

influéncia no valor da sua condi¢ao de admissibilidade.
2.4.1 Estratégia de analise e resultados

A metodologia adotada envolve o conjunto A = {3,10,20,50} e o intervalo real
I =]0,50]. Em um primeiro estudo o pardmetro § assume os valores do conjunto A
enquanto o parametro y variava no intervalo I. No segundo estudo o parametro

varia no intervalo I enquanto o parametro v assume os valores do conjunto A.

A escolha do intervalo I possibilita a percepcao clara do comportamento da condi¢ao
de admissibilidade. A escolha do conjunto A verifica se o incremento do parametro
tomado fixo influencia de alguma forma a variacao da condicao de admissibilidade

em funcao do pardmetro nao fixado.

A Figura 2.6 apresenta os resultados. E possivel concluir que quando ambos os pa-
rametros aumentam, a condi¢ao de admissibilidade tende exponencialmente a zero,
de forma que quanto maior for o valor do parametro fixado maior é o decrescimento

exponencial.

Tendo em mente que para fins praticos o valor ideal que o parametro v deve assumir
é 3, devido a simetria da resposta em frequéncia, e tendo em mente que a condi¢ao
de admissibilidade assumindo valores muito proximos de zero pode gerar problemas
na hora de se calcular a transformada wawvelet inversa é possivel concluir, a partir
dai, que o ideal é que o parametro § nao assuma valores significativamente grandes
caso a wavelet de Morse seja utilizada como fun¢ao analisadora da transformada

wavelet.

Na Figura 2.6 ainda faz-se destaque aos valores da condi¢do de admissibilidade
para os pardmetros § e v valendo respectivamente (3,20) e (20,3) e apresenta-
se as respectivas wavelets geradas a partir desses parametros. A escolha por esses
destaques teve o intuito de mostrar que a comutacao dos valores atribuidos aos

parametros geram nao s6 wavelets diferentes como também valores diferentes para
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a condicao de admissibilidade.

Figura 2.6 - Resultado da investigagdo realizada em torno dos parametros e da condigdo
de admissibilidade da wavelet de Morse
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Fonte: Producio dos Autores.

Por fim se reforca a importancia da wavelet de Morse quando se trata da sua utiliza-
¢ao como func¢ao analisadora da Transformada wawvelet devido tanto a possibilidade
de fazer a sua resposta em frequéncia ter um comportamento gaussiano (simétrico)
quanto ao fato dela ser uma funcao wawvelet analitica, de forma que a investigagao

realizada auxilia o entendimento das caracteristicas da wavelet de Morse.
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3 TRANSFORMADA WAVELET CONTINUA

Neste capitulo é apresentado a equacao que define a Transformada Wawvelet Con-
tinua e, é apresentado também, as propriedades dessa transformada que afetam

diretamente a utilizacao dela no contexto da anélise de sinais.

A Transformada Wavelet Continua (CWT) é uma transformada integral linear que
enquanto ferramenta matematica permite o estudo das frequéncias de sinais nao
estacionarios, de forma que dado uma funcgao pertencente ao espaco de fungoes
quadrado-integraveis a CW'T permite a representacao dessa func¢ao no plano tempo-
escala (DAUBECHIES, 1992). A CWT utiliza como fun¢ao de andlise as ja discutidas

neste trabalho fungoes wawvelets.

Defini¢do 3.1. Dado uma fungio f(t) € L*(C) definimos a sua Transformada

Wavelet usando a notagdo \I/}b(a,T) como:

1 00 t—T

U (a, z—/ ¢ ( )dt 3.1
far) = o= [ rww (= (31)
em a e T sao parametros reais com a > 0, Y* representa o complexo conjugado da

fungdo wavelet analisadora e — € uma constante de normalizagdo.

Vva
O parametro a da CWT é responsével pela contragao ou dilatacao da wavelet analisa-
dora enquanto o parametro 7 é responsavel pela translacao dessa fun¢ao e a variagao
desse pardmetro determina as regides do sinal que serdo analisadas (DAUBECHIES,
1992; DOMINGUES et al., 2016).

Os resultados obtidos através da CW'T e expressos através da notacao \If?(a, T) s&0
chamados de coeficientes wawvelets e podem ser entendidos como o comprimento da
funcdo. Além disso, o valor absoluto elevado ao quadrado desses coeficientes podem
ser interpretados como medidas locais de energia (DAUBECHIES, 1992; MAGRINI,
2020a).

Definicao 3.2. Definimos uma medida de energia no sentido de L? obtida por meio

do coeficientes wavelets provenientes da CW'T da sequinte maneira:

E(a,7) = |} (a,7)[? (3:2)
As medidas locais de energia (coeficientes wavelet em mddulo ao quadrado oferecidas
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pela Equagao 3.2) dependem do instante de tempo (7) em que essas energias foram
medidas, e das escalas.
Definigao 3.3. O espectro global wavelet é definido como a medida total de energia

em cada instante de tempo e pode ser calculado, por meio da sequinte equacao:

G(w) = / E(a,7) dr (3.3)

O espectro global wavelet apresenta as frequéncias que sao presentes na fungao ana-
lisada de forma mais significativa, porém ele apresenta essas frequéncias de maneira
mais suavizada quando comparado com o espectro de fourier. Essa propriedade per-
mite a CW'T lidar melhor com a analise de sinais que tenham altas frequéncias ja

que a tendéncia da CWT ¢ suavizar essas frequéncias.

Além disso, como ja apresentado anteriormente, o valor da condi¢do de admissibi-
lidade de uma funcdo wawvelet estd diretamente relacionado a possibilidade que a
transformada realizada admita transformada inversa.

Definicdo 3.4. Dado a CWT de uma fungio f(t) € L*(C) representada pela notagio
W;f}(a, T), define-se a transformada wavelet inversa, usando a notagdo IW}/}(CL,T),

da sequinte forma:

1 oo foo t—T1\ da
W (a,T :—/ / U (a, T *( )dr 3.4
Far = o [ [ v (F0) G (3.4
em que Y* representa o complexo conjugado da fungdo wavelet escolhida como fungao
analisadora durante o cdlculo da transformada da funcao f e Cy € a constante

referente a condicao de admissibilidade dessa funcao wavelet.

A Equacao 3.4 evidencia a questdo que wavelets que tenham condicao de admis-
sibilidade com valor muito proximo de zero podem gerar problemas no calculo da

Transformada Wavelet Inversa, i.e., sao instaveis e nao devem ser usadas.
3.1 Propriedade Linear da Transformada Wavelet Continua

Sendo a Transformada Wawvelet uma transformada integral definida pela equacao 3.1
as propriedades que a caracterizam sao: Redundancia, Produto interno, Linearidade
e Convolugao. A utilizagdo da CWT na anélise de sinais discretos faz dessa trans-
formada redundante e isto a torna interessante em estudos exploratérios de sinas
(MAGRINI, 2020a).
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Matematicamente falando a CW'T definida pela equacao 3.1 pode ser compreendida
como o produto interno de fun¢des usualmente definido no L*(C) (Ver apéndice A)
entre a funcdo que se deseja analisar e o complexo conjugado da funcao wavelet
analisadora (propriedade do produto interno). E essa propreidade que permite as-
sociar os valores dos coeficientes wavelets a idéia de medida de energia. Além disso,
a propriedade de convolucio garante que a CWT de uma funcio f(t) € L*(C) é
equivalente a operacao de convolugao entre o sinal analisado e a funcao wavelet ana-
lisadora (Ver apéndice A). Esta propriedade é muito importante na aplicacao da
Transformada wavelet, pois através dela é possivel definir a CWT diretamente no
dominio da frequéncia de forma que o custo da implementacdo computacional da
CWT aplicada no dominio da frequéncia é menor do que o custo da implementacao
computacional da CWT aplicada no dominio do tempo (MAGRINI, 2020a).

Definicdo 3.5. Defini-se a CWT de uma funcio f(t) qualquer pertencente ao L*(C)

diretamente no dominio da frequéncia conforme a equagdo:

Vi(ar) = Va [ flp @ dr (3.5)

em que f(w) e QZJ*@J) sao, respectivamente, as transformadas de fourier da fungdo

f(t) que esta sendo analisada e da fung¢ao wavelet analisadora.

Segue da definicao 3.5 a necessidade de se conhecer a representacao no dominio da

frequéncia da funcao wavelet analisadora.

Por fim a linearidade da CW'T é uma propriedade particularmente interessante, pois
ela possibilidade a normalizacao do sinal estudado conforme forem os objetivos da

andlise a ser feita.

Teorema 3.1. A CWT de uma fungio qualquer pertencente ao L*(C) é uma trans-

formacao linear.

Demonstracao 3.1. Se a CWT € uma transformacao linear verifica-se a sequinte

propriedade:

\Ijif-l-tmg(a’7 T) = Ozlllf?(a’ T) + a2\llg(a, T) (36)

em que f,g sdo fungoes pertencentes aos L*(C) e ay, ay pertencem ao R.
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()

Demonstrando a propriedade tem-se que, pela definicdo 3.1, \Palf+a2g(a,7) ¢ igual

a:’

W pron(07) = = [l f(0) + g0l (ST ) a

a

Aplicando a distributiva da multiplicagdo:

t—T1

U a7 = 22 [ 0 (

Aplicando propriedade de integracdo:

W praglat) = 2 ([t () v [ feogtop (V) ar)

Sendo aqe s constantes em relagdo a varidvel de integragdo entdo:

— 00 —00

W pragl7) = = (o0 [ s (S0 ) aran [ atou (S7) an)

Aplicando a distributiva da multiplicagdo:

\Iﬂﬁ

o frang(@; T) = \}5 (Oél /_o:o O (t ; T) dt>+\}a (&2 /_o:o g(t)* (t _a T) dt)

Aplicando a associativa da multiplicacao:

Y, g 0:7) = 00 (ja | e (=) dt) Tas (;a | s (55) dt)

A partir da defini¢do 3.1 € possivel concluir que:
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\Iﬂ’

a1f+a29(a,7') = allll}b(a,T) +a2\115(a,7)

Portanto a CWT é uma transformacao linear.

3.2 Estudo realizado: Efeito da linearidade da CWT

Neste estudo é apresentado o impacto causado pela variacao do parametro que
determina o comportamento da wavelet de Morlet na aplicacdo da Transformada
Wavelet Continua como ferramenta anaisadora de sinais. E apresentado também
a verificacdo da propriedade de linearidade da CW'T através da comparacao da
aplicacao dessa ferramenta em um sinal com a aplicacdo dessa ferramenta nesse

mesmo sinal normalizado com média igual a zero e desvio padrao igual a um.

O objetivo dessas investigacoes é determinar a importancia das propriedades da
wavelet analisadora e prépria transformada na aplicagao da CWT na anédlise de

sinais.
3.3 Estratégias de analise

A estratégia de analise utiliza consiste na aplicagao da Transformada Wawvelet Con-
tinua para analisar a fungao f(t) = 5sen(3007t) + 3sen(8007t), utilizando a wavelet

de Morlet como func¢ao analisadora, em dois momentos distintos.

No primeiro momento analisa-se a fun¢ao f(t) usando Wy =6 e Wy =9, sendo Wy o
parametro que determina o comportamento da wavelet de Morlet conforme equagao
2.5, com o intuito de observar de que maneira o incremento desse parametro afeta

a aplicacao da Transformda.

No segundo momento analisa-se a funcao f(t) e a fun¢ao f(¢) normalizada com média
igual a zero e desvio padrao igual a um com o intuito de verificar a propriedade de

linearidade da CWT.

A escolha da fungao f(t) deu-se pelo fato de que ja se conhecer o seu conteido
frequencial, pois se trata de uma soma de senos, possibilitando assim o foco na ob-
servacao dos efeitos do incremento do parametro Wy e da propriedade de linearidade

no ja conhecido resultado da aplicacdo da transformada wavelet na fun¢ao f(t).
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3.4 Resultados

A Figura 2.2 apresenta a CWT da funcao f(t) = 5sen(3007t) + 3sen(800xt) cal-
culada para f(t), parte inferior, e para f(t) normalizada com média zero e desvio
padrao igual a um, parte superior, onde a esquerda se vé a CW'T calculada usando
a wavelet de Morlet com Wy = 6 e a direita se vé a CW'T calculada para a wavelet
de Morlet com Wy = 9. O incremento do W, deixa as bandas de frequéncias mais
bem localizadas enquanto a linearidade garante que nao ocorra mudancas na escala
do sinal analisado. Sendo possivel observar como o incremento do parametro que
determina a wavelet de Morlet estreita as bandas de frequéncias no escalograma,
tornando-as mais bem localizadas. Também foi possivel observar como a linearidade
da CWT garante que nao se tenha alteracdes nas escalas de um sinal diante da

normalizacgao.

Figura 3.1 - Resultado da investigagdo realizada em torno do pardmetro da wavelet de
Morlet e da linearidade da CWT
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Fonte: Producgao dos Autores.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Esta iniciacao cientifica contribuiu para a formagao em matematica aplicada e com-
putagao cientifica do bolsista. O bolsista aprofundou estudos da Transformada de
Fourier, iniciou estudos em analise wavelet, participou de atividades de pesquisa
e seminarios, foi exposto a ambientes de computagao cientifica e desenvolveu uma
analise numérica da condi¢ao de admissibilidade da wavelet de Morse que foi apresen-
tada no Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional em setembro
2021. A analise de referente aos pardametros da wavelet de Morlet e da linearidade
da CWT foi exposta no VI Encontro de Iniciacao Cientifica e Pos-Graduagao do
Campus Sao Paulo 2021. Além disso, o bolsista ainda participou do X WWlet Wa-
velets and Applications onde pode observar as principais pesquisas feitas em torno

da Transforma wavelet e ferramentas associadas.
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APENDICE A - FUNCOES DE QUADRADO-INTEGRAVEIS

Neste apéndice é apresentada uma introdugdo ao espaco das fungoes quadrado-

integraveis.

O espaco de funcdes quadrado-integraveis ou o espaco L*(C) é definido como:

Definigdo A.1. Se f(t) ¢ uma fungio tal que f(t) € L*(C) entdo:

/_Z O dt < oo (A1)

A norma, ou medida, de uma funcéo pertencente ao L*(C) pode ser definida, usando

a notacao || f(t)||r2(c), através da expressao (A.1), da seguinte forma:

1 Wlhaey =+ [ 1F@)P a (A2)

Definido tanto o espaco de fungoes quadrado-integraveis como a norma desse espaco

é preciso definir agora o produto interno.

Definigio A.2. Sendo as funces [ e g quaisquer tal que f(t) e g(t) € L*(C), temos
que o produto interno entre elas, usando a notagao (f(t),g(t)) e considerando g*(t)

o complexo conjugado da fungao g(t), € definido usualmente por:

F0.90) = [ Fong @)t (A3)

Os espacos de fungoes sao importantes, pois a Transformada de Fourier é, em uma
perspectiva teérica, equivalente ao produto interno de fungoes definido nesses es-
pacos. O espago de funcoes quadrado-integraveis, dentre os espacos de funcgoes, é
particularmente interessante, pois nele se verifica uma importante propriedade da

FT que ¢é a identidade de Parseval.

Algumas propriedades da Transformada de Fourier e da Transformada Wavelet en-

volvem a operacao de convolucao. Portanto definindo essa operacao:

Definicdo A.3. Sendo f(t) e g(t) fungdes quaisquer pertentences ao espago L*(C)
a operagio de convolugio entre g(t) e f(t) € definida, usando a notagao f(t) * g(t),

como:

o0 o0

F)glt —u)du = [~ f(t = u)g(u) du (A4)

—00

09t = [

—00
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APENDICE B - TRANSFORMADA DE FOURIER

Neste apéndice é apresentada uma introdugdo a Transformada de Fourier (FT).
Sendo a FT uma ferramenta mateméatica desenvolvida pelo matematico e fisico fran-
cés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830) durante seus estudos sobre condugao
de calor, ela surge dos estudos de Fourier sobre a aproximacao de fungoes periddicas
por somas de senos e cossenos. A transformada de Fourier é responsavel por decom-
por ou aproximar uma fun¢do geralmente definida no que se chama “dominio do

tempo” por suas frequéncias fundamentais.

Dado fungoes nao periddicas, localizadas no dominio do tempo, a Transformada de
Fourier nos permite encontrar as principais frequéncias dessas fungoes. De forma
genérica, podemos entender a F'T como sendo responsavel por levar uma funcao do
dominio do tempo para o dominio da frequéncia, permitindo também, através da
transformada Inversa de Fourier (IFT), levar uma funcdo do dominio da frequéncia
para o dominio do tempo. Uma das vantagens da FT e da IFT é que as mudangas

de dominio podem ser feitas sem que se percam informagoes da fung¢ao no processo.

Definicao B.1. Seja f(t) uma funcio qualquer, tal que f(t) € L*(C) vamos definir

a Transformada de Fourier da f(t), usando a notagdio f(w), como:

flw) = \/12_7T /_O:O f()e=™ at (B.1)

1
V2T

Sendo a variavel frequéncial o 6mega (w) que é definido no internvalo [0, 27| e

uma constante de normalizacao.

Definido a Transformada de Fourier agora vamos definir a Transformada Inversa de
Fourier. Ferramenta que leva uma funcdo do dominio da frequéncia para o dominio

do tempo.

Definigdo B.2. Seja f(t) uma fungio qualquer, tal que f(t) € L*(C) e sendo f(w)
a sua transformada de fourier. Vamos definir a Transforma Inversa de Fourier,

usando a notagdao f(t), como:

1) == [ Flpet (B.2)

Observe que aparece novamente como uma constante de normalizacao, dessa

1
\ 2T
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vez para IFT. No caso é escolhido como constante de normalizacao para a F'T

1
\ 27

de forma que essa escolha implica que

seja também constante de normalizacao

para a IFT. De modo geral, a escolha de uma constante de normalizacao para a
Transformada de Fourier determina a constante de nomarlizacdo para a Transfor-

mada Inversa de Fourier.

Determinado as frequéncias de uma funcdo pertencente ao L*(C) existe ainda a
necessidade de calcular a amplitude dessas frequéncias ou a energia delas. A partir
dai, temos o espectro de poténcia de Fourier que ¢é justamente a ferramenta que
vai nos dar as amplitudes das frequéncias ou a energia da funcao e isso depende da

norma utilizada para a realizacao do cédlculo da FT.

Definigido B.3. Seja f(t) uma fungio qualquer pertencente ao espago L*(C) e seja
f(w) a sua transformada de fourier. Vamos definir o espectro de poténcia de fourier

de f(t), usando a notagio S(w), como:

S@) = [ If@)Pdw (B3)

O espectro de poténcia, nos permiti encontrar tanto as amplitudes das frequéncias
que compoe uma fun¢do quanto a energia dela, tal que a ideia de energia de fungao
é equivalente a ideia de energia cinética. Por fim uma caracteristica importante da
FT é o fato de que na passagem do dominio do tempo para o da frequéncia ou na

passagem da frequéncia para o tempo a FT preserva a energia da fungao.

A FT tem muitas propriedades e todas elas s@o fundamentais para se enxergar a
simetria existente entre os dominios do tempo e da frequéncia. Porém a identidade
de Paserval é particularmente importante, pois garante que a norma de uma fungao
se mantém a mesma tanto no dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia.
Em sintese, a identidade de Parseval garante que a energia de uma fungao se mantém

independente do dominio em que ela esteja.

Propriedade B.1. Se f(t) é um fungio do L*(C) e f(w) é a Transformada de

Fourier da fungao f(t), entdo:

1/ @)le = I1f ()]lez (B4)
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Demonstracao. Vamos comegar mostrando que:

< ), f(t) > = < f(w), f(w) >
Temos a partir da IFT que a funcao f(t) é da forma:
f) = = [ Fw)e (B.5)
27T —00
E temos a partir da TF que f (w) é da seguinte forma:
Fw) == [~ fpe0 (B.6)
27'(' —00
Substituindo a equagao (B.6) na equacao (B.5):

(1) = ¢12_7T /" [é_ﬁ 7 rapetien dt] (1)

A partir dai o produto interno da fun¢ao f(t) com a prérpria funcao f(t), definido

na equagao (A.3) é da forma:

D=

<f@)f@)>:<[z\é%/i;¢%i[1f@ﬁ“““mé“ﬂmwf%wdg

Como tanto a fungao f(t) como f*(t) sdo fungoes continuas podemos mudar a ordem

de integracao de forma que:

<= ([ gz [ roeral- [z [~ oo ] as)

Pela definicao da TF:

< f(#), (1) > = < f(w), flw) > (B.7)



Através da definigdo de norma (A.2) e da defeinicdo de produto interno (A.3) é

possivel concluir que:

1Ol = (< £(8), (1) >)° (B.8)

Entao se elevarmos ao quadrado os dois membros da equacao (B.7) temos:

A

(< F(1).£(8) > = (< fw), f(w)>)"

Por fim da equacao (B.8) segue que:

1/ @)1z = I1f ()]l
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Wavelet de Morse

Pedro Marcos Mossulin Ferreirat
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Margarete Oliveira Domingues3?
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Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo numérico da condigao de admissibilidade
da wavelet de Morse a partir dos parametros que controlam seu comportamento nos dominios do
tempo e da frequéncia. A wavelet ¥g ,(w) de Morse é definida em frequéncia pela equagao:

~

Vs q(w) =Uw)ag,w’ e, (1)

em que U(w) é a func@o passo unitario, 5 e y sdo parametros reais positivos e ag , ¢ uma constante
de normalizagao [1,2]. A escolha da wavelet de Morse como objeto de estudo baseia-se em (a) sua
capacidade de englobar outras familias de fungoes wavelet como as de Cauchy e as relacionadas com
as derivadas de Gaussianas, (b) sua analiticidade [1,2] e (c) no fato de que recentemente ela vem
sendo aplicada na investigagao da sincronizagao em sistemas dinamicos cadticos com multiplas
escalas [3]. Além disso, o conhecimento do valor numérico da condigdo de admissibilidade de
uma funcao wavelet é fundamental nas aplicagoes que envolvem a transformada wawvelet inversa
como a remocao de ruidos ou aproximacao de um sinal utilizando apenas sub-bandas de energia
significativa. A condicao de admissibilidade para a wavelet de Morse é definida pela equagao [1]:

oy = [ ey,

—_—

No que diz respeito a metodologia utilizada desenvolveram-se dois estudos acerca da condigao
de admissibilidade (y(83,7). No primeiro, § foi tomado fixo no conjunto A = {3, 10, 20, 50} e =y
variou no intervalo real I =]0,50]. No segundo, fez-se v fixo em A e § variou em I. A escolha
dos valores pertencentes ao conjunto A deu-se com o objetivo de investigar se o incremento do
parametro fixado influencia no comportamento da variagao da condigao de admissibilidade como
func@o do pardmetro nao fixado. O resultado é apresentado na Figura (1).

No painel superior vé-se em (A) comportamento da condigio de admissibilidade com /3 no con-
junto em A e y variando em I com destaque para o valor numérico de ¢y (3,20) cuja correspondente
wavelet de Morse estd indicada em (B) com varidvel ¢ ndo dimensional. No painel inferior tem-se
o andlogo do painel superior mas para o caso em que 7y estd fixo e 8 varia em I. Destacou-se
o valor (;(20,3) pois neste caso a correspondente wavelet tem resposta em frequéncia gaussiana
(curtose nula) e é especialmente adequada para a andlise de sinais altamente oscilatérios uma vez
que sua largura de banda ¢é suficientemente estreita [1,2]. J4 a escolha em se destacar (y (3, 20) tem

Imossulin.ferreira@aluno.ifsp.edu.br

2magrini@ifsp.edu.br
3margarete.domingues@inpe.br
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RESUMO

Este trabalho apresenta a familia de funcdes wavelet de Morlet e investiga o efeito
causado pela variacdo do parametro que determina essa wavelet na aplicacdo da
Transformada Wavelet Continua. Em seguida, discute-se a propriedade de linearidade
dessa transformada e verifica-se essa propriedade através da comparacdo entre a
aplicacao da Transformada Wavelet em um sinal com a aplicagéo da Transformada Wavelet
nesse mesmo sinal normalizado pela média e desvio padrdo. Por fim, conclui-se que o
incremento do parametro que determina a wavelet de Molert deixa as bandas de
frequéncias mais bem localizadas enquanto a linearidade garante que a normalizacédo do
sinal ndo altera as escalas afetando apenas as suas amplitudes.

Palavras-chave: Analise de Sinais, Funcdes Wavelets, Transformada Wavelet Continua.

INTRODUCAO

A Transformada Wavelet Continua (CWT) é uma ferramenta matematica utilizada na
analise do conteudo de variacbes temporais de bandas frequenciais de sinais néo-
estacionarios. Além disso, a CWT € uma transformada que usa as funcdes wavelets como
funcBes de andlise, sendo as fun¢des wavelets familias de fun¢des caracterizadas pelo seu
comportamento oscilatorio, média nula e energia finita. A partir dai, este trabalho contribui
com algumas discussbes em torno da wavelet de Morlet, da CWT e de algumas
propriedades de interesse juntamente com demonstraces no contexto da pratica da
andlise de sinais.

! Projeto de Pesquisa de Iniciacdo Cientifica, PIBIC edital de 2021-2022.

2 Doutora em Matematica Aplicada e Pesquisadora Titular no Laboratério Associado de Computacao e
Mateméatica Aplicada, INPE, S&o José dos campos, SP, email: margarete.oliveira.domingues@gmail.com
3Graduando em Licenciatura em Matematica, IFSP, Sdo Paulo, SP, email: pedromarcosmossulin@gmail.com
4 Doutor em Computacdo Aplicada e Professor Titular no Departamento de Ciéncias e Matematica, IFSP,
Votuporanga, SP, email: magriniluciano1983@gmail.com
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OBJETIVOS

Objetivo Geral: Discutir os impactos das propriedades da wavelet de Morlet e da
linearidade da Transformada Wavelet Continua na analise de sinais.

Objetivos Especificos:

1- Verificar a linearidade da Transformada Wavelet Continua atraves da
comparacao entre a analise de um sinal com a analise do mesmo sinal
normalizado pela média e desvio padréo.

2- Investigar o efeito causado pelo incremento do parametro que determina a
wavelet de Morlet na aplicacdo da Transformada Wavelet Continua.

FUNDAMENTACAO TEORICA

As funcdes wavelets sdo familias de funcbes que podem ser matematicamente
definidas como fungdes y(t) pertencentes ao espaco de funcdes L?(C) que satisfazem a

—~ 2
seguinte condicdo de admissibilidade: €y, = 2w ff;@dw < oo. Sendo a wavelet de
Morlet uma das funcbes wavelets ela tem como uma das suas muitas representacées no

-1 —-t2
dominio do tempo a equagdo: '+ ez e'?ot, com w, sendo o parametro que a determina.
Entretanto a Wavelet de Morlet ndo satisfaz rigorosamente a condicdo de admissibilidade

Cy, de forma que ela sé é suficientemente proxima de uma funcéo wavelet para valores de
wy > 5.

Formalmente, sendo f(t) uma funcéo pertencente ao espacgo de fungbes L?(C) a
CWT de f(t) é definida pela equacéo: 4}"’(a, T) = \/iaffooof(t)v,b* (t;—r) dt em que o0s

parametros de dilatacdo a e o de translacdo 7 da funcdo wavelet sdo reais com a > 0. O
simbolo * representa o complexo conjugado da fungéo wavelet analisadora i (t) e o termo

\/% € uma constante de normalizacdo da transformada. Aos valores atribuidos a ‘}}”’ (a,7) da-

se 0 nome de coeficientes de Fourier de forma que os valores do médulo ao quadrado
desses coeficientes s&o interpretados como medidas locais de energia da fun¢ao analisada.
Uma ferramenta que auxilia na leitura desses coeficientes € o escalograma que consiste
em um gréafico (de cores ou isolinhas) da variacdo do médulo do quadrado desses
coeficientes varrendo os parametros a e t. Tem-se ainda que sendo a CWT uma
transformada integral verifica-se para ela a propriedade de linearidade que € definida como:

l’U;lif+a2g(a' 7) = alq’;”(a, 7) + az’{’gl”(a, 7) em que f e g sdo funcdes pertencentes ao L2(C)

e a, e a, pertencem aos R.

METODOLOGIA

No que diz respeito a metodologia optou-se por analisar a funcdo f(t) =
5sen(300mt) + 3sen(800mt) em dois momentos. A escolha dessa fungéo ocorreu devido
ao fato de pér se tratar de uma soma de senos ja se conhece 0 seu conteudo frequencial,
de forma que no primeiro momento realiza-se a CWT da funcéo f(t) usando a wavelet de
Morlet com dois parametros w, distintos com o intuito de visualizar o feito causado pela
variagdo desse parametro na aplicagao da CWT e no segundo momento realiza-se a CWT
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da funcdo f(t) e da funcéo f(t) normalizada com média igual a zero e desvio padrao igual a
um com o intuito de verificar a propriedade de linearidade da CWT.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A Figura 1 apresenta a CWT da funcdo f(t) = 5sen(300mt) + 3sen(800mt)
calculada para f(t), parte inferior, e para f(t) normalizada com média zero e desvio padrao
igual a um, parte superior, onde a esquerda se vé a CWT calculada usando a wavelet de
Morlet com w, = 6 e a direita se vé a CWT calculada para a wavelet de Morlet com w, =
9. O incremento do w, deixa as bandas de frequéncias mais bem localizadas enquanto a
linearidade garante que ndo ocorra mudancas na escala do sinal analisado.

Figura 1: CWT da funcao f(t).
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Tempo Tempo

Fonte: Producao dos autores.

CONSIDERACOES FINAIS/CONCLUSAO

Nesse trabalho foi possivel observar como o incremento do parametro que determina
a wavelet de Morlet estreita as bandas de frequéncias no escalograma, tornando-as mais
bem localizadas. Também foi possivel observar como a linearidade da CWT garante que
nao se tenha alteragdes nas escalas de um sinal diante da normaliza¢ao. Por fim, conclui-
se ressaltando a importancia da Transformada Wavelet na area de analise de sinais
justamente pelos resultados que se obter através dela.
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