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RESUMO

Este trabalho tem como foco a utilizacdo de uma abordagem do modelo simplificado
objetivando compreender o comportamento dindmico nao-linear de uma particula na
vizinhanga do campo gravitacional de corpos celestes de formato irregular (asteroi-
des e cometas). Um foco particular é analisar a influéncia dos principais pardmetros,
tais como, velocidade de rotacao, forma e distribuicao de massa em torno destes pe-
quenos corpos irregulares. A ideia geral é de que, a partir de modelos simplificados,
podemos compreender o gradiente gravitacional na vizinhanga dos sistemas multi-
plos de asteroides, abranger um grande ntimeros de sistemas e nao apenas um em
especifico, e ainda assim, gastando muito menos tempo e esforco computacional.
Trajetérias particulares podem ser estudadas sob modelos mais precisos (tal como
o modelo do poliedro) ao considerar as etapas finais de uma missdo real, mas um
conhecimento geral do campo de gravidade baseado em um pequeno niimero de pa-
rametros é muito util nos primeiros estagios do projeto de uma missao. Pontos de
equilibrio, curvas de velocidade zero, variedades invariantes, bifurcacoes, 6rbitas de
Lyapunov planares, o6rbitas de halo, transferéncia de baixa energia, érbitas homo-
clinicas, etc, sdo apenas meros exemplos do que é abordado nesta tese. Além de
investigar 6rbitas (de maneira genérica), que nao podem ser projetadas no classico
problema de dois corpos, nés construimos modelos simplificados que reproduzem a
dinamica de um veiculo espacial de maneira mais realista quando comparado aos
modelos simplificados existentes na literatura. Isso é conseguido através do método
de otimizacao considerando uma abordagem tridimensional, possibilitando obter re-
sultados mais precisos e dando mais um passo em dire¢ao a um cenario mais realista.

Palavras-chave: Modelo simplificado. Orbitas periédicas. Dindmica orbital. Trajeté-
rias espacial. Mecanica celeste.
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SEARCH FOR ORBITS AROUND LAGRANGIAN POINTS ON A
TRIPLE ASTEROID AND ORBITAL TRANSFERS

ABSTRACT

This work focuses on the use of a simplified model approach aiming to understand
the dynamic environment in the vicinity of asteroids and comets. A particular focus
is to analyze the influence of the main parameters, such as spin fo the asteroide,
shape and mass distribution around these small irregular bodies. The general idea
is that, from simplified models, we can understand the gravitational gradient in the
vicinity of multiple asteroid systems, cover a large number of systems and not just
one in particular, and yet, spending less time and effort computational. Of course
particular trajectories can be studied under more accurate models when considering
the final steps of a real mission, but a general knowledge of the gravity field based
in a small number of parameters is very useful in first stages of mission design.
Equilibrium points, zero velocity curves, invariant manifolds, bifurcations, planar
Lyapunov orbits, halo orbits, low energy transfer, homoclinic orbits, etc., are only
mere examples of what is covered in this thesis. In addition to investigating orbits
(in a generic way) that cannot be projected in the classic two-body problem, we
build simplified models that reproduce the dynamics of a spacecraft in a more re-
alistic scenario when compared to the simplified models existing in the literature.
This is achieved through the optimization method considering a three-dimensional
approach, making it possible to obtain more accurate results and taking another
step towards a more realistic scenario.

Keywords: Simplified model. Periodic orbits. Orbital dynamic. Space trajectories.
Celestial mechanics.
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1 INTRODUCAO

O problema de n corpos, baseado na segunda lei de Newton e na lei da gravitacao
universal, estd entre os modelos mais gerais para descrever o movimento de uma
particula de massa sujeita ao campo gravitacional de outros n — 1 corpos em um
espaco tridimensional. A equagdo do movimento que rege o movimento dos corpos
celestes é descrito por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares,

que podem ser determinadas utilizando a mecanica classica.

Através do uso das leis citadas anteriormente, é possivel chegar a uma aproximagcao
consideravel com relagdo ao movimento dos corpos celestes que vagam no Sistema

Solar.

Uma analise qualitativa da dindmica do modelo de n corpos é bastante complicada e
tem sido objeto de estudos aprofundados na area de Mecanica Celeste, onde a mai-
oria dos resultados foi obtido numericamente. Existem duas principais razoes que
dificultam a compreensao do cenario global. Em primeiro lugar, as equacoes dife-
renciais que regem o movimento planetario nao possuem solucao de forma fechada,
exceto em casos raros. Além disso, o movimento muitas vezes pode ser cadtico,

devido & alta nao linearidade da dinamica.

O projeto preliminar de trajetérias faz parte de toda missao espacial que visa deter-
minar o caminho que um veiculo espacial deve seguir de um ponto de partida para
um destino especificado. Geralmente, nos estagios iniciais do projeto de uma missao
espacial, sao utilizados modelos simplificados para avaliar a viabilidade, estimar cus-
tos e determinar a trajetéria em primeira aproximacgao. O problema de dois corpos,
também conhecido como o problema de Kepler, o modelo mais simples disponivel,
tem sido amplamente utilizado. Ao longo da maior parte da histéria, quando se
tratava de exploracao espacial, os cientistas aeroespaciais usavam o problema dos
dois corpos para modelar o movimento de um veiculo espacial, ja que esse era o
modelo mais simples disponivel na época. O problema de dois corpos é um modelo
bem estabelecido que fornece resultados confiaveis quando aplicada a regiao do es-
paco de fase em que a atracao de um corpo prevalece sobre os outros. Esse método
levou a trajetorias impressionantes de missoes como Voyager, Cassini, Juno, entre
outras (MEGAN, 2018). Embora a mecénica orbital fosse otimizada visando reduzir
o maximo possivel o AV, as missoes espaciais ainda exigiam grandes quantidades
de combustivel para alcangar seus destinos. Devido a ambicao e ao desejo dos seres
humanos de explorar cada vez mais extensivamente o espaco, a dinamica tradicional

de dois corpos utilizada em missoes passadas comecou a produzir valores elevados



de AV, dificultando assim futuras misses espaciais (KOON et al., 2006).

Nas ultimas décadas, foi alcancada uma visao muito mais profunda do problema
restrito de trés corpos (PRTC). Ao levar em consideragdo um corpo massivo adici-
onal, o veiculo espacial (S/C) pode explorar a dindmica natural do campo vetorial
gravitacional de uma maneira mais favoravel. Nao apenas uma orbita mais proxima
da ideal é alcancada, mas novos tipos de solugoes surgem como parte do modelo mais
realista. Usando essas novas solugoes para projetar trajetorias orbitais, missdes que
seriam impossiveis agora se tornam viaveis, e as extensoes de exploragao através do

sistema solar alcangaram novos niveis.

Existe uma regiao com uma grande concentracao de pequenos corpos celestes entre
as Orbitas dos planetas Marte e Jupiter, que é comumente conhecida como Cinturao
Principal de Asteroides. Além disto, existem asteroides que possuem o afélio no
cinturao de asteroide, mas o periélio pode interceptar a o6rbita de planetas internos.
Estes asteroides representam um perigo em potencial para o planeta Terra, devido ao
risco de colisao e também tém grande importancia cientifica, pois sdo uma espécie de
laboratério para desvendar como era o Sistema Solar na época de sua formagao, pois
acredita-se que muitos desses objetos ainda carregam na sua composicao elementos

que indicariam a composicao original do disco formador do sistema solar.

Devido a sua grande importancia cientifica, houve grande interesse, nas tltimas déca-
das, na exploracao desses pequenos corpos (asteroides e cometas) que circulam pelo
Sistema Solar (PAMELA; MISRA, 2011). Com a evolugao da tecnologia, foi possivel
observar, nos anos 90, pela primeira vez, uma lua orbitando um asteroide (PAMELA
et al.,, 2013). Até aquela época, acreditava-se que asteroides e cometas eram corpos
solitarios. Posteriormente, foram encontrados varios sistemas de asteroides duplos
e triplos, bem como asteroides com anéis (PAMELA et al., 2013; RIBAS et al., 2014).
Embora tenha havido muitas descobertas, somente no século seguinte os veiculos
espaciais foram enviados para estudar esses novos corpos celestes a distancias mais
curtas. No ano de 2000, o asteroide Eros recebeu em sua superficie o veiculo espacial
norte-americano NEAR Shoemaker (YEOMANS et al., 2000). Em 2003, a sonda japo-
nesa Hayabusa coletou e analisou dados do asteroide Itokawa (SANDFORD, 2011).
No ano de 2012, a sonda espacial Dawn foi enviada pelos Estados Unidos ao aste-
roide Vesta, com o objetivo de coletar dados que ajudariam a entender a origem e a
formagao do Sistema Solar (PAMELA et al., 2013). Em novembro de 2013, a Missao
ROSETTA, lancada pela ESA (Agéncia Espacial Européia), realizou uma conquista

historica: um voo bem sucedido com o pouso suave e inovador da sonda espacial Phi-



lae no cometa 67P/ChuryumovGerasimenko (PAMELA et al., 2013). A NASA langou
a sonda Osiris-Rex em 2016, na diregao do asteroide Bennu (antigo 1999rq36), que
chegou ao corpo celeste em 2018. A missao tem o objetivo de coletar dados de as-

teroides e retornar com amostras coletadas em meados de 2023 (MASSAGO et al.,
2017).

Estima-se que cerca de 15% da populagao de NEAs (Near Earth Asteroids, ou em
portugués, Asteroides Proximos da Terra), com didmetro maior que 0,3 km, se-
jam binarios (PRAVEC et al., 2006; MARGOT et al., 2015). A maioria desses sistemas
bindrios envolve um corpo primério maior (priméario mais massivo) e um corpo se-
cundario pequeno (primario menos massivo) (PRAVEC et al., 2006; ZHANG et al., 2020;
PRAVEC; HARRIS, 2007; WALSH et al., 2008). Normalmente os corpos primarios mais
massivo tém formas esféricas e rotagoes rapidas. Essas rotagdes sugerem que o prin-
cipal mecanismo de formacao desses sistemas bindarios é a fissao de rotacdo com o
efeito YORP como mecanismo de rotagao predominante (PADDACK, 1969; PRAVEC;
HARRIS, 2007; PRAVEC et al., 2006). O mecanismo fisico do efeito YORP se da atra-
vés da radiac@o eletromagnética proveniente do Sol que interage com a superficie
de um asteroide ou cometa. Esta interacao ocorre da seguinte maneira: a radiacao
Solar é refletida difusamente pela superficie do asteroide e parte da radiagao é absor-
vida pelo asteroide. A energia absorvida (energia interna) pelo asteroide é emitida
em forma de radiacdo térmica (calor). Sabendo que os fétons possuem momento,
cada uma dessas interagoes produz um impulso na superficie do asteroide, provo-
cando mudangas no momento angular do corpo em relagao ao seu centro de massa
(PADDACK, 1969).

Existem diversos tipos de sistemas bindrios de asteroides, que sao agrupados de
acordo com suas propriedades (rotacdo, razdo das massas e didmetros) (PRAVEC;
HARRIS, 2007). As caracteristicas desses grupos também sugerem diferentes me-
canismos de formacao. A Figura 1.1 é o compilamento de varias informacoes de
diferentes artigos e fornece informagcoes sobre o comportamento dindmico e tama-
nhos de asteroides que circulam pelo Sistema Solar (PRAVEC, 2005; PRAVEC et al.,
2007; AGARWAL et al., 2017; MARGOT et al., 2015). A Figura 1.1 foi retirada do site
(http://www.johnstonsarchive.net /astro/asteroidmoons.html) por ser bastante di-
datica. Os asteroides do grupo A contém pequenos binarios que passam proximo a
Terra (Near Earth Orbit (NEO)), que cruzam a orbita de Marte (Mars Cros) e aste-
roides do cinturao principal (MBAs), com didmetros primarios menores que 10 km
e a razao de diametros entre os componentes menores que 0,6. A rotacio rapida do

primario mais massivo deste grupo apoia a ideia de formagao por fissao de rotagao.



O Grupo B consiste em pequenos corpos do cinturao principal de asteroide (MBAs)
duplamente sincronos com componentes quase do mesmo tamanho e o Grupo L

representa grandes MBAs com pequenos satélites (PRAVEC; HARRIS, 2007).

Figura 1.1 - Figura representativa fornecendo informagodes sobre os tipos de asteroides

binarios.
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A maioria dos asteroides do tipo A sao sistemas sincronos, ou seja, o periodo de
rotacao do corpo secundario ¢ igual ao periodo orbital em torno do centro de massa
do sistema (PRAVEC et al., 2006; PRAVEC et al., 2016). Por outro lado, os asteroi-
des do tipo B sao sistemas de asteroides que possuem dimensoes semelhantes, com
Dy/Dy > 0,6, onde D; significa didmetro do primario e Dy é o didmetro do se-
cundario. Os objetos binarios desse grupo sao denominados totalmente sincronos
(asteroides duplamente sincronicos), isto é, os dois componentes do sistema giram
com o periodo de rotagao igual ao periodo orbital do sistema. Simulagoes dindmicas
revelaram que muito provavelmente os sistemas bindrios sofrem um processo caético
de dissipacao de energia envolvendo as forgas de maré que os fazem evoluir para um
sistema sincrono (JACOBSON; SCHEERES, 2011). De acordo com Jacobson e Scheeres
(2011), quanto maior a razao entre as massas dos corpos do sistema bindrio, mais
rapidamente pode ser alcancada a sincronizacao. Isso pode acontecer porque cada

membro do sistema exerce forcas de maré de mesma proporcao um sobre o outro.
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Segundo esses autores, os bindrios totalmente sincronos podem levar cerca de 10%
anos para atingir esse tipo de acoplamento rotacao-orbita apés a fissao, como ja foi
observado em alguns sistemas bindrios (por exemplo, o NEO 69230 Hermes). Esse
tempo pode ser menor para o caso de componentes de massas iguais e maior para
sistemas com razoes de massas de cerca de 0,2. Dessa forma, como a maioria dos
sistemas tem razoes de massas menores do que 0,6, temos encontrado na literatura
uma maior quantidade de sistemas com apenas o componente secundario acoplado

com o movimento orbital (PRAVEC et al., 2016).

O estudo desses pequenos corpos e suas peculiaridades fornece informacoes cien-
tificas e tecnoldgicas importantes, pois sua exploracao pode fornecer respostas a
aspectos fundamentais, como por exemplo, a composicao original do disco formador
do Sistema Solar (MERLINE et al., 2002), conforme j&a mencionado. Um dos campos de
aplicacao para o estudo de asteroides é a Dindmica Gravitacional, area na qual sdo
estudados os movimentos dos corpos que compoem o Sistema Solar, considerando
sua formacao e evolucao. Além disso, a exploracao de asteroides e seus sistemas é
ideal para testar tecnologias importantes, como os experimentos de demonstragao
em 6rbita (In-Orbit-Demonstration) (FERRARI et al., 2016).

Um dos topicos mais relevantes na area de astrodinamica ¢ o estudo do movimento
de um veiculo espacial nas proximidades desses sistemas especificos, o que ajuda a
projetar futuras missoes espaciais. A missao “Asteroid Impact and Deflexion Asses-
sment” (AIDA) é um dos exemplos do estudo de asteroides e é uma parceria entre
a ESA e a NASA. Essa missao foi criada com o objetivo de considerar dois projetos
diferentes: o Double Asteroid Redirection Test (DART'), da NASA, que terd a funcao
de ser o impactor cinético; e Asteroid Impact Mission (AIM), da ESA, que funci-
onard como um monitor de sistema binario antes e depois do impacto, coletando
dados de asteroides e implantando um veiculo espacial na superficie do asteroide
menor. A exploracao cientifica de pequenos corpos abre um novo horizonte para a

atividade industrial na drea de mineragao de asteroides (SCHEERES et al., 2000).

O desenvolvimento de missoes direcionadas a asteroides e cometas permitiu o surgi-
mento de uma area especifica de pesquisa em astrodinamica: o estudo e quantificagao
da estabilidade e navegabilidade de 6rbitas de naves espaciais proximas a corpos em
rotagdo irregular (SCHEERES et al., 2000). A exploracdo de asteroides e cometas é
uma tarefa bastante desafiadora, devido ao fato de que cada corpo tem sua prépria
caracteristica fisica como forma, densidade, rotagao, distribuicdo de massa, dentre

outros. Entao, desenvolver uma modelagem matematica do campo gravitacional nas



proximidades desses corpos celestes é uma tarefa bastante complexa. Muitas vezes
as caracteristicas fisicas dos asteroides so sao descobertas apds uma aproximacgao ou
até mesmo apés o pouso do veiculo espacial na superficie do asteroide (SCHEERES
et al., 2000). Devido a isto, é necessario desenvolver as equagoes de forma flexivel,

isto é, que abranjam o maior nimero de parametros possivel.

Estudos na area de exploracao de asteroides sao de grande importancia e envol-
vem multiplas disciplinas, entre elas ciéncia e tecnologia, controle, mecanica celeste
e astronomia. A maioria dos asteroides e cometas tem uma forma irregular. Ao
planejar uma missao espacial para visitar esses objetos, surge uma pergunta: “como
representar efetivamente o campo gravitacional desses pequenos corpos irregulares?”
(ELIPE; LARA, 2003; BARTCZAK; BREITER, 2003). Varios modelos matematicos fo-
ram propostos para superar essa dificuldade. Geralmente, a expansao de harmonicos
esféricos é usada para modelar a Terra e outros planetas, pois esses corpos celestes
mais massivos (quando comparados aos asteroides) tém uma forma que se asseme-
lha a uma esfera (ELIPE; RTAGUAS, 2003). Por outro lado, quando o corpo nao se
assemelha com uma esfera, essa expansao nao é mais conveniente e, em alguns casos,
a convergéncia nao pode ser garantida (ELIPE; RIAGUAS, 2003). Além disso, a ex-
pansao de coeficientes de Legendre de baixa ordem geralmente nao fornece uma boa
aproximagcao para o movimento de uma particula, devido ao fato de que os termos
de ordem superior podem gerar divergéncias apds varias iteragoes (RIAGUAS et al.,
1999; JIANG; BAOYIN, 2018).

Devido a variedade de corpos irregulares, varios modelos foram criados para re-
presentar matematicamente o potencial gravitacional de corpos com formas nao
esféricas. O foco aqui nao é mencionar todos os modelos conhecidos na literatura,
mas apenas mencionar os mais relevantes. Um desses modelos é o modelo harmonico
elipsoidal, proposto por Hobson (1955) e aprimorado por Pick et al. (1973) (CUT,
QIAO, 2014). Existe também o modelo conhecido como Problema Restrito Completo
de (Dois ou) Trés corpos (SCHEERES, 2004; BELLEROSE; SCHEERES, 2008). A pala-
vra “Completo” significa que a distribuicdo em massa de um ou de ambos os corpos
primdrios estd sendo levada em consideragao. Bellerose e Scheeres (2008) aplicou
este modelo ao sistema de asteroides binario 1999 KW4 e analisou o movimento
de um veiculo espacial usando curvas de velocidade zero, pontos de equilibrio e a

constante de Jacobi.

Um modelo amplamente utilizado para representar o campo gravitacional de obje-
tos de forma irregular é o modelo poliédrico (WERNER, 1994; WERNER; SCHEERES,



1997; SCHEERES et al., 2000). Este modelo é considerado um modelo preciso e nao
apresenta problemas de convergéncia (SCHEERES et al., 2000). Devido a sua alta pre-
cisao, o modelo poliédrico tem sido amplamente utilizado em projetos de missoes
reais para analisar a dinamica do veiculo espacial perto de asteroides. Como desvan-
tagem, o modelo poliédrico geralmente contém milhares de pardmetros (vértices e
faces) necessérios para garantir sua alta precisdo. Portanto, este modelo requer um
alto esforco computacional para realizar as simulagoes. Além disso, uma investigagao
sobre propriedades gerais da dinamica do veiculo espacial em funcao dos parame-
tros do modelo se torna muito dificil. Isso ocorre porque, no modelo poliédrico, os
parametros utilizados se misturam, produzindo uma influencia mista no campo gra-
vitacional efetivo dos corpos irregulares dificultando a compreensdo de identificar
quais os principais parametros que mais influénciam na dinamica de uma parti-
cula na vizinhanga desses corpos. Portanto, muitas vezes, é preferivel usar modelos

simplificados para aproximar a distribuicado do potencial de pequenos corpos.

O problema de tempo computacional foi parcialmente resolvido no trabalho de Cha-
nut et al. (2015a), onde os autores reduziram consideravelmente o tempo computa-
cional (~ 30 vezes) aplicando o modelo gravitacional Mascon, conforme apresentado
no trabalho de Geissler et al. (1996), usando uma forma poliédrica buscando mode-
lar o campo gravitacional externo de pequenos corpos celestes. Para mais detalhes
sobre esta abordagem, também encaminhamos os leitores para Venditti (2013) e
Aljbaae et al. (2017).

Modelos simplificados costumam ser usados para aproximar o campo gravitacional
de corpos irregulares, exigindo menos esforco computacional e produzindo resultados
consideraveis em um curto periodo de tempo. Além disso, um modelo simplificado
pode frequentemente determinar uma expressao analitica simples para calcular o
campo gravitacional de corpos irregulares (YANG et al., 2018). Outra vantagem do
uso de um modelo simplificado é que podemos analisar facilmente as consequén-
cias de um determinado parametro na dinamica dos asteroides, como, por exemplo,
a estabilidade dos pontos de equilibrio (ZENG et al., 2015; SANTOS et al., 2017a),
a distribuicao de orbitas periddicas estéveis (LAN et al., 2017), bem como auxiliar
no projeto da 6rbita (WANG et al., 2017) e no controle de feedback (YANG et al.,
2017). Além disso, modelos simplificados podem ser usados para determinar as re-
gides permitidas de “hovering” (YANG et al., 2015). Uma maneira eficaz de analisar
a superficie de um asteroide é pairar com o corpo fixo em uma regiao préxima ao
asteroide, onde o veiculo espacial mantém sua posicao constante em relacao ao aste-

roide. Um 6timo local para colocar um veiculo espacial fixo no corpo sdo os pontos



de equilibrio, devido ao fato de serem locais que recebem um distiirbio minimo. Ji-
ang et al. (2014) investigou esse aspecto e classificou os coletores préximos a esses
pontos em oito tipos. Essas posicoes fixas em relagdo ao corpo podem ser usadas
para obter medigoes precisas de uma regiao na superficie do asteroide alvo e facilitar
as manobras de descida e ascensdao de um veiculo espacial cuja missao é retornar a
Terra com amostras (BROSCHART; SCHEERES, 2005). Tais manobras foram usadas
na missao Hayabusa (SCHEERES, 2004).

Assim, varios modelos simplificados foram propostos para representar matemati-
camente asteroides irregulares, como os mostrados nas referéncias (RIAGUAS et al.,
1999; WERNER, 1994; RIAGUAS et al., 2001), que investigaram a dindmica de uma
particula sob o campo gravitacional de um asteroide modelado como uma linha
reta. Outros trabalhos que também investigaram o movimento de uma particula em
torno de pequenos corpos celestes, considerando um modelo simplificado, usaram
uma placa plana (BLESA, 2006), um cubo homogéneo (LIU et al., 2011b), um elip-
soide triaxial (GABERN et al., 2006), um cubo homogéneo girante (LIU et al., 2011a),
um segmento reto duplo e finito (JAIN; SINHA, 2014), um dipolo de massa em rota-
¢a0 (ZENG et al., 2015; SANTOS et al., 2017a), um tripolo de massa em rotagao (LAN
et al., 2017), entre outros. Esses trabalhos, mostraram a utilidade de usar modelos
simplificados para identificar os principais pardmetros que dominam o movimento

de uma particula em torno de certos sistemas de asteroides.
1.1 Motivacao e objetivo

Um dos maiores desafios no campo da astrodindmica que visam explorar asteroides e
cometas é derivar modelos matematicos para compreender a dinamica de um veiculo
espacial na vizinhanca destes corpos irregulares e alongados. O campo gravitacional
que atua no veiculo espacial que viaja na vizinhanca desses corpos ¢ muito complexo
devido ao efeito da rapida rotacao dos asteroides e cometas, juntamente com suas

formas irregulares.

Devido a este cenério, as perguntas que surgem sao: sera que ¢é possivel encontrar um
modelo matematico simplificado, que pode ser utilizado em uma ampla variedade
de asteroides binarios (ao invés de apenas um sistema em especifico), compreender a
influéncia dos principais parametros dos asteroides na dinamica de uma particula na
vizinhanca destes pequenos corpos celestes e ainda assim obter resultados proximos

aos de modelos de alta fidelidade usando menos tempo e esforco computacional ?

Esta tese utiliza a abordagem matematica de modelos simplificados objetivando



explorar de que maneira os principais parametros de um sistema simples ou binario
de asteroide influenciam no ambiente dinamico na vizinhanca destes corpos. Além
de realizar um estudo de forma genérica buscando compreender, também buscamos
criar modelos simplificados, que representam o campo gravitacional de uma classe
de asteroides de maneira mais confiavel, quando comparados a modelos existentes
na literatura e assim, dando mais um passo a um cenario mais realista. Neste tltimo
estudo, utilizamos o método de otimizacao para encontrar os parametros 6timos do

modelo simplificado aplicados em sistemas de asteroides especificos.

Trajetorias particulares podem ser estudadas sob modelos mais precisos ao consi-
derar as etapas finais de uma missdo real, mas um conhecimento geral do campo
gravitacional baseado em um pequeno nimero de parametros é muito 1til nos pri-

meiros estagios do projeto de uma missao.
1.2 Organizacao do trabalho

O Capitulo 2 utiliza o Problema Restrito Sincrono de Quatro Corpos no sistema de
referéncia girante para buscar por 6rbitas planares em torno dos pontos de equilibrio
Ly e Ly. Ao linearizar as equacoes de movimento, é possivel obter os autovetores e
autovalores, e com esses valores, é possivel determinar as estimativas iniciais para
encontrar orbitas planares em torno dos pontos de equilibrio pelo método de Newton.
Em seguida, uma familia de 6rbitas é construida em torno dos pontos de equilibrio
Ly e Ly. O estudo é realizado modificando alguns parametros, tais como a razao
de massa do sistema e a dimensao do corpo secundario. O principal objetivo deste

Capitulo é investigar de que forma esses parametros influenciam nas 6rbitas planares.

No Capitulo 3 buscamos realizar um estudo mais geral em relagdo ao Capitulo 2.
Além de analisar as orbitas periddicas planares, buscamos por orbitas halo, calcula-
mos a estabilidades dessas 6rbitas bem como investigamos a relagao que existe entre
o periodo, estabilidade e contante de Jacobi dessas érbitas peridcas em funcao da
razao de massa e da dimensao do corpo secundario. Este Capitulo busca analisar
os asteroides do tipo A, onde a maioria sdo asteroides do tipo NEO (Near Earth
Asteroid) e que tem o movimento sincrono do corpo secundario em torno do centro

de massa do sistema.

O Capitulo 4 é uma extensao dos Capitulos 2 e 3, em que utilizamos as equagoes do
Problema Restrito Sincrono de Quatro Corpos (PRSQC) para modelar um sistema
de asteroides binario no sistema inercial. O principal objetivo deste trabalho é cons-

truir grades de condigoes iniciais, que relacionam semi-eixo maior e excentricidade,



a fim de quantificar a vida 1til de um veiculo espacial quando liberado préximo
ao corpo menos massivo do sistema binario (modelado como um dipolo de massa
em rotacdo) em fun¢do da razao de massa do sistema. Realizamos uma andlise do
tempo de vida do veiculo espacial considerando vérias razdes de massa de um sistema
bindrio de asteroides e investigamos o comportamento de um veiculo espacial nas
proximidades desse sistema. Analisamos orbitas diretas e retrégradas. Este estudo
investiga 6rbitas que sobrevivem por, aproximadamente, um ano. Neste trabalho,
levamos em consideracao as forgas gravitacionais do sistema binario de asteroides e
a pressao de radiacgdo solar (PRS). O intuito é buscar regides onde as 6rbitas diretas
e retrogradas de um veiculo espacial sobrevivem ao longo do tempo de integragao

(um ano) quando a pressao da radiagao solar é levada em consideracao.

O Capitulo 5 analisa os asteroides do tipo B, em que o movimento orbital de cada
asteroide em torno de seu proprio eixo ¢ igual ao movimento de translacao do sistema
em torno do centro de massa. Sendo assim, é denominado aqui que estes sistemas
sao totalmente sincronos. O objetivo deste Capitulo é investigar de que maneira
a razao de massa e a dimensdao dos corpos primarios influenciam nas posicoes dos
pontos de equilibrio e nas curvas de velocidade zero. Este problema ¢ denominado
de problema restrito totalmente sincrono de cinco corpos. Para realizar esta tarefa, é
necessario obter as equagoes de movimento de uma particula de massa infinitesimal
viajando na vizinhanca de um sistema composto por dois outros corpos massivos.
Os dois corpos massivos (primérios) sao assumidos como tendo formas irregulares e

sao modelado como um dipolo de massa em rotagao.

Ainda pensando nos asteroides tipo B, no Capitulo 6 realizamos trabalhos aplicados
a um sistema bindrio em especifico, conhecido como 2017 YE5. A ideia principal
deste Capitulo é analisar a dindmica de um veiculo espacial que se encontra na vizi-
nhanca desse sistema binario de asteroide. Neste Capitulo nés calculamos a posicao
dos pontos de equilibrio, a constante de Jacobi necessaria para abrir os canais de
transportes que surgem em torno desses pontos de equilibrio, bem como calculamos
as orbitas periddicas do sistema utilizando como ferramenta a se¢ao de Poincaré. Fi-
nalmente calculamos o AV necessario para realizar uma transferéncia de um ponto

de equilibrio para outro deste sistema.

O Capitulo 7 busca compreender o ambiente dindmico e complexo nas proximidades
de asteroides irregulares que possuem uma forma arqueada a partir de modelos sim-
plificados. Neste Capitulo assumimos o modelo simplificado denominado de modelo

do tripolo em rotagao, baseado na existéncia de trés pontos de massa conectados
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entre si por hastes com determinado comprimentos e massas despreziveis. O prin-
cipal objetivo deste Capitulo é entender de que maneira os principais parametros
(distribuigdo de massa, forma e velocidade angular) influenciam no surgimento, po-
sicao e na estabilidade dos pontos de equilibrio, tal como na topologia das curvas
de velocidade zero. Todo conceito obtido teoricamente é entao aplicado em alguns
sistemas reais, tais como, asteroides 8567, 243 Ida e 433 Eros e também em Fobos,

um dos satélites naturais de Marte.

O ultimo Capitulo desta Tese (Capitulo 8) busca desenvolver um modelo simpli-
ficado para descrever os campos gravitacionais de asteroides alongados arqueados.
A relagao entre o modelo simplificado e o asteroide real é construido baseado nas
localizagoes dos pontos de equilibrio. O modelo proposto consiste em representar um
asteroide alongado usando um sistema de particulas triplas conectadas no espaco
tridimensional. Este modelo é uma extensao dos modelos anteriores disponiveis na
literatura que se concentra apenas em modelos planares. Um método de otimizagao
nao linear é usado para determinar os parametros de nosso modelo, minimizando
os erros de todos os pontos de equilibrio externos em relacao as solugoes calculadas
com um modelo mais realista, o modelo do poliedro. O modelo considerado neste

artigo é entao aplicado a trés asteroides reais irregulares 1620 Geographos, 433 Eros

e 243 Ida.
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2 ORBITAS PLANARES EM TORNO DOS PONTOS DE EQUILI-
BRIO L1 E L2 NA VIZINHANCA DE UM SISTEMA BINARIO SIN-
CRONO DE ASTEROIDES

Este Capitulo fornece uma breve revisao da literatura a respeito do modelo simplifi-
cado que utilizamos neste Capitulo e nos trés que sucedem, e aborda as equagoes do
movimento do problema restrito sincrono de quatro corpos (PRS4C). O PRS4C é
utilizado para representar a forga gravitacional na vizinhanga de um sistema binario
sincrono de asteroides, onde o primario menos massivo é considerado como um corpo
alongado irregular. O problema é restrito porque a massa de um dos corpos (neste
caso, o veiculo espacial) é desprezivel. Supde-se também que o periodo de rotacao
do asteroide com forma irregular em torno de seu préprio eixo e o periodo de trans-
lacao desses asteroides em torno do centro de massa do sistema sejam os mesmos,
suportando o nome Problema Restrito Sincrono de Quatro Corpos. Este trabalho
foi baseado nos asteroides tipo A. Os resultados encontrados neste Capitulo e nos
dois que sucedem este, utilizamos o modelo baseado no dipolo de massa em rotagao,
inicialmente introduzida por Chermnykh (1987) e também estudado por Kokoriev e
Kirpichnikov (1988) e Kirpichnikov e Kokoriev (1988). Supde-se neste modelo que
o campo gravitacional de duas massas localizadas no eixo de simetria do corpo esta

muito proximo do campo gravitacional de um corpo axialmente simétrico.

O modelo do dipolo de massa em rotacdo aplicado em asteroides alongados foi
desenvolvido por Zeng et al. (2015). Estudos mais recentes de Zeng et al. (2016a)
utilizaram um modelo dipolo aprimorado levando em conta o achatamento de ambos
os corpos primarios. Zeng et al. (2016b) encontraram até 13 pontos de equilibrio
no plano zy, devido a forma nao esférica dos corpos priméarios. Zeng et al. (2016b)
também analisou essas trajetorias e estudou os efeitos do sobrevoo de forma analitica,
encontrando uma relagao interessante entre o sobrevoo e a integral de Jacobi. (ZENG
et al., 2016) investigou as propriedades dinadmicas nas proximidades de um corpo
alongado (usando o modelo dipolo) para investigar a influéncia da razao de forga
(k), a razao de massa (1) e a forma oblata (Az) dos primarios na distribui¢ao dos
pontos de equilibrio no plano xy. Por meio dessa anélise dindmica, (ZENG et al., 2016)
observou que os pontos de equilibrio nao colineares existem apenas para 0,37 < k
< 2,07, e esses equilibrios nao dependem de pu. Em Zeng et al. (2016a), a influéncia
dos pardmetros k, p e Ay (achatamento do segundo primério) nas posi¢oes dos
pontos de equilibrio fora do plano e na estrutura topologica das curvas de velocidade
zero foram analisadas. Zeng et al. (2016a) observou que a forma oblata do segundo

primario influencia muito a distribuicao dos pontos de equilibrio fora do plano. Esses
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trabalhos, entre outros, mostraram que, usando modelos simplificados, é possivel
identificar os principais parametros que governam a dinamica em torno de certos
sistemas de asteroides (SANTOS et al., 2017a; SANTOS et al., 2017b; ZENG et al., 2018).

O objetivo deste Capitulo é procurar érbitas em torno dos pontos de equilibrio L;
e Ly do PRS4C. A partir das equagoes de movimento de um sistema binario de
asteroides, onde um dos asteroides é modelado como um dipolo de massa em rota-
¢a0, buscamos determinar as condigoes iniciais das orbitas de Lyapunov. O estudo é
realizado modificando a razao de massa do sistema e a dimensao do corpo modelado
como um do dipolo de massa. Ao linearizar as equacoes de movimento, é possivel
obter os autovetores e os autovalores e, com esses valores, é possivel determinar as
estimativas iniciais para encontrar orbitas periddicas ao redor dos pontos de equi-
librio. Uma vez encontradas as condigoes iniciais, serd possivel, através de métodos
numeéricos iterativos, encontrar uma solugao para o problema nao linearizado através
do método de Newton. Em seguida, uma familia de orbitas é construida em torno

dos pontos de equilibrio L; e Ls.

O trabalho desenvolvido neste Capitulo foi apresentando na American Institute of
Aeronautics and Astronautics (AIAA) ocorrido em Salt Lake City, na cidade de
Utah (USA), 2018, e publicado na Advances in the Astronautical Sciences conforme
pode ser verificado através da referéncia (SANTOS et al., 2018).

2.1 Introducao

O interesse em analisar, investigar e entender a dindmica de um satélite em torno
dos pontos de equilibrio aumentou nos ultimos anos, devido as vantagens que es-
ses pontos oferecem quando se trata de missoes espaciais (CANALIAS; MASDEMONT,
2016). Varias missoes espaciais préximas aos pontos de equilibrio colineares foram
concluidas, estdao em execuc¢ao ou estdao sendo preparadas para o futuro proximo
(HECHLER et al., 2008; KNUTSON; HOWELL, 2012). O ISEE-3 foi langado em 1978 e
inseriu um veiculo espacial em uma orbita periédica nas proximidades do ponto de
equilibrio L; do sistema Sol-Terra, com o objetivo de fazer estudos das interacgoes
Terra-Sol (RICHARDSON, 1980). Essa foi o primeiro veiculo espacial artificial a ser
enviada para um ponto de equilibrio. Sua principal missao era investigar a estrutura
do vento solar nas proximidades da Terra (CANALIAS; MASDEMONT, 2016; HECHLER
et al., 2008). Desde entdo, varias agéncias espaciais consideraram orbitas periddicas
ou quase periddicas ao redor dos pontos de equilibrio como 6rbitas-alvo para seu
veiculo espacial, usado com os satélites SOHO (HUBER et al., 1996), MAP, ACE,

Genesis, entre outros, e existem varios projetos futuros que pretendem usar orbi-
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tas em torno de pontos de equilibrio para desenvolver suas missoes, como NGST,
Herschel-Planck, LUMIO mission, James Webb Space Telescope que substituird o
Telescopio Espacial Hubble e que tem a intencao de orbitar o ponto de equilibrio
L, do sistema Sol-Terra (CANALIAS; MASDEMONT, 2016; KNUTSON; HOWELL, 2012;
FOLTA, 2004).

Conforme descrito acima, varias pesquisas contribuiram para uma melhor compre-
ensao do Problema Restrito Circular de Trés Corpos, mas a a¢ao de varias pertur-
bagoes nao foram levadas em consideracao em muitos desses problemas. O modelo
classico nao considera algumas das forcas perturbadoras, como a forma irregular de
um dos corpos primarios, os efeitos de arrasto de Poynting-Robertson e a pressao da
radiacao solar. Alguns dos trabalhos expressivos no Problema Restrito Circular de
Trés Corpos foram produzidos por referéncias como Chernikov (1970), Bhatnagar e
Chawla (1979), Sharma (1987), Kunitsyn e Tureshbaev (1985), Lukyanov (1988).

Para a realizacao deste estudo, utilizamos um modelo baseado no dipolo de massa
em rotagao, visto de um sistema de coordenadas girante. Considera-se neste modelo
que o campo gravitacional de dois corpos de massas pontuais compoe o corpo M,
(primério menos massivo) e estd localizado no eixo de simetria de um asteroide

axialmente simétrico, representando dessa maneira como um corpo alongado.
2.2 Equacao do movimento no sistema girante

Nesse Capitulo, supoe-se que o movimento de uma particula de massa desprezivel
(P(x,y, 2)) seja governado pelas forgas gravitacionais dos corpos M; e M. O corpo
de massa infinitesimal nao afeta a dindmica dos corpos priméarios. A unidade de
distancia é normalizada para ser a distancia do corpo M; até centro de massa do
corpo Ms, que é formado por dois corpos hipotéticos com massas mo; € mas. O corpo
mais massivo do sistema é adotado para ser o ponto com massa my. O corpo menor
¢ modelado como uma massa de dipolo em rotacdo composta pelas massas mo; €

msag, como mostra a Figura 2.1.
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Figura 2.1 - Imagem representativa da forma geométrica do sistema em estudo (ndo em

escala).
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Tomando unidades convenientes de massa, tempo e comprimento (unidades candni-
cas), é possivel simplificar as equagoes de movimento. A origem do sistema de coor-
denadas girante é definida como o centro de massa do sistema. Neste sistema girante,
o primario mais massivo (M;) possui massa m; = 1 — 2u* e estd sempre localizado
na posicao r1 = (—2u*,0,0). As massas dos dois corpos hipotéticos que formam o
corpo My sa0 ma; = Mgy = p*, e estao localizadas em 9 = (—2u*+1—d/2, 0, 0) e
Tog = (—2u*+1+d/2, 0, 0), respectivamente, onde d é a distancia entre os corpos

Mo € Moo e pu* € a razao de massa definida por p* = ( 21 Nesta analise,

(m1+ma1+maz)
consideramos que o periodo de rotagdo do corpo menos massivo (Ms) em torno de
seu eixo principal é igual ao periodo de translacido em torno do centro de massa
do sistema em uma Orbita circular, tornando o movimento sincrono. A unidade de
tempo é definida de modo que o periodo de rotagao do dipolo de massa é igual a
2m. A partir das unidades candnicas mencionadas definidas, a fun¢ao lagrangiana do

sistema ¢é dada por 2.1 (BROUCKE, 1969):

Lrotating (T, 2, &, 9, 2) = (i° + 57 + 2°) + (a2 — yd) /2 + (° + ) /2
+ (L —=2p%)/ry + p* [ror + p* [r22), (2.1)

onde

r= (@ —:)2+ (g — )+ 22, (2.2)
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ro1 = \/(ZE — 221)* + (y — y21)* + 22, (2.3)

rog = \/($ — T22)? + (Y — y22)® + 22 (2.4)

A formulacao Hamiltoniana pode ser obtida a partir da formulagdo Lagrangiana. O

momento conjugado (p) é dado por

L

Pr= e =EFY, (2.5)
oL
—_ —_—— y —_— 2-
Py =g, =Y (2.6)
oL ]

onde p,, p, e p. estao associados ao momento conjugado do veiculo espacial em

relacao aos eixos x, y z respectivamente.

Usando a transformagao de Legendre (q, ¢) A (%) onde ¢, ¢ sao as coordenadas e

velocidades da particula, respectivamente, obtemos

H= :cpx + ypy + sz - Lrotatiny (28>

Depois de fazer algumas simplificacoes matematicas, é possivel encontrar a fungao
Hamiltoniana, que é dada por:
patrytP: (apy—yp) (12wt
H(x, Y, pa, py) = - - + ) (29)

2 2 ™ 21 T'22

Observe que o Hamiltoniano H é uma funcao das coordenadas e do momento con-
jugado p do veiculo espacial. Devido ao fato do Hamiltoniano ser independente do
tempo, é possivel dizer que seu valor é conservado (BENACCHIO, 2007; BROUCKE,
1968; WORTHINGTON, 2012; THORNTON; MARION, 2011). Definimos o potencial efe-

tivo como

+ — 4+ —
r 21 T'22

2 2 1 —9u,* * *
Q:x+y+( E 4B “). (2.10)

Da funcao Hamiltoniana, dada pela Equagao 2.9, é possivel determinar as equagoes

de movimento do veiculo espacial no sistema de referéncia girante, dadas por:
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P =2y =, (2.11)
i+ 2i = Q, (2.12)
5=, (2.13)

onde €2, €, e €2, é o gradiente do potencial efetivo em funcao de xz, y e z, respecti-

vamente.

As Equagoes 2.11, 2.12 e 2.13 tém a mesma aparéncia da equacao de movimento do
problema restrito classico dos trés corpos, que tem sido extensivamente estudado na
comunidade cientifica (MCCUSKEY, 1963; SZEBEHELY, 1967; MOLTON, 1960).

Da mesma maneira que o Problema Restrito Circular de Trés Corpos possui uma
integral do movimento, denominada de integral de Jacobi (SZEBEHELY, 1967). Esta
integral do movimento também existe no problema restrito sincrono de quatro cor-
pos, e é dado por:

v? =20 — C* (2.14)

onde v é a velocidade da particula e C* é uma constante de integracao.

Prova : Considerando o movimento no espaco xyz e multiplicando a Equagao 2.11
por 2%, a Equagao 2.12 por 2y e a Equacgao 2.13 por 22 e, adicionando todos eles,

temos que

0 Q0 Q0
2¢¢-+2gy—%2zz::2riip-%2@?%/—%2zi;z, (2.15)

que pode ser escrita como

d(@? 4+ 92 + ) 2dOmega

2.16
dt dt ( )
Integrando a Equacao 2.16 em relacao ao tempo, nds encontramos que

v? =20 — C*, (2.17)

como queriamos demonstrar.

Observe que a Equacao 2.14 é uma funcao que depende da posicao da particula e
de uma constante de integracao que foi chamada por C*, que é parte integrante das
equagoes de movimento. C* serd denominada de constante de Jacobi mod:i ficada,
para diferenciar da constante de Jacobi utilizada no Problema restrito de trés cor-
pos (DUTT; ANILKUMAR, 2014; REN; SHAN, 2014; SZEBEHELY, 1967; MCCUSKEY,
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1963). Observe que a Equacao 2.14 mostra que, para um determinado valor de C*,
a velocidade é uma fungao da posi¢ao do corpo. A constante de integracao C* de-
pende da posi¢ao e velocidade iniciais da particula (MCCUSKEY, 1963). Portanto,
quando a constante de integracdo C* é determinada numericamente a partir das
condicoes iniciais, a Equacao 2.14 determina o médulo da velocidade do corpo com
massa desprezivel em todos os pontos do espaco. Inversamente, para uma deter-
minada velocidade, a Equacao 2.14 fornece a forma geométrica dos locais onde o
corpo pode estar. Em particular, se a velocidade for igual a zero na Equacao 2.14,
uma regiao onde a velocidade da particula é zero serd encontrada (MOLTON, 1960),
que sdo denominadas de Curvas de Velocidade Zero. Em termos matematicos, essa
curva é definida por 2Q — C* = 0 (MCCUSKEY, 1963). Escrevendo esta condi¢ao em
coordenadas cartesianas, é possivel obter a Equacao 2.18.

A A kT S R L (2.18)

1 T 21 22

O movimento da particula s6 é possivel em regides onde 2{2 > C*, caso contra-
rio, o quadrado da velocidade seria negativo, o que é uma impossibilidade fisica
(SZEBEHELY, 1967; MOLTON, 1960; SANTOS et al., 2017a).

Embora semelhantes, as equagoes de movimento desenvolvidas neste trabalho di-
ferem das do Problema dos Trés Corpos Restritos Classicos pelo pseudo-potencial
usado nas Equacoes 2.11 - 2.13 . As solugbes de equilibrio em relagao ao sistema
girante ocorrem quando a derivada parcial da funcao de pseudo-potencial é igual a
zero, ou seja, ), = €, = Q, = 0ed ey = 0. Essas solugoes sao conhecidas como
pontos de equilibrio correspondentes a posigoes fixas no sistema girante, onde existe
um equilibrio entre as forcas gravitacionais e centrifugas associadas a rotagao do sis-
tema. Essas solucoes de equilibrio fazem com que uma particula posicionada em um
desses pontos se mantenha estacionéria em relacao ao sistema girante (PUSHPARAJ;
SHARMA, 2016).

Para determinar a posicao dos pontos de equilibrio e determinar os autovalores
(cdlculo de estabilidade), foi considerado p* = 0,005284 e a dimensao do corpo se-
cundario (em unidades candnicas) d = 0, 131440. Esses valores atribuidos a razao
de massa e a dimensao do dipolo sdo baseados no par de asteroides (Alpha-gamma)
do sistema triplo, conhecido como 20015 Nag3 (SANTOS et al., 2017a). A Tabela 2.1
fornece informacoes a respeito da localizacao dos pontos de equilibrio do sistema

estudado e também quando consideramos o PRCTC, para fim de comparagao (SAN-
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TOS et al., 2017a).

Tabela 2.1 - Posigao dos pontos de equilibrio para o sistema estudado (p* = 0,005284 e
d = 0,131440) e também para o sistema considerando os corpos primérios
como pontos de massa (p* = 0,005284 ¢ d = 0).

Posi¢coes dos  pon- Posicoes dos pontos
tos de equilibrio do de equilibrio conside-
sistema estudado rando os corpos como
(Alpha — Gamma) ponto de massa
o Yo Lo Yo

Ly | 0.821830 0 0.845006 0

Lo | 1.172874 0 1.149257 0

L3 | -1.004406 0 -1.004403 | 0

L, | 0.491087 0.865094 0.489432 0.866025

Ls | 0.491087 -0.865094 | 0.489432 -0.866025

2.3 Linearizagdo do problema restrito sincrono de quatro corpos nos

pontos de equilibrio

Primeiramente vamos relembrar a equagao do movimento do Problema restrito sin-

crono de quatro corpos no espago.

( Y v
Z z w
T (1—2p*)(z—z1) p*(z—x21) _ pr(z—x32)

X Uu T + 2v ((x—x(1)2+y2;-z2)3/2 ((x—x21)2+y2+z2)3/2 ((z—x22)2+y2+z2)3/2

Y v y—2u-— (m—21)2+52+22)372 ~ ((z—21)2 442 +22)3/2  ((z—a22)2+y2+22)3/2

3 w _ (1-2p")z _ prz _ prz

Lo L L (m—21)2+y2+22)3/2  ((z—w21)2+y2+22)3/2  ((z—m22)2+y2+22)3/2 i

(2.19)
Simplificando a notacgao, vamos escrever a Equacao 2.19 da seguinte forma

Y
“l = v (2.20)
U 20 + D,
0 —2u+ D,Q
w D.Q




onde u, v, w ER}, u=ad,v=yew=2%e D, éa derivada parcial de 2 em relacao

a variavel . A mesma notacao é utilizada para as coordenadas y e z.

Seja x' = (x,y, 2,u,v,w) € RY o vetor de estado e f : R® — RS dado por

Ji U
Jo v
. I3 . w
fx) = 17| 2wsD0 (2.21)
f5 —2U,+DyQ
_f6_ L DZQ ]

entao os pontos de equilibrio Ly, Ls, L3, Ly e L5 sdo os zeros de f(x). A linearizacao

sobre qualquer um desses pontos de equilibrio é
x =Dy, f(x)x (2.22)
onde Dy, significa que a derivada esta sendo computada no ponto de equilibrio L;.

2.4 Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio

Para determinar a estabilidade linear dos pontos de equilibrio (Lg; £ = 1,2,3,4 ¢
5), é necessario transferir a origem do sistema de coordenadas para a posigao dos
pontos de equilibrio (zy, yg, 29) €, em seguida, linearizar as equagoes de movimento

em torno desses pontos, obtendo os resultados mostrados a seguir.

€ — 21 = Quu (0, Yo, 20)€ + Ly (To, Yo, 20)1 + Qa2 (20, Yo, 20)C (2.23)
7+ 25 = ny(ﬂﬁo, Yo, Zo)f + ny<5€0, Yo, 30)77 + Qyz(mo, Yo, ZO)C (2-24)
<.: - sz('r07 Yo, ZO)& + sz<l'0, Yo, ZO)T’ + QZZ(an Yo, ZO)C <225)

Nas Equacoes 2.23 - 2.25, £, n e ( definem uma vizinhanga em torno do ponto de
equilibrio e as derivadas parciais em (o, Yo, z9) significam que o valor é calculado no

ponto de equilibrio que esta sendo analisado. As derivadas parciais sao mostradas
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nas Equacoes 2.26 - 2.31.

_|_

+

3(1 —2u*)(x — x1)? 1—2u*
((z — :1:1)2 F2 42252 ((x—a0)2 + 42 + 22)32)
Bt (x — 21)? B ©
((l’ — I21)2 + y +z )5/2 ((l’ — 2621)2 + y2 + 22)3/2
3 (x — x99) p
)

((z — @a2)2 + 42 + 22)5/2

(2= o) + 2 + 2)07
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zz ((m—x1)2+y2—|—22)5/2 ((m—x1)2+y2—|—22)3/2
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+
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g - 3(1 —2p")y= N 3uyz
V(= a2+ 2+ 2252 (1 — a91)? 4 y? + 22)5/2
3utyz
((z — 292)2 + y? + 22)3/2

(2.31)
_|_

Devido ao fato de que os pontos de equilibrio para o modelo do dipolo de massa em
rotagao estarem no plano xy, a Equacao 2.25 é desacoplada (ela nao depende de &

e n). Substituindo os valores de p* e d, a Equagao do movimento 2.25 se torna
(= —0¢ (2.32)
em que ¥ é uma constante.

A Equacao 2.32 mostra que o movimento perpendicular ao plano zy é periédico com

frequencia w = /. O movimento na direcdo z é, portanto, limitado com
¢ = c3cos(Vt) + ey sin(VO)t (2.33)

onde c3 e ¢4 sdo constantes de integracao.

Agora vamos investigar o movimento no plano xy. Para determinar a estabilidade
do sistema linear, devemos encontrar os autovetores e os autovalores de D, f(x).

Lembre-se de que A é um autovalor se e somente se
det(D,f(x) — AI) = 0. (2.34)

As rafzes caracteristicas nio triviais da Equacdo 2.34 sdo agora obtidas. E natural
escrever a equagao caracteristica nao triviais da Equacao 2.23 e 2.24 da seguinte
forma (JIANG, 2015)

A — Que(®o,%0)  —2X — Quy (0, W0)

) =0 (2.35)
2)\ — Qacy(l‘()) yO) A° — ny(x(b yO)
uma vez que £, = Q,, = 0.
A equacao de quarta ordem em A\ é dada por:
4 0 0 12 0 OO 0y2 _
AN (4 =, — Q)N+, Q0 — (9,,)° =0 (2.36)
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onde QY ¢ a abreviagdo de Q,,(7o, o). A mesma notagio é usada para as outras

derivadas parciais.

Um ponto de equilibrio sera linearmente estavel se a Equacao 2.36, avaliada no ponto
de equilibrio, possuir quatro raizes puramente imaginarias ou raizes complexas com
partes reais negativas (KUMARI; KUSHVAH, 2014; ZENG et al., 2016a; MCCUSKEY,
1963).

Utilizando o modelo adotado neste Capitulo, Santos et al. (2017a) mostrou que a
linearizacao sobre os pontos de equilibrio L, e Ly fornece uma estrutura de autovalor
do tipo sela x centro x centro (saddle x center x center). Isto indica que um par de
raizes reais (sela), +o, corresponde as variedades unidimensionais na diregao estével
e uma variedade unidimensional na direcao instavel. Os outros dois pares de raizes
imagindrias, (centro x centro) +iv e +iw, sugerem que, além do subespago central
ser quadridimensional, existe um comportamento oscilatério nas proximidades do
ponto de equilibrio para o sistema linear (HOWELL, 1984; HAAPALA et al., 2015). Os
autovalores centrais correspondem a oscilagoes no plano zy ( +ir), enquanto que
as outras raizes centrais produzem oscilagoes fora do plano ( +iw) (HOWELL, 1984;
HAAPALA et al., 2015). Isto sugere que existem orbitas periédicas e quase periédicas
em torno desses pontos de equilibrio e nés tentaremos encontra-las considerando o
modelo nao linear para o modelo adotado nesta Capitulo. Observe que para todas as
diregoes instaveis existe uma direcao estavel, e que a taxa de expansao da primeira
¢ exatamente a taxa de contracao da segunda. Isso fortalece nossa intuicao de que
o sistema (que é hamiltoniano) preserva o volume do espago de fase e portanto é

conservativo.
2.5 Computando as 6rbitas peridédicas em torno dos pontos de equilibrio

Na Segao 2.2 foi desenvolvida as equagdes de movimento de uma particula sujeita a
forca gravitacional de um sistema binario de asteroides, e na Secao 2.3 analisamos a
dindmica linear sobre os pontos de equilibrio. Nesta se¢ao, abordaremos a metodolo-
gia utilizada para encontrar as érbitas periddicas em torno dos pontos de equilibrio
a partir das equacgoes linearizadas e, em seguida, com a alteracao apropriada das

coordenadas, buscamos essas solugoes periddicas utilizando o sistema nao linear.
2.6 Metodologia

E conhecido na literatura que na teoria dos sistemas lineares uma matriz sempre

pode ser transformada para a forma candnica da Jordan, em que esta matriz é
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diagonalizada por seus autovalores (MORRIS et al., 1974; MEYER; HALL, 1992). Para
o sistema de matriz linearizada do Problema restrito sincrono de quatro corpos,
em um determinado ponto de equilibrio, a matriz tera de fato autovalores distintos
(MURRAY; DERMOTT, 1999; MIRELES, 2006a). Considere o sistema

x = Ax (2.37)

Para determinar o valor de A, precisamos fazer

of
A=— 2.38
o (2.38)
em que X = (z, y, 2, Uy, Uy, U,) € X é dada pela Equacao 2.21.

Diferenciando a Equacao 2.38, nés encontramos que

| 0 1 0 0
0 0 10
. 0 0 01 (2.30)
Jiz fay Ja. 0 20
fsx sy fs. —2 0 0
feo foy Jfo. O 0 0]

A matriz A é semelhante a matriz D se, e somente se, existe uma matriz invertivel
T tal que A =TDT!. Observe que se A é semelhante a D entdo D é semelhante a

A. T é a matriz de transformacao linear. Com isso, nés podemos escreve
x=TDT 'x (2.40)

em que D é a matriz diagonalizada dos autovalores e T' é a matriz dos autovetores
da matriz A. A matriz D é uma matriz diagonal composta pelos autovalores de A,
como mostra a Equagao 2.41 (MURRAY; DERMOTT, 1999)

AN oo 0
D=1|: - . (2.41)

Seja y as varidveis do sistema diagonalizavel, entao, através da matriz de transfor-

macao linear 7', podemos obter o sistema de varidveis no dominio original x através
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da expressao
x="Ty. (2.42)

Considerando a transformacao linear invertivel 7~ !'x = y, temos que

y =T"'x. (2.43)

A partir dai, podemos manipular as equagoes algebricamente, conforme mostrado a

seguir
x =TDT 'x,
(2.44)
x =TDy,
multiplicando 7! em ambos os lados, temos que
T '%x =T 'TDy,
. (2.45)
y = Dy,
ou, alternativamente, na forma de componentes
yi = )\Z'yi, (Z = 17 2, ,n) (246)

cuja condicoes iniciais sdo dadas por yo = T 'xo. Podemos notar que o tltimo
termo da Equacao 2.45 é diagonalizado e, consequentemente, desacoplado. Portanto,
podemos escrever o fluxo da seguinte maneira (MURRAY; DERMOTT, 1999; MIRELES,
2006a).

€>‘1t e O
Dt

y=¢e¢"yo=1|: . I |Yo (2.47)

Vale a pena ressaltar que essa forma de exponencial s6 é valida devido ao fato de
que consideramos que o sistema ¢é diagonalizado. Transformando esse fluxo de volta
nas coordenadas originais, obtemos (MURRAY; DERMOTT, 1999; MIRELES, 2006a)

x(t) = TeP" T xq (2.48)

Uma maneira mais simples e 1til que também nos ajuda na anélise global a partir

de um sistema linear é considerar apenas a matriz do sistema D. Ja que esta é
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diagonalizada, o seu comportamento dinamico é facilmente analisado.

Em resumo, os autovalores com Re(A) > 0 dao origem a solugdes instéveis, Re(\) < 0
produzem solugoes estaveis e, finalmente, Re(A) = 0 geram solugbes oscilatorias
(MIRELES, 2006a). Entao, a partir do sistema y, podemos escolher solugoes com o
comportamento que desejarmos, bastando apenas escolher yo de forma que anule
certos modos de vibracao e amplifiquem outros. Uma vez que a combinacao linear
de condigoes iniciais desejada é encontrada, podemos transformar essas condigoes
iniciais no dominio original, a partir da relagao xo9 = T'yo, € a solucao transformada

terd as mesmas propriedades (provavelmente incorporadas de maneira diferente).

Nos sabemos que a estrutura dos autovalores do sistema linearizado em L;, Ls, Lg,
Ly e Ls foram obtidas por Santos et al. (2017b), e sdo mostradas na Tabela 2.6 para
o sistema de asteroide 2001.5N363. Embora os autovalores apresentem resultados
diferentes para diferentes distribuigdo de massa dos corpos, sua estrutura (sela x

centro X centro) se mantem.

Tabela 2.2 - Autovalores da equacao caracteristica do problema sincrono restrito de trés
corpos usando um modelo de dipolo de massa.

A A2 A3 A4
Ly | -3,5451 3,451 | -2,72751 | 2,7275:
Lo | -2,5784 | 25784 | -2,1144i | 2,1144i
Ls | -0,1659 0,1659 | -1,0090: | 1,0090:
Ly | 02759 | 0,2759¢ | -0,96114 | 0,96117¢
Ls | -0,2759: | 0,2759¢ | -0,9611% | 0,961173%
Fonte: Santos et al. (2017a).

Considere a dindmica linearizada em torno do ponto de equilibrio L;. Adotaremos
as coordenadas x = (§; n; u; v) para as varidveis fisicas no sistema linearizado.
Para diferenciar, usaremos as coordenadas x’ = (z; y; &; y) para as varidveis fisicas
no sistema nao linear e, por fim, y = (y1; y2; ¥s; y4) para as variaveis do sistema

diagonalizado.

Como dito anteriormente, a dinamica linearizada no ponto de equilibrio L; e Ly tem
uma direcao instavel e uma diregao estavel, e um centro bidimensional (quadridi-

mensional no caso espacial) no problema planar, que é a andlise que investigaremos.

Vamos agora buscar as condi¢bes iniciais para encontrar uma 6rbita periddica em
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torno do ponto de equilibrio colinear considerando as equagoes do sistema lineari-

zado.

Se nos especificarmos uma condicdo inicial qualquer, possivelmente, quando rea-
lizarmos a integracdo numérica, a particula se afastara rapidamente do ponto de
equilibrio, devido as componentes reais (estével e instavel) dominarem o comporta-
mento da particula, pois estao associados ao crescimento (ou contragao) exponencial.
Para uma melhor compreensao deste efeito, construimos o grafico mostrado na Fi-
gura 2.2, que mostra o comportamento do deslocamento r da particula em func¢ao

do tempo t, onde r é dada pelas solucoes da equacao linearizada r = /&2 + n?.

Figura 2.2 - Distancia r da particula em funcdo do tempo t.

r

70k
[

Agora, suponha que, em vez de especificar uma condigao inicial qualquer para o
sistema, desejamos encontrar uma érbita em torno do ponto de equilibrio L; (no
sistema linearizado) com algum comportamento desejado, como por exemplo, uma
érbita periddica. Isto se torna facil se nés utilizarmos o sistema diagonalizado (yyg)

para determinar as condicoes iniciais.

Como queremos minimizar a componente na dire¢ao instavel da trajetéria nao linear,
devemos escolher as condigoes iniciais que correspondem ao movimento harmonico
do sistema linear. Vamos comegar com um Yy inicial de forma que yo = (0; 0; ys;
Y4), em que os valores iniciais diferentes de zero podem ser nimeros complexos. Na
verdade, se desejamos obter solugoes reais nas coordenadas x, devemos considerar y3

e y4 como conjugados complexos. Entao, por simplicidade, vamos buscar por valores
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complexo conjugados, conforme mostrado a seguir

y1(0)
y2(0)
y3(0) = 0,5 x 107*
y1(0) = 0,5 x 107*

0
0

no sistema diagonalizado. Transformando essas condigdes de volta as coordenadas

originais do sistema linear, a partir das transformacao xg = Tyg, encontramos que

£(0) = —0.080443788793979 x 10~

7(0) =0 (2.49)

v(0) = 0.912889566843729 x 10~

Se desejarmos simular os sistemas lineares e nao lineares do mesmo estado fisico,
devemos lembrar que a origem no sistema linear (0; 0; 0; 0) corresponde ao ponto
(L1; 0; 0; 0) no sistema nao linear. Entao as coordenadas x devem ser pensadas como
pequenos deslocamentos do ponto de equilibrio, e as coordenadas x’ sdo as varidveis
fisicas para o problema restrito sincrono de quatro corpos. Com isso, as condigoes

iniciais no sistema nao linear sao dadas por

2(0) = 0.821821955621121

y(0) =0

#(0) =0

§(0) = 0.912889566843729 x 10~

(2.50)

devido ao fato do ponto de equilibrio L; estar na posicao x = 0.8218322684714467.
Essas condigoes iniciais, conforme mostrada na Equacao 2.50, foram escolhidas para
anular os autovetores instaveis e estaveis, e fornecem um movimento harmonico ao
sistema linear. Utilizando a Equacao 2.48, podemos encontrar as solugoes temporais
do sistema linearizado. Considerando as condigoes iniciais mostradas na Equagao

2.50, o movimento da particula serd oscilatério, conforme mostrada na Figura 2.3.
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Figura 2.3 - Solugao da equagao linearizada de r em fungao do tempo t.

\ 0.9000
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2.7 Encontrando as condigbes iniciais no sistema nao linear

Agora que sabemos encontrar as condigoes iniciais que geram soluc¢des periddicas
utilizando o sistema linear em torno de qualquer ponto de equilibrio colinear, o
que acontece se noés utilizarmos a mesma condigao inicial do sistema linearizado nas
nossas equagoes de movimento nao lineares?” A Figura 2.4 mostra o resultado quando

considerando a mesma condi¢ao inicial utilizando o sistema nao linear.

Figura 2.4 - Trajetoria das condicGes iniciais do sistema linear utilizando as Equagées nao

lineares.
%10

11

0.82181 0.82182 0.82183 0.82184 0.82185 0.82186
X

E possivel observar, pela Figura 2.4, que a nao linearidade transforma nossa 6r-
bita periddica do sistema linear em uma 6rbita nao periédica no sistema nao linear.

Antes de obtermos uma érbita periédica no problema nao linear, vamos primeiro
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comentar sobre alguns tépicos importantes para uma melhor compreensao. Assim
como no PRCTC, as equagoes de movimento do PRSQC sao invariantes a transfor-
macao t = —t; y = —y. Devido a essa invariancia, se uma condicao inicial arbitraria
(wo; Yo; 20; Vo) ” for integrada para frente no tempo, a trajetoria resultante serd simé-
trica, em relagao ao eixo x, da trajetoria integrada para tras no tempo a partir da
condicio inicial (zg; —yo; —i0; ¢ ). Essas informagdes podem ser conhecidas a par-
tir do teorema do espelho (SZEBEHELY, 1967; MOLTON, 1960). Considerando nosso
problema e dizendo isto de outra maneira temos que, se uma particula cruza perpen-
dicularmente o eixo x duas vezes (em duas passagens), esta é uma 6rbita periédica.
Entao, nao precisamos analisar uma orbita inteira para determinar se essa Orbita
é peridédica ou nao. Basta apenas realizar a integracdo numérica por meio periodo
orbital (7'/2). Observe que a condicao inicial que nds encontramos, conforme mos-
trada na 2.50, fornece que o primeiro cruzamento com o eixo = é perpendicular. Isto
é, se nés temos uma condigdo inicial de tal forma que x¢' = (zo; 0; 0; 4o)” seja
perpendicular ao plano xy, entao se outro cruzamento perpendicular pode ser encon-
trado, x'(T/2) = (z; 0; 0; §)?, a érbita serd periddica com periodo T' (BRAKWELL;
BROWN, 1979; HOWELL, 1984). Agora vamos abordar dois conceitos importantes,
que sdao a Matriz de transi¢do de estado (State transition Matrix) e a Matriz de

Monodromia (Monodromy matrix).
2.8 Matriz de transicao de estado

Para satisfazer a necessidade de relacionar as mudancas nas condigbes iniciais no
tempo ¢y a um tempo final ¢¢, a equagao do movimento ¢é reescrita de um conjunto
de trés equagoes diferenciais de segunda ordem para um conjunto de seis equagoes
variacionais de primeira ordem, conforme mostrada na Equacao 2.38. A matriz da
Equacao 2.38 é chamada de State Propagation Matrix (A(t)) (Matriz Jacobiana)
e contém a Hessiana do pseudo potencial, derivada da expansao da serie de Taylor
truncada sobre a solugdo de referéncia. Em resumo, a matriz A corresponde a matriz

do sistema linearizado em torno de um ponto de equilibrio.

A solugdo para a equagao variacional mostrada na Equacao 2.38 (A(t)) é a Matriz
de transi¢ao de estado (MTE), e é mostrada na Equagao 2.51. Esta matriz mapeia
variagoes no estado no tempo t; ao estado do tempo t, refletindo assim a sensibili-
dade do estado final no tempo t para perturbacdes no estado inicial no tempo t,. E
também chamada de matriz de sensibilidade, pois contém informagoes sobre as sen-
sibilidades do estado final (no tempo t) para variagoes no estado inicial (no tempo

tp). Dada alguma perturbagao inicial, dx(ty), relativa ao estado inicial de referéncia
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Tref(to), @ MTE é tipicamente empregado para prever a variagdo subsequente do
estado final em relac@o a x,.f(ty) em um tempo futuro ¢y, ou seja, dx(ty). A MTE é
uma matriz de derivadas parciais que relaciona os estados, isto é (BOSANAC, 2016;

HAAPALA, 2010),

M ox(t) Ox(t) Ox(t) Ox(t) Ox(t) Ox(t) 7

dxz(to) Oy(to) Oz(to) Oi(to) Oy(to) Oz(to)
gy(t)  oy@®) oyt) Iy@)  Oy()  Iy(t)

dxz(to) Oy(to) Oz(te) Oi(to) Oy(to) Oz(to)
Ox(t 0z(t) 0z(t) 0z(t) 0z(t) 0z(t) 0z(t)
O(t, tg) = x(1)) _ | 0z(to) Oyl(to) Oz(to) Oz(to) Oy(to) O%(to) (2.51)
» “0 (9X(t ) ai(t)  dx(t)  O&(t)  Ai(t)  9x(t)  di(t) :

0 dx(to) Oy(to) Oz(to) Di(to) dylto) %(to)
oy(t)  oy@)  oyt)  oyt)  oyt) Oyt
ox(to) Oy(to) Oz(to) Ox(to) Oy(to) Oz(to)
9:(1)  9x(t)  0x(t)  9t)  9b)  95(t)

LOox(to) Oy(to) Oz(to) Ox(to) Iy(to) 0%(to)

Os elementos da matriz ®(¢,¢y) sdo definidos como ¢;; de forma que ®(t,ty) =
{oi 3" Lj=1- Juntamente com as seis equagoes diferenciais nao-lineares dadas pela
Equagao 2.21, os 36 elementos da MTE de primeira ordem sao numericamente in-
tegrados com uma simulacao numérica e usados em varios algoritmos de correcao
diferencial, que nada mais é do que o método Newton-Rapson. A matriz de transicao
de estados (MTE) é obtida integrando as equagoes variacionais de t até tq, conforme

ilustrado na Equagao 2.52 (BOSANAC, 2016; HAAPALA, 2010).

X(to) = X
O(to, to) = Leus

x = f(x, t)

. (2.52)

com a condi¢ao inicial {

A MTE possui as seguintes propriedades:

@(to,to) I
q>(t2,t0):<1>(t2,t1> (t1,t0)
(I)(to,tl) (tlytO)

A MTE é uma ferramenta poderosa no refinamento de trajetérias periédicas e con-
tém informagoes valiosas sobre a dinamica e estabilidade que dependem da trajeto-
ria. A MTE esta associada a resolucdo de um problema de valor de contorno em dois
pontos formulado. Um caso especial dessa matriz é o das trajetorias periddicas, que
fornece informagoes excepcionais sobre o autovetores, como os modos (in)estaveis
para trajetorias de variedades hiperbdlicas. Em um problema sem solugao analitica
de forma fechada, a capacidade de prever a resposta de uma solugdo a mudancas

nas condigoes iniciais é critica.
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A MTE desempenha um papel importante na determinacao de uma 6rbita peridédica
e de sua estabilidade. E uma parte essencial para o esquema de correcao diferencial
utilizado para a investigacao realizada neste trabalho, que se baseia nas derivadas de
um estado final em relagdo a um determinado estado inicial. A variagdo de primeira

ordem de uma solucao de referéncia x(t) é dada pela Equacao 2.53
Sx(t + 6t) = B(to, )% (to) + X (£)6t (2.53)
onde dt é a variagdo no tempo.

A Equagao 2.53 deve ser empregada na resolucao de um problema de valor de con-
torno em dois pontos pelo método de Newton Rapson, considerando que o tempo

final é livre.
2.9 DMatriz de monodromia

Outras informagoes importantes que obtemos a partir da matriz de transicdo de
estado sdo as propriedades que podemos extrair de uma Orbita periddica depois de
computar a MTE apds um periodo orbital. Os resultados da MTE que obtemos
depois de um periodo orbital é bastante importante e recebe um nome especial, de-
nominada de Matriz de Monodromia. Dito de outra forma, a matriz de monodromia
é simplesmente a matriz de transicao de estado apds um periodo orbital, e contém

informacoes sobre a estabilidade de toda a Orbita.

A matriz de monodromia é definida em termos de seis autovalores. Devido a na-
tureza simplética da matriz de monodromia, os autovalores de M (Equagao 2.54)
ocorrem em pares reciprocos, como afirmado no Teorema de Lyapunov (YAKUBO-
VICH; STARZHINSKII, 1975; BOSANAC, 2016).

Teorema de Lyapunov Se \; é um autovalor da matriz de monodromia ®(ty +
T;to) de um sistema t-invariante, entdo )\j_l também é um autovalor de ®(to+T;ty),

com a mesma estrutura de divisores elementares.

Existem dois autovalores unitarios devido a existéncia da constante de Jacobi e &
periodicidade exata da solu¢do (BROUCKE, 1969; ESCRIBANO, 2013).

Um dos autovalores unitarios possui um autovetor que aponta na direcao do fluxo.
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Isto implica que se perturbarmos a orbita na direcdo tangente a érbita periddica,
esta Orbita continuard periddica. Isto ocorre devido ao fato de que qualquer ponto
em uma 6rbita periédica é um ponto periédico para o fluxo. (Em qualquer ponto da

trajetéria, podemos iniciar uma érbita periddica).

O outro autovalor unitario surge devido a um fenémeno menos trivial. O autovetor
correspondente a esse autovalor aponta na direcao da mudanca na energia. Dito de
outra forma, todo ponto de um sistema hamiltoniano tem uma energia associada.
Isto decorre simplesmente do fato de que o hamiltoniano é conservado ao longo
de trajetorias. Devido ao sistema ser conservativo, a energia ao longo da trajetéria
desse ponto é constante, mas essa normalmente nao sera a unica 6rbita com uma

determinada energia (MIRELES, 2006b; BOSANAC, 2016; MEYER; HALL, 1992).

Os autovalores restantes descrevem a dindmica de uma particula proxima a dérbita
(em primeira ordem). Uma vez que a matriz de monodromia é uma matriz real, seus
autovalores sao reais (ou complexos, que aparecem em pares conjugados complexos
no circulo unitdrio), (ESCRIBANO, 2013).

Os autovalores de M no plano, para o modelo adotado neste trabalho, ocorrem da
seguinte forma, (1, 1, A1, 1/A1, Ay e 1/X2), implicando que os autovalores reais sao
reciprocos. No plano, encontramos que existe um autovalor muito grande () e um
muito pequeno (1/\;). Os autovetores correspondentes aos autovalores com A > 1
sugerem que existe uma variedade instavel (expansdo) e, consequentemente (devido
ao par reciproco), existem autovalores com A < 1, que sugerem variedades estaveis

(contragao).
2.10 Esquema de correcao diferencial

Esta Secao trata de descrever um problema de valor de contorno em dois pontos
com o tempo livre, cuja solucao é obtida pelo método Newton-Rapson, conforme
descrito por Brakwell e Brown (1979).

A busca por érbitas periddicas simétricas no plano xy se traduz na busca de traje-
torias com dois cruzamentos perpendiculares ao eixo x, isto € yo = 7o = 0 e yp/2 =

Zt'T/Q - O

A primeira condi¢io (xo’ = (zo; 0; 0; %)7) ja é satisfeita, pois encontramos as
condi¢oes iniciais que iniciam as érbitas perpendiculares ao eixo x. A outra condi-
cio (X'(T/2) = (z; 0; 0; y)T) é direcionada por meio de um esquema de corregio

diferencial baseado em variagoes de primeira ordem, conforme mostrado na Equa-
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¢ao 2.53. Os parametros que procuramos sao (xo; Yo; 1/2), que denominaremos de
varidveis livres. E desejével ajustar esses trés parAmetros para conduzir a érbita em
direcao a um cruzamento perpendicular, de modo que as condigoes de periodicidade
sejam conhecidas. A variagdo de uma dada érbita inicial de referéncia, xo' = (zo;
0; 0; 90)7, é inserida na Equacdo 2.53 para fornecer o estado final perturbado no
tempo T'/2 (BRAKWELL; BROWN, 1979; RUSSELL, 2006; BOSANAC, 2012),

0UT/2)  0u(T/) 0o | - (2.55)
Ox(to) 9y(to) T/2 5t

Al £ 2l

dZ7/2

Para que o sistema de Equacoes 2.55 se torne completamente determinado, a cor-
re¢ao deve ser aplicada a apenas dois pardmetros. Como queremos manter fixo o
valor de x(, entao o esquema de corre¢ao diferencial é obtido buscando solu¢ées com
a mesma posi¢ao de cruzamento x (ou seja, dxg = 0) e considerando que a érbita
de referéncia termine com alguns valores proximos de zero para yr/; e ir/. Isto &,
basta apenas ajustar a velocidade inicial () e o tempo T'/2 que estamos integrando.
Com objetivo de zeré-los para a orbita corrigida, dyr/e € d47/2 sao definidos como
—yr/2 € —I7/2, respectivamente (BRAKWELL; BROWN, 1979; RUSSELL, 2006; BOSA-
NAC, 2012; BOSANAC, 2016). A solugdo para as incognitas fornece a forma final da
correcao diferencial usada neste estudo quando procuramos Orbitas simétricas em

relagao ao eixo x,

-1
%o _ | Pay Yrp2 OYr/2 (2.56)
ot q)yy iT/Q (Sit'T/g

_ Oz, (T/

onde consideramos ,,,(7/2,0) = )2 ). Como a correcio decorre de uma lineari-

Ozn (to
zagdo, as condicdes iniciais da érbita devem estar na vizinhanga da solugao buscada,
e com isso a Equacao 2.56 é valida, desde que seja fornecida uma trajetéria de refe-
réncia quase axissimétrica. Por isso a importancia de encontrar as condicoes iniciais
no sistema linearizado (que pode ser obtida analiticamente) e usa-las como condi-
gao inicial para buscar a orbita periédica no sistema nao linear (RUSSELL, 2006;

MIRELES, 2006b; HOWELL, 1984).
2.11 Retornando para a dindmica nao linear

Vamos retormar agora nosso raciocinio. Nos vimos como determinar as condig¢oes
iniciais de posicao e velocidade no sistema linear, conforme explicado na Secao 2.6.

Noés encontramos as condicoes iniciais que fornecem um movimento harmoénico no
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sistema linear conforme mostrada na Equacao 2.50.

Observe que ainda nao determinamos a nossa estimativa inicial do periodo da or-
bita (ou meio periodo), 7'/2, e isto deve ser determinado. A estimativa inicial que
utilizamos para meio periodo da érbita (7/2), foi obtida da seguinte forma. Nés
integramos os dados iniciais encontrados utilizando o sistema nao linear, conforme
mostrado na Figura 2.4. A trajetéria resultante se move na direcao positiva de y, se
afastando do eixo x. Foi identificado o tempo em que a particula leva para retornar
retornar ao eixo . O momento em que isso ocorre é 7'/2. Fazendo isto, descobrimos
que no tempo T/2 = 1,45, y(T/2) = 1,9839 x 10~%. Agora, nés temos todas as
condic¢oes necessarias para iniciar o método de Newton-Rapson. Sabendo que nosso
estado inicial é perpendicular ao eixo x e que nosso estado final nao é perpendicular,
mas proximo a ele, podemos usar o esquema de correcao diferencial para conduzir
nosso estado final em dire¢do a um cruzamento perpendicular do eixo x, que teria

os estados finais t =0 e y = 0.

Depois de 14 iteragoes, nés encontramos as condigoes iniciais do sistema nao linear,

dadas por

§ = 3,4873969820 x 1077,

(2.57)
T/2 =1,151799448654493
que nos fornece a condigao inicial
z(0) = 0,821821955621121
0)=0
y(0) (2.58)
#(0) =0

y(O) = 0,000034873969820
e o periodo T' é dado por 27'/2 = 2,303598897308985.

Integramos essas condigoes iniciais durante esse periodo e a érbita ¢ mostrada na
Figura 2.5. Os resultados mostram que realmente encontramos a orbita de Lyapunov

(6rbita planar). A energia da orbita planar mostrada na Figura 2.5 é Cpaner =

3,201731105540248.
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Figura 2.5 - Orbita planar em torno do ponto de equilibrio L.
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Podemos observar na Figura 2.5 duas trajetérias. A trajetoria preta é o caminho se-
guido pelo veiculo espacial utilizando as condigoes iniciais encontradas considerando
o sistema linear. Por outro lado, a trajetéria azul é a orbita que um veiculo espa-
cial faria com as condic¢Oes iniciais encontradas pelo programa utilizando o método

descrito nesta Secao.
2.12 Familia de Lyapunov e 6rbitas Halo

Se a matriz de monodromia de uma orbita periédica possuir exatamente dois au-
tovalores unitdrios, esta érbita é denominada de elementar (MEYER; HALL, 1992;

MIRELES, 2006b). Para uma érbita periddica, temos o seguinte teorema.

Teorema do cilindro Uma orbita periddica elementar de um sistema hamiltoni-
ano reside em um cilindro suave de solugoes periodicas parametrizadas pela integral

hamiltoniana.

Depois de encontrar uma 6rbita de Lyapunov (ou Halo) e observar que ela é uma
orbita elementar, ou seja, possui exatamente dois autovalores unitarios, podemos
usar essa informagao como um ponto de partida para se mover ao longo do cilindro.
Neste trabalho, nés usamos as condigOes iniciais da primeira 6rbita de Lyapunov
encontrada, conforme mostrada na Se¢ao 2.11, como ponto de partida para encontrar
uma nova orbita de Lyapunov considerando um pequeno acréscimo na componente
x, onde consideramos o acréscimo de Az = 0,0001. Se encontrarmos outra érbita de

Lyapunov aqui, iteramos o processo. Dessa maneira, calculamos o cilindro a partir
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do teorema.
2.13 Resultados

As condigdes iniciais obtidas para o sistema em estudo, usando a razao de massa de

w* = 0,005284, considerando o caso classico d = 0, sao:

i) Para a érbita de Lyapunov em torno de L, quando d = 0, é
Xz, = [0,89696483, 0, 0, —0,3370635541809143]"

com um periodo orbital de 3,083 unidades candnicas.

ii) Para a 6rbita de Lyapunov em torno de Lo, quando d = 0, é
X0z, = [1,18638324, 0, 0, —0,2609113622544423]"

com um periodo orbital de 3,54 unidades candnicas.

As oOrbitas planares em torno de L; e Ly sdo mostradas nas Figuras 2.6 e 2.7, em

vermelho e verde, respectivamente.

Figura 2.6 - Orbita planar em torno de L; (vermelho) e Lo (verde). O corpo M, esté
plotado de preto.
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Figura 2.7 - Os corpos primarios plotados com asteriscos pretos e a 6rbita planar em torno
de L; (vermelho) e Lo (verde).
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2.14 Orbitas de Lyapunov considerando a dimensio do dipolo

Alguns resultados numéricos foram obtidos considerando d # 0 do corpo M e
assumindo p* = 0,005284. Este valor adotado corresponde a razao de massa do
sistema Alpha-Gamma do sistema de asteroide 20015 Nog3.Foram assumidos vérios
valores da dimensao d de M,, modificando a dimensao do dipolo de massa em rotacao
de 0 a 500 metros, usando um passo de 100 metros. A proposta dessa variacao é
entender como a dimensao do dipolo influencia as 6rbitas planares proximo de Mo,

isto é, ao redor dos pontos de equilibrio L; e Ls.

Os resultados mostrados aqui foram obtidos para C* = 3, 10, para o qual os gargalos
em torno de L; e Lo estao abertos. Com as condigOes iniciais corretas, foi possivel
encontrar orbitas de Lyapunov em torno dos pontos de equilibrio L; (vermelho) e
Ly (verde), como mostrado na Figura 2.8. Todas as trajetérias orbitam no sentido

horario.

A Figura 2.8 mostra que, a medida que aumentamos a dimensao do dipolo de massa,
as Orbitas planares se tornam mais deformadas, cada vez mais se assemelhando a
uma forma de rim. Observe que a dimensao do dipolo praticamente nao altera a
amplitude da érbita planar. Na Figura 2.8 (a), a dimensao do dipolo é zero, ou seja,

o corpo My é modelado como um ponto de massa.
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Figura 2.8 - Orbitas planares em torno dos pontos de equilibrio L; (vermelho) e Ly (verde).
(a) Orbita planar considerando d = 0 (Figura da esquerda). (b) Orbita planar

considerando d = 300 (Figura do meio). (c¢) Orbita planar considerando
d = 500 (Figura da direita).
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Na Figura 2.8 (b), a dimenséao do dipolo é de 300 metros e, finalmente, na figura 2.8

(¢), a dimensao do dipolo é de 500 metros.

A Figura 2.9 (a) mostra as 6rbitas planares em torno dos pontos L; e Ly. A legenda
no lado superior direito relaciona a dimensao do dipolo (em metros) com a cor da
orbita. Quando a érbita planar é verde, por exemplo, isso implica que a dimensao
do dipolo é de 500 metros. A Figura 2.9 (b) é uma aproximagao da 6rbita planar em
torno de Lq, que é o ponto de equilibrio mais proximo do dipolo. Podemos verificar
através da Figura 2.9 (b) que, a medida que aumentamos a dimensao do dipolo, a

Orbita se torna mais deformada.

Figura 2.9 - Orbitas planares em torno dos pontos de equilibrio L; e Lo para vérias di-
mensdes do dipolo. (a) Orbita planar considerando C* = 3,10. (Figura da
esquerda). (b) Ampliacdo de regides contendo érbitas planares em torno de
L; (Figura direita).
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Embora a dimensao do dipolo nao afete consideravelmente a amplitude da oOrbita,
ela influencia o periodo da érbita. A medida que a distancia dos corpos que formam
o dipolo aumenta, para C* = 3,10, o periodo orbital das érbitas planares em torno
do ponto de equilibrio L; e Ly diminui, conforme mostrado na Figura 2.10 (a) e (b),

respectivamente.

Figura 2.10 - Periodo da érbitas planares em fungao da dimensdo do dipolo.
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(a) Periodo da drbita planar em fungao da dimensao do dipolo para o ponto de
equilibrio L; usando a constante de Jacobi C* = 3,10. (Figura da esquerda). (b)
Periodo da érbita planar em funcao da dimensao do dipolo para o ponto de
equilibrio Ly usando a constante de Jacobi C* = 3,10 (Figura direita).

Observamos que a amplitude da orbita planar em torno de L; é menor em relacdo
a amplitude em torno de Lo, o que torna seu periodo menor, devido ao fato da

particula descrever uma trajetéria menor.

O ajuste da curva foi realizado para encontrar uma expressao analitica relacionando
o periodo das oOrbitas planares em funcao da dimensao do dipolo, considerando
C* = 3,10. A expressao analitica encontrada no ajuste da curva para o periodo
orbital em funcdo da dimensao do dipolo em torno dos pontos de equilibrio L e

Lo foi um polinémio de terceiro grau, conforme mostrado nas Equagoes 2.59 e 2.60,

respectivamente.
T3 =5,52x 1079 — 1,21 x 107%d* + 1,21 x x107°d + 3,08 (2.59)
T = 4,54 x 107'%4% — 1,27 x 10°d* + 1,53 x x107°d + 3, 54 (2.60)
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O indice superior e inferior do periodo T' indica a constante de Jacobi usada para

esta expressao e o ponto de equilibrio relacionado, respectivamente.

As Figuras 2.11 e 2.12 mostram as curvas de velocidade zero (CVZ), uma érbita
planar (azul) em torno dos pontos de equilibrio L; e Lo, respectivamente, o corpo
primario mais massivo modelado como um ponto de massa (asterisco vermelho), o
primério menos massivo modelado como um dipolo de massa em rotacao (asterisco
preto) e as posigoes dos pontos de equilibrio (circulos). As constantes de Jacobi
correspondentes a essas figuras sdo C* = 3,10, para as quais os pescogos em torno
de Ly e Ly estao abertos. Para obter esses resultados mostrados nas Figuras 2.11 e
2.12, nés adotamos que a dimensao do dipolo é de 500 metros e a razao de massa
w* =0,005284.

Figura 2.11 - Orbita planar em torno do ponto de equilibrio L; e curva de velocidade zero.
Constante de Jacobi C* = 3, 10.
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A partir das orbitas planares encontradas, usando uma estratégia de continuagao
abordada na secao 2.12, foi possivel encontrar familias de érbitas em torno dos
pontos de equilibrio em estudo. Essas familias de érbitas planares sao mostradas
nas Figuras 2.13 e 2.14. O programa utilizado foi baseado no software desenvolvido
por JD Mireles James, com algumas modifica¢oes feitas para se adequar ao sistema
em estudo (MIRELES, 2006a; MIRELES, 2006b). Uma familia de érbitas foi construida
em torno dos pontos de equilibrio L; e Ly, como mostrado nas Figuras 2.13 e 2.14,

respectivamente.
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Figura 2.12 - Orbita planar em torno do ponto de equilibrio L e curva de velocidade zero.
Constante de Jacobi C* = 3, 10.
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Figura 2.13 - Familia de érbitas planares em torno do ponto de equilibrio L.
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Pode ser visto, nas Figuras 2.13 e 2.14, que, a medida que aumentamos a amplitude
das 6rbitas planares, elas se aproximam do corpo primario menos massivo, fazendo
com que as Orbitas se tornem cada vez mais deformadas, assumindo uma forma de
rim. Se a forma alongada do primario menos massivo nao fosse levada em conside-
racao, essas Orbitas seriam menos deformadas e a particula de massa infinitesimal
seguiria outra trajetéria. Os asteriscos pretos, proximos aos pontos de equilibrio L
e Lo, 820 0s corpos das massas maj € mag, respectivamente, que formam o dipolo de

massa.
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Figura 2.14 - Familia de érbitas planares em torno do ponto de equilibrio Lo.
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Os circulos sao as posigoes dos pontos de equilibrio Ly (lado esquerdo) e Lo (lado
direito).

Ao diminuir a constante de Jacobi para C* = 3,01, as regides proibidas diminuem,
aumentando assim as regides onde o movimento do veiculo espacial é permitido.
Os resultados mostrados aqui foram obtidos usando C* = 3,01. Com as condicoes
iniciais corretas, foi possivel encontrar as orbitas planares em torno dos pontos de
equilibrio Ly e L, considerando a constante de Jacobi C* = 3,01, como mostra a
Figura 2.15.

Figura 2.15 - Orbita planar em torno dos pontos de equilibrio L; e Ly considerando a
constante de Jacobi C* = 3,01.
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(a) Orbita planar considerando d = 0 (Figura da esquerda). (b) Orbita planar
considerando d = 300 (Figura do meio). (c¢) Orbita planar considerando d = 500
(Figura da direita.)
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Observamos que, quando a constante de Jacobi diminui, h4 um aumento de energia,
fazendo com que a amplitude da érbita se torne cada vez maior. Na Figura 2.15 (a),
a dimensao do dipolo ¢é zero, ou seja, o corpo M, é modelado como um ponto de
massa. Na Figura 2.15 (b), a dimensao do dipolo é de 300 metros e, finalmente, na

Figura 2.15 (c), a dimensao do dipolo é de 500 metros.

Figura 2.16 - Orbitas planares em torno dos pontos de equilibrio L; e Lo.
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(a) Familia de érbitas planares considerando C* = 3,01 (Figura da esquerda). (b)
Aproximagao na orbita planar em torno de Ly (Figura direita).

A Figura 2.16 (a) mostra as érbitas planares em torno dos pontos Ly e Ly conside-
rando a constante de Jacobi C* = 3,01. A legenda no lado superior direito relaciona
a dimensao do dipolo (em metros) com a cor da 6rbita. Quando a dérbita planar é
rosa, por exemplo, isso implica que a dimensao do dipolo é de 400 metros. A Figura
2.16 (b) é uma aproximacao em torno da érbita planar na vizinhanga de L;. Verifi-
camos que, a medida que aumentamos a dimensao do dipolo, a érbita se torna mais

deformada.

Para entender como a amplitude dessas 6rbitas se comportam em funcao do tama-
nho do dipolo, a regiao superior das 6rbitas ao redor do ponto de equilibrio L, foi

ampliada e mostrada na Figura 2.17.

Podemos ver que a amplitude da orbita difere muito pouco a medida que mudamos
a dimensao do dipolo, isto é, a medida que o primario menos massivo se torna cada
vez mais alongado. A variacdo da amplitude é de 0,004967 unidades candnicas, o

que equivale a 18,89 metros.
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Figura 2.17 - Amplitude das érbitas de Lyapunov considerando a constante de Jacobi

C* = 3,01.
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Observe que, nesse caso, o periodo da 6érbita se torna maior a medida que aumenta-
mos a dimensao do dipolo. Isso se deve ao fato de que, quando a energia do veiculo
espacial aumenta, a Orbita se torna cada vez mais deformada a medida que aumen-
tamos a dimensdo do dipolo. A medida que a érbita se torna mais deformada, o
caminho percorrido pelo veiculo espacial se torna maior, aumentando seu periodo
orbital. Embora quando a particula esteja perto do dipolo a aceleracao seja maior,
porque o campo gravitacional é mais intenso, o desvio que a particula sofre é consi-
deravel, tornando o tempo necessario para concluir um periodo relevante. Isso pode

ser observado observando as figuras 2.18 (a) e 2.18 (b).

O periodo da érbita em torno de Ly é maior porque sua amplitude é maior em relagao
a oOrbita planar em torno de L;. O ajuste da curva foi realizado para encontrar uma
expressao analitica relacionando o periodo das orbitas planares com a dimensao do
dipolo, considerando C* = 3,01. A expressao analitica encontrada no ajuste da curva
para o periodo orbital em funcao da dimensao do dipolo em torno dos pontos de
equilibrio L e Ly foi um polinémio de quarto grau, conforme mostrado nas Equagoes

2.61 e 2.62, respectivamente.

T =3,33x 107 124" —4, 78 x 107%d* +1,96 x x 1079d*+3,08 — 4,45 x 10~°d +4, 16
(2.61)
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Figura 2.18 - Periodo da érbitas planares em funcao da dimensao do dipolo.
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(a) Para o ponto de equilibrio L; usando a constante de Jacobi C* = 3,01. (Figura
da esquerda). (b) Para o ponto de equilibrio L, usando a constante de Jacobi
C* = 3,01 (Figura direita).

T =7,92x1072d" — 1,04 x 1078d° +4, 13 x x 1075d*+6,93 — 4,45 x 10~°d +4, 38
(2.62)
O indice superior e inferior do periodo 7" indica a constante de Jacobi usada para

esta expressao e o ponto de equilibrio relacionado, respectivamente.

As Figuras 2.19 e 2.20 mostram as curvas de velocidade zero (CVZ) quando a di-
mensao do dipolo é de 500 metros e a razao de massa do sistema é p* = 0,005284. As
Figuras 2.11 e 2.12 mostram a 6rbita planar (azul) em torno dos pontos de equilibrio
L1 e Lo, respectivamente, o primario mais massivo (asterisco vermelho), o primério
menos massivo (asterisco preto) e as posigoes dos pontos de equilibrio (circulos). A

constante de Jacobi relacionada a essas figuras é C* = 3, 01.

Devido a diminuigao da constante de Jacobi em relagao aos casos anteriores (Figuras
2.11 e 2.12), a energia fica maior, tornando areas proibidas cada vez menor, como

podemos ver nas Figuras 2.19 e 2.20 .

Da mesma forma que fizemos anteriormente, nés encontramos familias de érbitas
em torno dos pontos de equilibrio L; e Lo. Essas familias de érbitas planares sao
mostradas nas Figuras 2.21 e 2.22. Uma familia de d6rbitas foi construida em torno
dos pontos de equilibrio L, e Ly, como mostrado nas Figuras 2.21 e 2.22, respecti-

vamente.
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Figura 2.19 - Orbita planar em torno do ponto de equilibrio L e curva de velocidade zero.
Constante de Jacobi C* = 3,01.
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Figura 2.20 - Orbita planar em torno do ponto de equilibrio Ly e curva de velocidade zero.
Constante de Jacobi C* = 3,01.

157
1 F T ___\_\_\_‘_"-\-.
T DT
/ "“"-«_\ .
05 \\\
Yo a B Q%
,.."’
\H:H_H__ "0~
“Ar e
-15 :
1.5 =il 05 0 0.5 1 15

2.15 Orbitas planares variando a razao de massa

Nesta secao, o trabalho consiste em investigar as 6rbitas planares quando mantemos
a dimensao do dipolo de massa em rotagao constante e modificamos a razao de massa

do sistema. A dimensao do dipolo é mantida constante no valor d = 250 metros.
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Figura 2.21 - Familia de érbitas planares em torno do ponto de equilibrio L.
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Figura 2.22 - Familia de orbitas planares em torno do ponto de equilibrio Ls.
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Foram consideradas situagoes em que a massa do primdario menos massivo (dipolo)
apresenta valores de 0,05; 0,1; 0,15 e 0,2. Esses valores fazem com que M; se torne
menos massivo e, consequentemente, M se torne mais massivo. A Figura 2.23 mostra

as Orbitas planares para varias proporc¢oes de massa, considerando a constante de
Jacobi C* = 3, 10.

As cores das orbitas estao relacionadas a razao de massa do sistema. Quando a razao

de massa é u* = 0, 1, por exemplo, a curva é preta.
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Figura 2.23 - Orbitas planares em torno dos pontos de equilibrio L; e Ly para diferentes
proporc¢oes de massa. C* = 3, 10.
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Pode ser visto na Figura 2.23 que, a medida que aumentamos a razao de massa
do sistema, o ponto de equilibrio L; muda consideravelmente, fazendo com que as
orbitas ao redor dessa ponto também se alterem, se deslocando no mesmo sentido
do movimento do ponto de equilibrio L;. Por outro lado, o ponto de equilibrio Lo
se move muito pouco, o que faz com que as orbitas em torno desse ponto se tornem
concéntricas. Devido ao fato de que, a medida que aumentamos a razao de massa
do sistema, os pontos de equilibrio L; e Ly se afastam mais do dipolo de massa em

rotacao, as érbitas planares se tornem menos deformadas.

A Figura 2.24 mostra as Orbitas planares para varias razoes de massa, considerando
a constante de Jacobi C* = 3,01.

2.16 Consideracoes

Neste Capitulo, realizamos uma analise das érbitas planares em torno dos pontos
de equilibrio L e Ly no problema restrito sincrono de quatro corpos. As estimativas
iniciais para 6rbitas foram encontradas a partir da linearizacao das equagoes de

movimento.
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Figura 2.24 - Orbitas planares em torno dos pontos de equilibrio L; e Ly para diferentes
proporc¢oes de massa. C* = 3,01.
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Na modelagem, consideramos que um dos corpos primarios era um ponto de massa
(primério mais massivo) e o outro foi modelado como um dipolo de massa em ro-
tacdo, cuja rotagdo é sincronizada com o sistema. E possivel notar que, quando
levamos em consideragao a forma alongada de um dos primarios, comparada ao pro-
blema classico restrito de trés corpos, as trajetorias encontradas diferem entre si,
fazendo com que as érbitas desse modelo sofram maiores desvios devido aos efeitos
gravitacionais de M. Foi observado que a modificagao no tamanho de Ms nao altera
substancialmente a amplitude da orbita, mas afeta significativamente o periodo e
o formato da érbita, fazendo com que a orbita planar fique mais deformada. Tam-
bém fizemos uma investigagdo numérica modificando a razao de massa do sistema.
Descobrimos que, quando aumentamos a razao de massa, o ponto de equilibrio L4
muda consideravelmente, fazendo com que a érbita planar em torno desse ponto de
equilibrio também se afaste de Ms. Por outro lado, o ponto de equilibrio L, tem um
deslocamento sutil, a medida que aumentamos a razao de massa do sistema, fazendo
com que as Orbitas planares em torno de L5 se tornem concéntricas. Embora os pon-
tos de equilibrio colineares sejam instaveis, ainda sim, sao considerados regices do
espago onde recebem o menor distirbio. Portanto, essas regides sao bons lugares para

colocar um veiculo espacial e podem ser usadas como orbitas de estacionamento.
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3 ANALISE NUMERICA DO MOVIMENTO ORBITAL EM TORNO
DE UM SISTEMA BINARIO DE ASTEROIDE USANDO O MODELO
DO DIPOLO

3.1 Introducao

O estudo do ambiente dinamico nas proximidades de um sistema binario de asteroi-
des é de grande interesse para o projeto de missoes de exploracao e também para
a ciéncia planetaria. Por isso, a investiga¢ao e analise de pequenos corpos celestes
se tornaram uma questao fundamental na exploracdo do espago profundo. Mas en-
tender o comportamento dinamico de uma particula na vizinhanca desses pequenos
corpos tem sido um desafio para a astrodinamica. Esse desafio ocorre devido a com-
binac¢ao da rapida rotacao dos asteroides em torno de seu proprio eixo com a atragao
gravitacional nao esférica, tornando o ambiente nao linear e governando a dindmica

de uma espagonave proxima a sua superficie.

Com o objetivo de compreender o ambiente dindmico na vizinhanga de corpos irre-
gulares, Chappaz e Howell (2015) investigou a estabilidade de érbitas periédicas em
torno de um sistema de asteroides bindrios sincronos considerando o modelo elip-
séide triaxial (CHAPPAZ; HOWELL, 2015). Chappaz e Howell (2015) observou que
a forma nao esférica do corpo secundario influencia significativamente o comporta-
mento das érbitas halo em torno de L; e L. Liang et al. (2019) utilizou o problema
restrito lincado de trés corpos para investigar a influéncia da velocidade angular dos
asteroides nas bifurcagoes das orbitas periddicas (planar, halo e vertical). Liang et
al. (2019) descobriu uma nova bifurcagao sob variagdo da velocidade angular w e
da constante de Jacobi C' utilizando uma razao de massa fixa pu. Para realizar a in-
vestigacdo numérica deste Capitulo, utilizaremos o modelo simplificado denominado

problema restrito sincrono de trés corpos, idealizado por Santos et al. (2017b).

Com base nos asteroides do tipo A, consideraremos em nossa analise que o primério
mais massivo tem uma forma esférica e didmetro de 5 km, uma vez que os asteroides
do tipo A tém um didmetro menor que 10 km (PRAVEC; HARRIS, 2007). Sabendo que,
em média, a érbita do corpo secundario dos asteroides do tipo A é, aproximadamente,
4,8 raio do primério, entao consideramos que a distancia entre os corpos massivos é
de 12 km. Esse 12 km ¢é nosso fator de normalizacio de distdncia. E conhecido na
literatura que, para os asteroides do tipo A, o tamanho do corpo secundario esté
entre 4 % e 58 % do tamanho do primério mais massivo, cuja faixa de razao de
massa varia de 6,4 x 107° a 2,0 x 107!, Com base nessa evidéncia, consideraremos

nesta analise uma faixa de razao de massa de 1 x 107° — 1 x 107! e a dimensao do
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corpo secundario de 0 a 2000 metros.

Nao foi encontrado na literatura nenhuma trabalho analisando a influencia do alon-
gamento do corpo secundério e da razao de massa do sistema na estabilidade e
bifurcacao das dérbitas planares e halo. Na proposta deste Capitulo, o foco esta no
comportamento de uma particula de massa negligenciavel na vizinhanga de um sis-
tema bindrio de pequenos corpos do tipo A (NEAs e MBAs). O objetivo é construir
uma estrutura para investigar os comportamentos gerais de um terceiro corpo, a fim
de entender como o pardmetro d (dimensao do dipolo) juntamente com a razao de
massa (u*) do sistema influencia na estabilidade, periodo e bifurcacao das érbitas

periédicas em torno dos pontos de equilibrio (planar e halo).
3.2 Equacao do movimento

As Equacoes do movimento para o trabalho adotado neste Capitulo utiliza as mes-
mas definicoes mostradas na Se¢ao 2.2. A tnica diferenca é a respeito da definicao
da razao de forga k que iremos acrescentar nesta Secao. Sendo assim, as equagos do
movimento de uma particula de massa infinitessimal na vizinhanga deste sistema é

dada pela Equacao 2.20, onde o potencial generalizado ¢ dado por

2 2 1 —92,* * *
="y +k< ’“‘+“+“). (3.1)
2 (81 To1  T22

O parametro adimensional k representa a razao entre as aceleragoes gravitacionais
e centrifugas, k = G(M)/(w?D?), onde M é a massa total do sistema em kg, w é a
velocidade angular orbital do sistema bindrio em rad/s, D é a distancia, em metros,
entre M; e o centro de massa de M, e, finalmente, G é a constante universal de
gravidade sistema internacional de unidades (ZENG et al., 2015; FENG et al., 2016).

Os parametros livres do sistema sao d, u* e k, que correspondem, respectivamente,
ao tamanho de M,, a distribuicao de massa e um parametro responsavel pela rotacao
do asteroide. Quando k é igual a 1, os corpos orbitam o centro de massa do sistema
sem quaisquer forcas internas no dipolo. Por outro lado, quando k£ < 1 o dipolo esta
se alongando, enquanto estda se comprimindo quando £ > 1. O problema restrito
classico de trés corpos corresponde ao caso particular d = 0 e £ = 1 (MCCUSKEY,
1963). Além disso, quando d # 0 e k = 1, temos o problema restrito sincrono de trés
corpos (SANTOS et al., 2017a).
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3.3 Analise de estabilidade do ponto de equilibrio no espago tridimen-

sional

Para determinar a estabilidade linear dos pontos de equilibrio (L;; i = 1,2,3,4 e 5),
é necessario transferir a origem do sistema de coordenadas para a posicao dos pontos
de equilibrio (zy, ¥, 29) € entao linearizar as equagoes de movimento em torno desses

pontos, obtendo os resultados mostrados abaixo.

f - 277 = wa(m(% y07 20)5 + Q:Ey<x07 y07 ZO)W + Q‘%Z(ﬂfo, 3/07 ZO)C (32)
n+ 25 = Qyz(l‘o, Yo, 2’0)5 + ny<x07 Yo, 20)77 + Qyz(ﬂio, Yo, Zo)( (3-3)
(= Q.2 (20, Yo, 20)€ + Ly (0, Yo, 20)0 + Q22 (20, Yo, 20)C (3.4)

onde as derivadas parciais em (zo, Yo, z0) significam que o valor é calculado no ponto
de equilibrio que esta sendo analisado. Derivadas parciais sdo mostradas nas Equa-
¢oes 3.5 - 3.10.

1—2p%)(x — 1) 1 — 27
Q= 1+ k( 31 —2p")(z —m)* p
(= o+ g2+ 27 (@ = + g+ )
3% (2 — o1 )2 )
+ w(e = on) - a (3.5)
(($ — ZB21)2 + y2 + 22)5/2 (([L’ — 11321)2 + y2 + 2’2)3/2
N SM*(,I' _ $22)2 B M*

(($ _ §C22)2 + y2 + 22)5/2 ((!L‘ _ .1’22)2 + y2 + 22)3/2)

3(1 — 2u*)y? 1—2u*
Q) — 1+ (1—2p")y B p
(. —x1)?2+y2+ 2252 ((x —x1)2 +y% + 22)3/2
+ Siy” - I (3.6)
((Z‘ _ 1;21)2 + y2 + 22>5/2 ((I’ _ I21>2 + y2 + 22)3/2 .

(@ wnP + 21 27 (@ amP + 25 20
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3(1 —2u*)22 1—2u*

Q.. = k(((:c —21)2 + y? + 22)5/2 a ((x — 31)? + y? + 22)3/2
3 * 5,2 *
+ a - o (3.7)
(x— 2912 + 32+ 2252 ((x — 221)2 + 42 + 22)3/2
N 3N*22 B M* )
((33' _ $22)2 + y2 + 22)5/2 ((i[f _ $22>2 + y2 + 22)3/2
0 —q - k(3(1 — )@ — 2y 3ut(@ —wa)’)y
zy yzx ((x — 21)% + y2)5/2 ((x — 191)? + y2)5/2 (3.5
i 3t (z — )y ) '
(o= 22+ 2P
O —Q - 3(1 —2u*)(x — x1)2 N 3ut(x — x91)2
Tz zx ((I . $1)2 + y2 + ZQ)S/Q ((.T _ x21)2 + y2 + 22)5/2 (3 9)
N 3 (r — x99)2 ) '
(o= v+ 2 + )72
3(1 —2p")y= 3uyz
Q. =0, =k
Y Y (((m o 1‘1)2 + y2 + 22)5/2 + ((x IR .1'21)2 + y2 + 22)5/2 (3 10)

3uryz
_'_((1: — x22)2ﬂ+yy2 n z2)5/2)
Vimos que a linearizagdo em torno de Ly e Lo, considerando k = 1 fornece um par
de autovalores reais (saddle), correspondendo a variedades unidimensionais estaveis
e instaveis, e um par de autovalores imaginarios, sugerindo um subespaco central
bidimensional no plano xy, que é responsavel por um comportamento oscilatério em
torno do ponto de equilibrio do sistema linear (HOWELL, 1984; HAAPALA et al., 2015).
Portanto, em geral, para L; e Ls, o tipo de estabilidade é saddle x center x center.
O Teorema de Lyapunov garante, para o caso planar, a existéncia de uma familia de
6rbitas periédicas emanando de cada um dos pontos de equilibrio colinear. Assim,
para o caso espacial, sdo esperadas duas familias de érbitas periddicas em torno de
Ly e Ly. Para o modelo adotado, observou-se que a natureza dos autovalores dos

pontos de equilibrio colinear nao ¢ alterado quando variamos d e p*.
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3.4 Pontos de equilibrio colineares em funcao da razao entre as acelera-

¢Oes gravitacionais e centrifugas

Para determinar como £ afeta as posi¢oes dos pontos de equilibrio colineares, con-

sideramos p* = 1x 1072 ed = 0,0833 unidades canonicas.

A Figura 3.1 mostra as coordenadas = de Ly, Ly e L3z como uma funcao de k. Como
estdo em ambas as extremidades do eixo z, as posigdes de Ly (curva a direita) e Lg

(curva a esquerda) sdao mais afetadas do que L;. Considere que existem trés forgas

Figura 3.1 - Coordenadas x dos pontos de equilibrio L1, Ly e Lg para diferentes valores
de k.
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agindo sobre o sistema: (i) a forga gravitacional de Mj; (ii) a atracdo gravitacional
de Mo; e (iii) a forga centrifuga, que é diretamente proporcional a velocidade angular
do sistema em torno do centro de massa e a distancia entre o ponto de equilibrio e o
centro de massa do sistema. Assim, a medida que diminuimos a velocidade angular
do sistema de asteroides em torno do centro de massa k se torna maior, com isso,
¢ necessario aumentar a distancia entre P e o centro de massa para que a forca
centrifuga permanega no mesmo valor e contrabalance as forcas gravitacionais de
M, e M, que permanecem inalteradas. Assim, L, e L3 se afastam do centro de
massa do sistema. Embora L; também se afaste do centro de massa do sistema, ele
o faz de uma maneira mais sutil. Isso ocorre porque ao se afastar do centro de massa
do sistema, L; se aproxima de M,. A medida que a forca gravitacional aumenta,

uma forca de equilibrio é necesséaria para evitar que L; chegue muito perto de Ms.
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Conforme mostrado na Figura 3.1, as coordenadas = de L, e L3 tendem a + oo,
respectivamente, quando k — o0, ou seja, quando o sistema de asteroides para de
girar. Isso implica que Ls e L3 deixam de existir quando os asteroides estao estaticos.
Por outro lado, o ponto de equilibrio L; continua existindo quando & — oo, devido

ao equilibrio entre as forcas gravitacionais entre M; e M.
3.5 Indice de estabilidade e bifurcacoes

As informagoes que podem ser obtidas através da analise do espaco de fase incluem
pontos de bifurcacao e estabilidade. Os autovalores (e/ou multiplicadores caracteri-
sitcos) relacionados a matriz de monodromia sdo usados para mensurar a estabili-
dade das solugoes, e para determinar os tipos de bifucagoes que surgem no espaco
de solucao. Como ja dito anteriormente, todas as solugoes examinadas neste estudo
possuem seis multiplicadores caracteristicos em pares reciprocos. Como a solucao é
periddica, dois dos seis multiplicadores sao unitarios, conforme mencionado na se¢ao
2.9.

Os outros quatro multiplicadores caracterisitcos contém um par associado ao su-
bespago estavel/instavel e o par final representa o subespago central. Em resumo,
a matriz de monodromia, considerando uma Orbita particular, tem multiplicadores
caracterisitcos da forma 1, 1, A1, 1/A1, Ay e 1/A9. Os indices de estabilidade ofere-
cem uma medida util da estabilidade orbital. Seguindo Broucke (1969), neste artigo

consideramos que o indice de estabilidade é definido como s; = |\, + 1/A], i = 1, 2.

Uma oOrbita periddica é instavel e existe um fluxo natural para fora e para dentro da
orbita se qualquer indice de estabilidade tiver magnitude maior do que 2, isto ¢, se s;
> 2. Por outro lado, uma orbita periddica é estavel e nao possui subespaco instavel
se s; < 2 (ZIMOVAN-SPREEN et al., 2020). A magnitude do indice de estabilidade esté
diretamente relacionada com a taxa de fluxo de chegada/partida. Quanto maior o

valor de s;, mais instavel é a dérbita periddica.

Para tornar os resultados mais didaticos, nés assumimos que, s; esta relacionado ao
indice de estabilidade que estdo associados ao subspago estavel /instdvel (A" /AW«).
Por outro lado, assumimos que s, é o indice de estabilidade considerando o par que

representa o subespacgo central.

Bifurcagoes podem ocorrer quando s; = 2. Neste estudo, nao consideramos nos

resultados os pares de autovalores unitarios.

As caracteristicas dos tipos de bifurcagoes que surgem dependem dos autovalores
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(multiplicadores caracterisitcos) das orbitas periédicas, que sao obtidas a partir da

matriz de monodromia.

Mais detalhes a respeito de colisao de multiplicadores caracterisitcos estao além do

escopo desta tese.

3.6 Orbitas peridédicas em torno do primeiro e segundo pontos de equi-
librio colineares em funcao do parametro de massa e do tamanho do

dipolo

As ¢rbitas periddicas sdo de interesse especial para explorar o comportamento di-
namico de uma particula de massa negligenciavel na vizinhanca de dois corpos pri-

MmMArios.

Os resultados a seguir foram obtidos calculando aproximadamente 3500 orbitas de
cada familia, partindo de uma condicao inicial com amplitude muito baixa, e con-
tinuando as familias até que as Orbitas obtidas se aproximassem da superficie dos
asteroides. Para encontrar érbitas periddicas simétricas, consideramos £ = 1, ou

seja, os corpos orbitam o centro de massa do sistema sem quaisquer forgas internas.

Cada familia foi calculada para diferentes valores de u* e d para destacar o efeito
da distribuicao de massa do sistema e da forma alongada do corpo secundario sobre
o comportamento dindmico de um veiculo espacial nas proximidades de o sistema

binério.

Em particular, estamos interessados na estabilidade dessas solu¢oes periddicas que
podem ser determinadas pela andlise dos autovalores (ou multiplicadores caracteris-
ticos) da matriz de monodromia. Dada a natureza simplética do sistema dinamico,
se A é um multiplicador caracterfstico, entdao 1/\ também é, assim como A e 1/\
. Assim, as solugoes periddicas investigadas tém seis multiplicadores caracteristicos
que aparecem em pares reciprocos, sendo dois deles unitérios (BOSANAC, 2016). Os
outros quatro podem estar associados ao subespago central ou ao subespaco esta-

vel /instavel. Em geral, uma 6rbita particular tem seis multiplicadores caracteristicos
da forma 1, 1, Ay, 1/A, Ay e 1/Xg.

Como as 6rbitas periddicas que crescem a partir dos pontos colineares herdam as
propriedades de estabilidade de L, Ly e L3, os autovalores da matriz de monodromia
dessas Orbitas e os indices de estabilidade correspondentes aparecem como: (i) um
par trivial de valores unitarios, resultando em sy = 2; (ii) um par real reciprocos,

resultando em s; > 2; e (ili) um par de autovalores conjugados complexos com
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valor absoluto unitario, implicando sy < 2. Assim, dado que, para os subconjuntos
das familias de érbita peridédica (OP) proximas aos equilibrios, s; esta relacionado
ao subespaco estavel /instdvel (AWs/A"+) enquanto sy é o indice de estabilidade

correspondente ao par responsavel pelo subespaco central.
3.7 Orbitas planares

Nesta se¢ao e nas proximas que seguem neste Capitulo, queremos investigar a in-
fluuéncia do alongamento do corpo secundério e da razao de massa do sistema nas
orbitas planares e halo. Visto isso, assumimos a partir daqui que a razao de forca
¢ unitéria (k = 1). A Figura 3.2 mostra uma familia de d6rbitas planares em torno
de Ly com p* = 1075 e d = 0. As 6rbitas obtidas ndo cruzam o asteroide, embora
como visto na Figura 3.2, conforme a amplitude aumenta ao longo da familia, as
orbitas se expandem da vizinhanga do ponto de equilibrio em direcao a superficie

do secundério (asterisco preto).

Figura 3.2 - Orbitas planares em torno do ponto de equilibrio L;.
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Na figura, as orbitas vermelhas indicam onde ocorrem as bifurcagoes, ou seja, quando

um dos indices de estabilidade s; ou s, atinge o valor critico 2.

Embora muitas bifurcagoes existam em sistemas dinamicos, apenas dois tipos de
bifurcacoes sao de particular interesse para o foco deste trabalho, que sao a forquilha

e as bifurcagoes de multiplica¢ao de periodo (period-multiplying bifurcations).
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Uma familia de orbitas peridédicas sofre uma bifurcacao do tipo forquilha quando a
estabilidade da orbita periddica muda conforme um parametro evolui, que em nosso
caso é a constante de energia C*. Durante este tipo de bifurcacdo local, um par
de autovalores (ndo triviais) da matriz de monodromia passa pelos valores criticos
A1 = 1/A; (ou Ay = 1/X2) = + 1 do circulo unitario. Consequentemente, o indice
de estabilidade passa por s; (ou sg) = 2 (BOSANAC, 2016). Além disso, a estabili-
dade das ¢rbitas periédicas muda ao longo de uma familia, uma familia adicional
de um periodo semelhante é formada. Essa nova familia de érbitas tem a mesma
estabilidade que os membros da familia original antes do surgimento da bifurcagao.
Por outro lado, uma bifurcagdes de multiplicacdo de periodo é identificada quando
um par de autovalores nao triviais (A2 € 1/A; 2, onde A 2 significa A; ou Ay), passa
por A2 = 1/A\1 9 = - 1 do circulo unitario. Portanto, representa um valor critico do
indice de estabilidade, tal que |s; | = | — 2| (BOSANAC, 2016).

Ao construir as familias de érbitas planares, com d = 0e pu* = 107°, observamos que
o indice de estabilidade (s3) atinge o valor critico trés vezes para drbitas planares
em torno de L; e Ly, como pode ser visto nas Figuras 3.3 e 3.4. Em ambas as
figuras, o eixo horizontal exibe o valor minimo de x ao longo das o6rbitas. O indice

de estabilidade s; nao atinge o valor critico para p* e d.

Figura 3.3 - Indice de estabilidade (s2) em torno L considerando d = 0 e p* = 107°.
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Para p* = 107°, o ponto de equilibrio L; estd localizado na posicio x = 0, 981278,
y = 0ez = 0, enquanto Ly estda na posicaio x = 1,01892, y = 0ez = 0.
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Figura 3.4 - Indice de estabilidade (s3) em torno Lo considerando d = 0 e p* = 1077,
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As Orbitas com amplitude menores estao préximas do ponto de equilibrio (lado
direito das Figuras 3.3 e 3.4) e a primeira bifurcagdo ocorre para uma orbita de
pequena amplitude (z ~ 0,984205 para L; e x ~ 1,01577 para L;). A medida
que continuamos a familia planar, o indice de estabilidade s, mostrado nas Figuras
3.3 e 3.4 continuam aumentando, atinge um maximo, diminui e atinge o valor 2

novamente, onde ocorre outra bifurcacao, com x = 0,99408 para L; e x =~ 1,0056
para Ls.

Conforme continuamos as familias de 6rbitas planares em torno de Lq e Lo, o indice
de estabilidade diminui, atinge um minimo, aumenta e novamente atinge o valor
critico 2, onde ocorre outra bifurcacao. Apds a terceira bifurcacao, o indice de es-
tabilidade aumenta ainda mais e ndo detectamos bifurcagoes adicionais, visto que,
como as érbitas estao muito proximas do centro de massa do corpo secundario, nosso

método de Newton deixa de encontrar as orbitas planares, convergindo para uma
familia de orbitas completamente diferente.

As Figuras 3.5 (a), (b) e (c) fornecem informagoes sobre os tipos de bifurcacoes que
ocorrem ao longo da familia de érbitas planares. Para p* = 1075 e d = 0, analisando
o caminho dos multiplicadores caracteristicos nas Figuras 3.5 (a) e (b), descobrimos
que a primeira bifurcagao é uma bifurcacao do tipo forquilha supercritico, enquanto
o segundo corresponde a um caso de uma forquilha subcritico. Isso sugere que novas
familias de érbitas periddicas aparecem nessas regioes quando a bifurcagao ocorre

(FENG et al., 2016). De fato, apds a primeira bifurcacao (6rbita periédica de baixa
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amplitude) é possivel detectar érbitas halo, enquanto apds a segunda bifurcacao
surge a familia de érbitas axiais (GREBOW, 2006). Ao contrario das orbitas planares

de Lyapunov, as 6rbitas halo e axial sdo tridimensionais.

A Figura 3.5 (c¢) mostra o comportamento dos autovalores na terceira bifurcagao.
Os multiplicadores caracteristicos comegam no plano imaginério e se movem até que
colidam no eixo real negativo e passam a obter apenas valores reais no eixo negativo.

Portanto, os autovalores indicam uma bifurcagdes de multiplicagdo de periodo.

Figura 3.5 - (a) Comportamento dos multiplicadores caracteristicos na primeira bifurca-
¢ao forquilha em torno de L; e Ly. (b) Comportamento dos multiplicado-
res caracteristicos na segunda bifurcagao forquilha em torno de L; e Ls. (c)
Comportamento dos multiplicadores caracteristicos que leva a bifurcagbes de
multiplicacdo de periodo em torno de L e Ls. Nestes casos, consideramos
d = 0ep* =10"°.
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A Figura 3.6 fornece informacgoes sobre o indice de estabilidade (considerando os

valores de s;) quando aumentamos a dimensao do dipolo de 0 metros, ou seja, o
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corpo é modelado como um ponto de massa, até a dimensao de 2000 metros. Nesta
andlise, consideramos a razao de massa constante no valor de p* = 107°. Quando
consideramos o dipolo como um corpo de massa pontual (d = 0), é possivel observar
trés bifurcagoes (a curva vermelha passa pelo valor critico trés vezes). Podemos
observar que a medida que aumentamos a dimensao do corpo alongado, o segundo e
terceiro ponto de bifurcagao nas orbitas planares em torno de L; deixam de existir,
ou dificilmente sdo encontrados sem que a particula cruze com o corpo secundario.

Observe que quanto maior o tamanho do dipolo, menor sera a familia da oérbita

planar encontrada.

Figura 3.6 - Indice de estabilidade da 6rbita planar em torno de Ly para diferentes valores
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3.8 Influéncia do parametro de massa e o tamanho do dipolo nas érbitas

planares

Agora, investigaremos como as Orbitas planares evoluem em fun¢do do tamanho
do dipolo e da razao de massa em unidades candnicas. Com o fator de nor-
malizacao sendo D = 12000 metros, o tamanho do dipolo usado em nosso es-

tudo foram d = 0, 500, 1000, 1500 e 2000 metros e a razao de massa foram

g =1075,10"%,1073,1072,10"L.
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Figura 3.7 - Indice de estabilidade da 6rbita planar em torno de Ly para diferentes valores
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As Figuras 3.8 e 3.9 fornecem informacoes sobre o indice de estabilidade s; das
Orbitas planares em torno de L; e Lo, respectivamente, em funcao de d e p*. Em

ambas as figuras, o codificado de cores representa o tamanho do dipolo (d).

Figura 3.8 - Indice de estabilidade (s;) das érbitas planares em torno de L para diferentes
valores de d e u*.
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Primeiro, investigaremos as solugoes quando d varia e pu* é mantido constante. Note

que, nas Figuras 3.8 e 3.9, em geral, quando o tamanho do dipolo aumenta, as érbitas

planares se tornam mais instaveis.
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Figura 3.9 - Indice de estabilidade (s1) das 6rbitas planares em torno de Lo para diferentes
valores de d e u*.
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Isso significa que quanto maior o corpo secundario, mais instaveis sao as érbitas

planares na vizinhanca dos pontos de equilibrio.

Se considerarmos d = 0, que corresponde ao CRTBP, observamos que a medida que
©* aumenta, as orbitas se tornam cada vez mais instaveis. Por outro lado, quando a
forma alongada do corpo secundario é levada em consideracao, s; se torna menor a
medida que p* aumenta, e s6 aumenta novamente apés pu* = 1071, Esta informacao
é importante para missoes espaciais, uma vez que um alto valor no indice de estabi-
lidade (s;) indica um modo divergente que se afasta rapidamente das proximidades
da 6rbita. Em geral, o indice de estabilidade estd diretamente relacionado aos custos
de manutencao orbital do veiculo espacial e inversamente relacionado aos custos de
transferéncia. Entao, as orbitas periddicas instaveis e estaveis sao de interesse em
missoes espaciais, uma vez que as orbitas instaveis pode permitir que a espagonave
saia daquela regiao sem a necessidade de um gasto de combustivel adicional. Por ou-
tro lado, as Orbitas estaveis permitem manter a espaconave na vizinhanca do ponto

de equilibrio sem a necessidade de manutencao orbital.

A seguir, analisaremos o periodo das 6rbitas planares em termos de d e u*. Conforme
mostrado nas Figuras 3.10 e 3.11, conforme d aumenta, com p* mantido constante,
o periodo de oOrbitas planares diminui. Isso porque a distribuicao de massa do corpo
secundario permite que parte da massa do asteroide fique mais préxima da particula
de massa infinitesimal, fazendo com que a atragao gravitacional se torne maior, au-
mentando a aceleragao e diminuindo o periodo orbital. Em geral, quando a amplitude

da orbita aumenta, o periodo orbital se torna mais longo.
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Figura 3.10 - Periodo das érbitas planares em torno de L; para diferentes valores de d e
*
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Figura 3.11 - Periodo das érbitas planares em torno de Lo para diferentes valores de d e
*

wr.
0.16
10 —
0.14
8 -
0.12
6 -
.8 0.1
& 4 N 0.08 ©
0.06
2~
7 \ 0.04
0= ¢
10° \/// 0.02
05
1 0
10° 2 1o x10%
" x-amplitude [m]



Considerando a familia quando d = 0, quando p* aumenta, o periodo das érbitas
permanece semelhante, exceto quando p* = 1071, Por outro lado, quando o alon-
gamento do corpo secundario é considerado, em geral, para um dado valor de d,

quanto maior a razao de massa, maior o periodo orbital.

Finalmente, analisamos a energia do sistema em termos de d e p1*, conforme mostrado
nas Figuras 3.12 e 3.13.

Figura 3.12 - Constante de Jacobi das oérbitas planares em torno de L; para diferentes
valores de d e u*.
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Figura 3.13 - Constante de Jacobi das érbitas planares em torno de Lo para diferentes
valores de d e u*.
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Descobrimos que quando d ou p* aumenta, a energia necessaria para orbitar um
determinado ponto de equilibrio diminui. Ou seja, quanto mais alongado o corpo
secundario e quanto maior o valor de p*, menos energia é necessaria para orbitar
um determinado ponto de equilibrio. Isso também significa que, conforme o tamanho
do dipolo aumenta ou a razao de massa do sistema aumenta, as bifurcagdes ocorrem

com energias mais baixas.
3.9 Computando as 6rbitas halo

As orbitas halo sao um ramo tridimensional de érbitas planares que aparecem
quando o indice de estabilidade da orbita planar atinge o valor critico s; = 2.
As Figuras 3.15 e 3.16 ilustram como as érbitas do halo aparecem nas bifurcagoes

forquilha das 6rbitas planares em torno de L; e Ly quando p* = 1075 e d = 0.

Como ja mencionado, a nova familia (nesse caso de halo) possui um membro que é
proxima ao membro da familia planar em energia e geometria. Visto isso, sabemos
que uma determinada 6rbita halo é semelhante a 6érbita planar, quando o indice
de estabilidade das orbitas planares atinge o valor critico s = 2. Para encontrar
as condigoes iniciais da érbita halo (x*), nés manteremos fixo a coordenada
e buscaremos por zj, y5 e T/2* tal que @*(T'/2*%), 2*(T/2*) e y*(T/2*) sdo todos
nulos. Entao, utilizamos como chute inicial, para encontrar a 6rbita halo, a posi¢ao
xg, velocidade () e periodo (T') da érbita planar quando o indice de estabilidade
s9 = 2. Conhecendo essas condigoes iniciais, resta apenas determinar o chute inicial
da posicao no eixo z, para podermos encontrar a érbita halo. Devido ao fato de que
a orbita halo e planar sdo semelhantes (quando s, = 2), a posigao no eixo z da érbita
halo deve ter um valor muito pequeno (érbita quase planar). Entdo, foi usado nesse
trabalho o valor de zy = 0,0001 unidade candnica como chute inicial para a posi¢ao

no eixo z. Um método de Newton para este problema é

X1 = % — [Df ()] () (3.11)

com x = (2,9, T/2) e xo = (20, Y0, To/2). Aqui (20, Yo, To/2) é o chute inicial da

Orbita halo.

O diferencial é

¢4,3 ¢4,5 94(1’0, 0, Z(T/2)a 0, ZJ(T/2>7 0)
Df(x= |ps3 P65 96(20,0,2(T/2),0,9(T/2),0) (3.12)
$23 P25 G20, 0, 2(T/2),0,9(T/2),0)
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onde ¢;; sdo elementos da matriz 2.51, g : U C RS — R% ¢ o campo vetorial do
problema restrito sincrono de trés corpos, z(7'/2) = ¢3(x¢,0,2,0,y,0,7/2) e y(T/2)
= ¢5(20,0, 2,0,y,0,T/2). Com essas informagoes, esperamos que se X, estiver perto
o suficiente da érbita do halo, entao x, — x* a medida que n — oo. g é dada pela

Equacao 3.13.

g(x,y, 2, 2,7, z')_ i
go(x,y, 2, 2,9, 2) i
R R i B B 313
9a(2,y, 2, 2,9, £) 20 + D,
95(2, Y, 2, 3,9, 2) —2& + D,
g6(z,y, 2, 2,9, 2) D.Q

Entao temos todas as informacoes necessarias para iniciar o método de Newton.

A partir do teorema do cilindro, foi possivel encontrar uma familia de érbita halo.
Entao, tendo encontrado uma orbita halo e observando que ela tem exatamente dois
autovalores unitario, podemos usar isso como um ponto de partida para nos mover
ao longo do cilindro. Usamos as condigoes iniciais da érbita halo anterior como ponto
de partida para encontrar a proxima orbita halo em um valor ligeiramente maior de
z (coordenada z mais perto do asterode secundario). Se encontrarmos outra érbita
de halo aqui, iteramos o processo. Desta forma foi possivel calcular uma familia de
orbita halo. O passo da coordenada x para determinar cada érbita halo foi de z =
0,00002.

3.10 Orbitas halo

A Figura 3.14 mostra uma familia de 6rbitas halo em torno de L; com p* = 107° e
d = 0. As érbitas estao no espaco tridimensional e conforme a amplitude aumenta ao
longo da familia, as érbitas halo se expandem da vizinhanca do ponto de equilibrio

em direcao a superficie do secundario (asterisco preto).

As Figuras 3.15 e 3.15 fornecem informacoes a respeito do indice de estabilidade

considerando os autovalores do subspago central (ss).

Para as condic¢oes consideradas aqui, a 6rbita halo surge em = ~ 0,98418 para L,
e em x ~ 1,01575 para Ly. A Figura 3.17 mostra o caminho dos multiplicadores

caracteristicos sobre o circulo unitario das érbitas halo em torno de L; e L.
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Figura 3.14 - Indice de estabilidade (s9) das familias de érbitas planares e halo em torno
de L1 considerando d = 0 e pu* = 1075,
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Figura 3.15 - Indice de estabilidade (s;) das familias de 6rbitas planares e halo em torno
de L; considerando d =0 e pu* = 107°.
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Figura 3.16 - Indice de estabilidade (so) das familias de érbitas planares e halo em torno
de Ly considerando d = 0 e p* = 1075,
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Inicialmente, os multiplicadores caracteristicos se movem na direcao indicada pelas
setas roxas até que colidam com o eixo real negativo, configurando uma bifurcacao de
duplicacao de periodo. Apds mover-se sutilmente ao longo do eixo negativo real, os
multiplicadores caracteristicos retornam, movendo-se na direcao das setas vermelhas,

colidindo novamente em -1 e assumindo valores imaginarios, configurando outra
bifurcacao de duplicacao de periodo.

Figura 3.17 - Comportamento dos multiplicadores caracteristicos nas period-doubling bi-
furcation.
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As Figuras 3.18 e 3.19 fornecem informagdes sobre o indice de estabilidade s; como

uma funcao de d e p*.

Observe que quanto menor a amplitude das érbitas halo, maior o valor do indice de
estabilidade s;, quando considerados d e p* fixos. Conforme a amplitude da érbita
halo aumenta, o indice de estabilidade diminui. Se definirmos d = 0, ainda detec-
tamos oOrbitas de halo estaveis para pequenos valores de p*. Essas 6rbitas também
foram encontradas por varios autores usando o Problema dos Trés Corpos Restritos e
sao chamadas de Near Rectilinear Halo Orbits (NRHO) (HOWELL, 1984; ZIMOVAN-
SPREEN et al., 2020). As NRHOs sao definidas como o subconjunto da familia da
orbita halo com indices de estabilidade em torno de s; & 2 e sem nenhum indice de

estabilidade consideravelmente maior em magnitude que os outros.

Figura 3.18 - Indice de estabilidade (s;) das 6rbitas halo em torno de L; em fungio de d
e p*.
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A Figura 3.20 e 3.21 fornecem informagoes a respeito do indice de estabilidade s;
quando aumentamos a dimensao do dipolo de 0 até 2000 metros e mantemos a razao
de massa constante com valor de u* = 107°. Nesta imagem fica claro a influéncia
da dimensao do corpo secundario na estabilidade das érbitas halo. Observe que a
medida que aumentamos a dimensao do secundario, os valores de s; se tornam cada

vez maiores na vizinhanga do ponto de equilibrio L; e Ls.

Observe que é improvavel detectar NRHOs em torno de L; quando levamos em
consideracao a forma alongada do corpo secundario e assumimos pequenos valores

de p*.
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Figura 3.19 - Indice de estabilidade (s;) das 6rbitas halo em torno de Ly em funcio de d

e u*.
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Figura 3.20 - Indice de estabilidade das 6rbitas halo em torno de L; para diferentes valores
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Por outro lado, existem varias NRHOs em torno de Ly para diferentes valores de d.
Neste trabalho, encontramos NRHOs considerando d até d = 1500 metros, conforme

mostrado na Figura 3.21.

Porém, como mostrado em (HOWELL, 1984), o indice de estabilidade também de-
pende da razao de massa do sistema. Considerando d = 0 e aumentando p*, o indice
de estabilidade de valor s; aumenta. Nao detectamos nenhuma NRHO para valores
de p* > 107t ed = 0em torno de L;. Em contrapartida, encontramos NRHO para
p*>10"' ed = 0 em torno de L,. Esses resultados sao semelhantes aos obtidos
por (HOWELL, 1984). Por outro lado, levando em considera¢ao o alongamento do
secunddrio, isto ¢ d # 0, e assumindo grandes valores de p* (u* > 1071), é possivel
encontrar membros da familia halo estavel em torno de L; e Lo. Assim, no modelo
utilizado neste artigo, existem orbitas periddicas estaveis na vizinhanca de corpos
irregulares, mesmo quando o secundério tem forma nao esférica. Isso esta de acordo
com os resultados obtidos por Chappaz e Howell (2015), que encontrou 6rbitas es-
taveis em torno de L; e Ly levando em consideracao a forma alongada do corpo

secundario e considerando p = 0,4 com o modelo do elipséide triaxial.

Agora analisamos como o periodo do halo orbita em torno de L, e L, é afetado por
d e p*. A medida que d aumenta e p* é mantido constante, o periodo das érbitas

halo diminui, conforme mostrado nas Figuras 3.22 e 3.23.

Figura 3.22 - Periodo das 6rbitas halo em torno de L; em funcao de d e u*.
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Figura 3.23 - Periodo das 6rbitas halo em torno de L; em funcao de d e p*.
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Isso ocorre porque a atragdo gravitacional é mais forte proximo a particula devido
a distribuicao de massa do corpo secundario fazendo com que a aceleragdo aumente
e o perfodo orbital diminua. A medida que a amplitude da érbita do halo aumenta,
seu periodo orbital fica mais curto devido ao fato de que a amplitude é maior quando

o corpo de massa desprezivel estd mais préximo do corpo secundario.

Considerando a forma alongada do asteroide, mas mantendo d constante e variando
(%, notamos que o periodo das érbitas halo se tornam mais longo. Isso ocorre porque
a medida que p* aumenta, o ponto de equilibrio se afasta do corpo secundéario, entao
as orbitas halo ficam mais longe do corpo secundario, o que faz com que a aceleragao
gravitacional diminua e, portanto, o periodo orbital da particula ao longo da orbita

aumenta.

As Figuras 3.24 e 3.25 fornecem informagoes sobre o comportamento da constante de
Jacobi das orbitas halo em funcao de d e u*. Observe que quando d ou p* aumentam,
o intervalo de valor da constante de Jacobi também aumenta. Esta é uma informagcao
importante em termos de aplicagdo da missao espacial. Observe que quanto maior a
razao de massa do sistema, ou quanto mais longo o corpo secundario, menos energia

é necessaria para que as orbitas halo se ramifiquem das 6rbitas planares.
3.11 Conclusao

Neste Capitulo, o ambiente dinamico geral na vizinhanga de sistemas binarios de

asteroides foi explorado.
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Figura 3.24 - Constante de Jacobi da 6rbita halo em torno de L; em relagdo a d e p*.
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Figura 3.25 - Constante de Jacobi da 6rbita halo em torno de Lo em relagdo a d e u*.
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Com base nos parametros fisicos e orbitais dos asteroides do tipo A, as posi¢oes dos

pontos de equilibrio colinear em funcao da velocidade angular foram calculadas.

Descobrimos que as localiza¢oes dos pontos de equilibrio colineares Lz e Ly sdo mais

sensiveis as mudancas na taxa de rotacao em comparagao com L.

Familias de orbitas planares e halo foram calculadas em torno desses pontos de
equilibrio e descobrimos que quanto mais préximas as érbitas periddicas estao do

ponto de equilibrio, mais instaveis elas sao.

Evidéncias numéricas mostram que a estabilidade das érbitas periddicas em torno
dos pontos de equilibrio depende do tamanho do corpo secundario e da razao de

massa do sistema. Observamos que quanto mais alongado o corpo secundario, mais

7



instaveis sao as 6rbitas planares. Além disso, detectamos Orbitas halo instaveis e

estaveis quando d = 0 e quando d # 0.

Por fim, observamos que, mantendo a distribui¢do de massa constante, quanto mais
alongado o corpo secundario, menores sao os periodos orbitais das orbitas planares

e halo em torno dos pontos de equilibrio.

Portanto, se um veiculo espacial fosse posicionada nas proximidades dos pontos de
equilibrio, o consumo de combustivel necessario para a manutencdo orbital seria

maior em torno dos corpos secundarios mais alongados.
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4 TEMPO DE VIDA DE UM VEICULO ESPACIAL EM TORNO DE
UM SISTEMA SINCRONO DE ASTEROIDE USANDO O MODELO
DO DIPOLO DE MASSA

Este Capitulo é uma continuacdo do Capitulo 2, mas agora, iremos analisar um
sistema binario de asteroides + particula, levando em consideragao a influéncia da
Pressao da Radiagao Solar (PRS) na dindmica da particula. Chamamos esse pro-

blema de problema restrito sincrono de quatro corpos perturbado.

O trabalho desenvolvido neste Capitulo foi publicado no Journal Astrophysics and
Space Science (SANTOS et al., 2017b)

4.1 Introducao

Compreender o comportamento da dindmica orbital de um veiculo espacial nas pro-
ximidades de um sistema de asteroide binario é fundamental para a execucao de
uma missao espacial. Esse fato motivou o presente trabalho, cujo objetivo é verifi-
car o tempo de sobrevivéncia de um veiculo espacial em torno de um asteroide de
formato irregular (ou em torno de um sistema binédrio de asteroide), levando em
consideragdo o movimento de rotacao de um dos corpos alongado, a forma irregular
do corpo secundario e a pressao da radiacao solar. N6s consideramos nesse estudo
apenas o efeito da perturbacao da PRS, porque esta é muito mais relevante do que
a perturbacdo da gravidade do Sol (ou a perturbagao gravitacional de outros plane-
tas). Isso ocorre porque a perturbacdo gravitacional solar envolve termos diretos e
indiretos, ou seja, a diferenca entre a acao do Sol no veiculo espacial e no asteroide se
subtraem. Essas diferencas sao pequenas quando o veiculo espacial esta proximo do
asteroide (=~ 10~") para as simulagoes realizadas neste Capitulo. Em contrapartida,
o PRS atua diretamente no veiculo, sem nenhum termo indireto para compensa-lo,

o que faz com que o efeito da PRS seja muito maior (~ 10™*) para nosso trabalho.
4.2 Pressao da radiagao solar

A fonte de for¢a motriz que atua em uma vela solar num veiculo espacial é o mo-
mentum transportado para a vela através da energia radiativa do Sol. A nocao de
que a luz pode empurrar a matéria é bastante incomum nas nossas experiéncia co-
tidiana, mas isto é um mecanismo comum no sistema solar. Um dos exemplos mais
marcante é a beleza das caudas de cometas. Se sabe que os cometas possuem duas
caudas distintas: uma é a cauda de ions que é varrida pelo vento solar, a outra é

uma cauda de poeira que é varrida pela pressao da radiacao solar. Esta pressao da
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radiagao solar é, de longe, o efeito dominante nas velas solares (MCINNES, 1999).

Nesta sec¢ao, uma analise fisica da pressao da radiagao solar sera explorada. Existe
diversas descrigoes fisicas que podem ser consideradas. Neste trabalho usaremos
a abordagem da fisica quintica, que descreve a radiacdo (ou f6étons) como sendo
pacotes de energia. Outras abordagem, como a eletromagnética pode ser encontrada
em (MCINNES, 1999).

4.3 A fisica da pressao da radiagao solar

Seja um féton viajando radialmente para fora do Sol e se chocando com uma vela
solar transferindo momentum. A magnitude do momentum linear transportado por
um féton é dado por

p= (4.1)

E
c
onde F é a energia transportado por um féton dada por £ = hv, em que h é a cons-
tante de Planck dada por 6,626-1073% J /s e v é a frequéncia da onda eletromagnética
(em Hertz). Sabendo que ¢ é a velocidade da luz no vicuo, podemos escrever que a

magnitude do momentum linear de um féton da seguinte forma:

b= ? (4.2)

Para sabermos qual é a variagdo do momentum durante um intervalo At transferido
para uma vela solar, precisamos saber primeiro se o féton é absorvido completa-
mente, refletido completamente, ou refletido parcialmente. Se o fo6ton for totalmente

absorvido pela vela solar, a variacao do momentum linear ¢ dada por

_Ar

C

Ap (4.3)

Se a radiacao for totalmente refletida, a variacdo de momentum linear na vela solar
é dada por:
Ap =2— (4.4)
c

Se a radiagao for parcialmente absorvida ou parcialmente refletida, a variacdo do

momentum linear sobre a vela solar é dada por (BEUTLER, 2005):

AFE
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em que C,. é o coeficiente de refletividade, que possui um valor entre 1 e 2, pois
depende se o material tem uma maior capacidade de absorcao ou se tem a capacidade

maior de reflexao.

A energia absorbida de uma fonte de radiacao de intensidade S por um corpo de

superficie A num intervalo de tempo At é
AE=5-A-At (4.6)

onde S é o fluxo de energia (Energia por unidade de drea por unidade de tempo

[7/(m?s)].

Conhecendo agora a variagao do momentum linear durante um intervalo At podemos
encontrar a forca da radiagao solar transferida para uma vela solar fazendo o uso da

segunda lei de Newton.

Para uma vela solar que absorve 100% da radiagao solar, temos que a magnitude da

forca que atua nessa vela é dada por

_Ap

F==X
At

(4.7)

Conhecendo Ap relacionado a absorcao total dada pela Equacao 4.3 e sabendo que
AFE é dada pela Equacao 4.6, temos que a forca da radiacdo solar que atua numa

superficie parcialmente absorvedora (ou parcialmente refletora) é

S-A

C

F=C, (4.8)

Dividindo a Equacio 4.8 pela Area da superficie absorvedora, podemos encontrar a

pressao da radiagdo solar que é dada por

p-c?
c

(4.9)

Dividindo o fluxo de energia S a uma distancia de 1 U.A. (Unidade Astronémica)
pela velocidade da luz, encontramos que a pressao da radiagao solar é uma constante
dada por (MONTENBRUCK; GILL, 2000)

P, = 4,56316 - 107% N/m? (4.10)
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Sabemos que a aceleracao causada devido a pressao da radiagao solar tem direcao
radial a superficie do Sol, podemos definir a aceleracao que um veiculo espacial de
massa m e area A sofre ao ser perturbada pela pressao da radiacao solar, conforme
mostra a Equagao 4.11

F A ra

Aprs = — = _Crips
m

— 4.11
m (Tsat - 7'301)2 ' ( )

onde 7y é a distancia Terra-Sol, r,,; é o vetor da posicao geométrica do veiculo
espacial em relacao ao centro de massa do sistema binario, s, ¢ o vetor da posicao
geométrica do sol em relagdo ao centro de massa do sistema binario e 7 ¢ o vetor

unitario do sol em relagao ao satélite.

E importante perceber que a aceleracio que uma particula sofre devido a influencia
da pressao de radiacao solar, representada pela Equacao 4.11 nao depende da altura
do satélite acima do Superficie do asteroide. Esta é uma das razoes pelas quais a
pressdo de radiagao solar é a perturbagao dominante nao-gravitacional (BEUTLER,
2005).

Varios autores investigaram a influéncia da pressao da radiagao solar nao sé nos vei-
culos espaciais mas também em particulas de poeira interestelar. Burns et al. (1979)
mostrou que a influencia da pressao da radiagao solar em particulas de poeira muito
pequena (raio < 0,01 gum) nao é significativa. Isto acontece porque particulas muito
pequenas nao sao afetadas pelo momento da radiacao solar, porque o comprimento
de onda de radiacao caracteristica A é relativamente grande (BURNS et al., 1979;
HAMILTON; BURNS, 1992).

4.4 Metodologia

Para este estudo, foram realizados testes numéricos assumindo que o tamanho do
asteroide considerado um dipolo de massa em rotagao (M) é de d = 500 metros.
A distancia entre o asteroide primério mais massivo, assumindo uma forma esférica
(com raio Ry), e o centro de massa do dipolo é de D e mede 3804 metros, como

mostra a Figura 4.1.

A Figura 4.1 mostra os dois asteroides M; e Ms, em que M é considerado um corpo
com formato irregular. Os dois pontos de massa, representados na Figura 4.1 pelos
dois circulos brancos dentro do corpo Ms, representam o dipolo de massa. Esses

pontos brancos de massa sao conectados por uma haste sem massa.
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Figura 4.1 - Imagem representativa do sistema de asteroide estudado.

D
)

O comprimento desta haste é medido calculando a distancia entre os dois pontos de

massa e é considerado constante.

A massa total do sistema é constante e mede 9, 273 x 10'2 kg. O perfodo de translacio
dos corpos primarios em torno do centro de massa do sistema é de 0,686 dias. Esses
valores foram baseados no par de asteroides Alpha — Gamma do sistema triplo
20015 Nag3 (TRACY et al., 2015). Gamma tem a forma de um corpo alongado e
possui movimento sincrono. A escolha desse par de asteroides se justifica devido
a missao brasileira ASTER, que considera a possibilidade de enviar um veiculo
espacial para esse sistema de asteroides (SUKHANOV et al., 2010; PRADO, 2014).
Embora os detalhes deste sistema de asteroides nao sejam o objetivo principal do
presente trabalho, tomamos esse sistema como base para desenvolver um estudo
geral do problema. O presente estudo é realizado variando os valores de cada uma
das massas dos corpos do sistema duplo (M; e M), sem alterar a massa total do
sistema. No primeiro caso, a massa de M; ¢ 99% da massa total do sistema (M;+M,)
e, consequentemente, M, tem uma massa de 1% da massa total do sistema. No
segundo caso, M; possui 90% da massa total do sistema e My 10%. Nos proximos
casos, é feita uma alteracdo de massa de 10%, na qual diminuimos a massa de M,
e aumentamos a massa de M, até que, no ultimo caso estudado, M; tenha 60% da

massa total de sistema e M, 40%.

Iremos analisar a dindmica orbital de um veiculo espacial de massa desprezivel nas
proximidades do corpo secundario. Isso se deve ao fato de que queremos investigar,
nao so a influencia da razao de massa do sistema e da PRS, mas também a influencia
do corpo alongado nessa dindmica. Se considerarmos a particula de massa infinite-
simal muito distante do corpo secundario, a influencia da forma alongada do corpo
menos massivo seria negligenciavel. Com isso em mente, podemos prosseguir com a

metodologia.

Para gerar as condigoes iniciais do veiculo espacial, nés consideramos inicialmente
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o Problema de Dois Corpos, em que queremos determinar os elementos keplerianos
do veiculo espacial em torno do corpo Ms que é modelado como um ponto de massa
em principio. Consideramos como sendo zero a anomalia verdadeira, o argumento
do periastro e a longitude do nodo ascendente. Os tinicos parametros que variamos

foram a inclinacao, o semi-eixo maior e a excentricidade da érbita.

Depois de definir os elementos keplerianos do veiculo espacial em torno de My, nds
convertemos a posicao de elementos keplerianos para o sistema cartesiano, objeti-
vando utiliza-los nas equacoes de movimento. Uma vez estabelecidas as condigoes
iniciais no sistema cartesiano, é feita uma integragdo numeérica incluindo a massa de
M, a forma do corpo Ms e a pressao da radiacao solar. Inicialmente (¢ = 0) os trés

corpos (M, Ms e o Sol) estao alinhados, conforme mostrado na Figura 4.2.

Figura 4.2 - Representacao grafica do sistema estudado.
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Podemos observar na Figura 4.2 que o corpo M, sempre tem a mesma face apontada
para o corpo M. Isso ocorre porque o periodo de translacao de Ms é igual ao periodo

de rotagao em torno de seu proprio eixo.

Na dinamica, considera-se que uma colisao com M; ocorre quando a posicao do
veiculo espacial é menor ou igual ao raio desse corpo. Se a posicao da particula em
qualquer instante for menor que o tamanho de M, (consideramos um didmetro de
500 metros no eixo z e 250 metros no eixo y), teremos uma colisdo. Consideramos
uma Orbita descartada (ejegdo) quando a posi¢ao do veiculo espacial ultrapassa 30

vezes a distancia entre os corpos priméarios.
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4.5 Equagao do movimento centrado no centro de massa do sistema

binario

Neste Capitulo, o sistema candnico de unidades é usado, e significa que: i) A unidade
de distancia ¢ a distancia entre M; e o centro de massa de M, (distdncia D); ii)
Supoe-se também que a massa do corpo M; seja maior que a massa do corpo M.
Em termos matematicos, temos que my > mqy € Mo = Moy + Moo, €M que Mo = Mao.
Consequentemente, a razao de massa é dada por u* = wﬁ, onde pu* = £,
com g sendo a razao de massa usual usada no problema restrito de trés corpos
(SZEBEHELY, 1967; MOLTON, 1960; SANTOS et al., 2017a). Observe que a unidade
de massa é escolhida de modo que a soma das massas seja unitaria; iii) A unidade
de tempo é definida de modo que o periodo translacional dos corpos primarios seja
igual a 27; iv) A constante gravitacional é G = 1 (SZEBEHELY, 1967; MCCUSKEY,

1963).

Nesse problema, assumiu-se que o movimento do corpo de massa desprezivel
P(z,y,z) é governado pelas forgas gravitacionais dos corpos primérios M; e Mo,
mas o corpo com massa infinitesimal nao afeta a dindmica dos primarios. Nas ana-
lises, a pressao da radiagao solar é levada em consideracao. O corpo M, é modelado
como um dipolo de massa em rotacao formado por dois corpos hipotéticos com mas-
sas Moy € Moy, conforme mostrado na Figura 4.3. A distancia entre o corpo mo; €

mag € d = 0,131440 unidade canodnica, o que equivale a 500 metros.

Figura 4.3 - Sistema de coordenadas para o Problema Restrito Sincrono de quatro corpos.

X
m;

(v

Visto a partir do sistema de referéncia centrado no centro de massa do sistema
bindrio, a posi¢ao espacial do corpo de massa infinitesimal é P (x, y, z). As posigoes

espaciais dos corpos de massa mq, mo; € Moy, respectivamente, sao
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xy = —2u* cos(nT),
y1 = —2u" sin(nT),

21:0,

x91 = (1 —d/2 —2u") cos(nT),
yor = (1 —d/2 — 2u*) sin(nT),

291 = 0,

Tog = (1 +d/2 — 2u™) cos(nT),
Yoo = (1 +d/2 — 2u") sin(nT),

299 = 0,

(4.12)

(4.13)

(4.14)

onde n é a velocidade angular dos corpos primarios ao redor do centro de massa

e T é o tempo em unidade candnica. Assim, temos que as equagodes de movimento

de um corpo de massa infinitesimal no plano zy, quando vistas de um sistema de

referéncia inercial, sdo dadas por:

5 Q=2 (z —a1)  pt(r— )

7’% 7’%1
_,u <x g x22) - Pradxa
792
(=2 )y =) 1y —yn)
y=- 3 - 3
1 21
(Y — yo2)
- 3 - Pradya
722
s (=2)(z—2)  pi(z—z)
7”:13 7"5’1
_M(Zig—zm) P
D)

em que

= \/(33 — 1)’ + (Y — )+ (2 — 21)?),

ro1 = \/(-T —x21)? + (Y — y21)* + (2 — 221)?),
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(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)



Tog = \/(CU — 122)% + (Y — y22)? + (2 — 222)?), (4.20)

e Pradz, Prady © Praa- Tepresentam as componentes x, y, e z da aceleragao vetorial
(Prqq) devido & pressao da radiagdo solar (MASAGO et al., 2016; MONTENBRUCK;
GILL, 2000; BEUTLER, 2005). A equagao da pressdo de radiagao solar vetorial é
dada por

A_rs
Prad = _CT%P.S'?T

(4.21)
O valor usado para A nas simulacoes é de 1 m? e a massa é adotada como 100 kg,
entdo A/m = 0,01 m?/kg. Aqui consideramos que o painel solar do veiculo espacial
estd sempre posicionado perpendicularmente aos raios solares. A unidade de me-
dida de P,4q é 0 m/s* (unidade de aceleracio). Para encontrar o valor em unidades
candnicas, nos dividimos a Equagao 4.21 por 3804 metros (distdncia entre os pri-
mdrios) e multiplicamos pelo quadrado do perfodo orbital do sistema ((59270,4)2
segundos) dividido por 27r. N6s consideramos que o Sol esté inicialmente a uma dis-
tancia x5, = 0,4074964 x 10® unidade canonica de distancia do centro de massa do
sistema de asteroide e yg,; = 0. Para integrar o movimento do Sol, nés consideramos

as seguintes expressoes matematicas

.. MSol T Sol 17T Sol
Lso = — = —2,14485 x 10" —— 4.22
Mg 73, 3 (4.22)
¢ M
.. Sol YSol 17 YSol
Sol = — = —2,14485 x 10 4.23
Ysol Mast rgOl rr%()l ( )

em que Mgy = 1,989 x 109, M,y = 9,23 x 10'% € 15y = /2%y + Y2y
4.6 Investigacdo numérica

Os sistemas binarios de asteroides sao bastante interessantes, pois sao sistemas com-
postos por corpos que possuem massas e raios semelhantes. Uma particula colocada
nas proximidades de um sistema binario, por exemplo, sofre perturbacoes comple-
xas, e o entendimento dessas perturbagoes é fundamental para determinar as regioes
onde existem familias de érbitas ao redor do sistema. A determinacao dessas familias
de 6rbitas podem indicar a localizacao de possiveis particulas de poeiras ao redor
do sistema, o que ainda nao pode ser observado através de telescopios. Por outro
lado, uma regiao instavel terda pouca ou nenhuma particula de poeira, portanto é
possivel desconsiderar a possibilidade da existéncia de um corpo ou anéis naquela
regiao. Essas informagdes sao importantes ao planejar uma missao para um sistema

de asteroides, porque as caracteristicas do sistema influenciam as posicoes em que
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o veiculo espacial sera colocado. Existem regioes onde o veiculo espacial estd mais
protegido ou vulneravel aos riscos de colisbes com particula de poeira (ARAUJO et
al., 2012; ARAUJO et al., 2015a). Um estudo foi desenvolvido para encontrar familias
de orbitas nas proximidades de um sistema binério de asteroides, em termos dos ele-
mentos Keplerianos iniciais, dentro de um determinado periodo de tempo e levando
em consideracao os disturbios gravitacionais e a pressao da radiagao solar presente

no sistema. As condigbes iniciais adotadas e os resultados sao descritos a seguir.

Analisaremos as grades das condi¢Oes iniciais em relacdo ao centro de massa do
dipolo de massa em rotacao. Levamos em conta as forcas gravitacionais dos dois
corpos primarios, a forma irregular bem como a rotacao do corpo secundério (menos
massivo) e a pressao da radiagao solar. Para construir as grades, nés consideramos
inicialmente o veiculo espacial em uma orbita em torno de M, conforme explicado na
Secao 4.4. Os unicos parametros que alteramos foram a inclinacao, a excentricidade
e o semi-eixo maior. Neste estudo, analisamos érbitas planares diretas (inclinagao
zero) e Orbitas retrogradas (inclinagoes de 180 graus). N6s variamos a excentricidade
de e = 0 até e = 0,99, no passo de 0,01. O semi-eixo maior do veiculo espacial varia
de ap = 500 metros (distdncia entre My e My até ay, em que ay é a regiao Hill
(ARAUJO et al., 2008) do dipolo de massa em rotagao, com a adi¢gdo de uma margem

extra de 50 metros além da regidao de influéncia, conforme mostra a Equacao 4.24

ay = Ty + 50 (4.24)
em que rg;; € dada por
. 2m2
THil =T 3y ( )

onde r é a distancia entre os corpos primarios (3804 metros), e mg € my sdo as
massas dos corpos My e M, respectivamente, em kg. Observe através da Equagao
4.25 que a esfera de influéncia depende da massa dos corpos priméarios. Entao, para
cada condicao inicial com uma dada massa para o dipolo, a esfera de influéncia
também serd diferente e as variagoes das condigoes iniciais do semi-eixo maior serdo

alteradas.

O tempo total de integragao é de 500 unidades candnicas do sistema analisado, o que
equivale a aproximadamente 1 ano. O periodo orbital em torno do centro de massa
do sistema de asteroide que estamos analisando ¢ de 0,686 dias. Para realizar as
integragoes numéricas, o método Runge-Kutta 7/8 (de passo varidvel) é usado com

um intervalo de tempo de 0,01 unidade canonica. Durante as integracoes, acompa-
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nhamos as particulas que colidiram com qualquer um dos corpos, as particulas que
foram ejetadas do sistema e as particulas que sobreviveram durante o tempo de inte-
gracao. A Figura 4.4 (6rbitas diretas) e a Figura 4.5 (érbitas retrégradas) mostram
os resultados e consideram uma grade de condig6es iniciais (com rela¢ao ao primario
menos massivo) como uma func¢do do semi-eixo maior e a excentricidade do veiculo
espacial. Lembrando que o semi-eixo maior e a excentricidade sao em relacao ao cen-
tro de massa de M,. O codificado de cores indicam o tempo que a particula sobrevive
para cada condicdo inicial. A pressao da radiagao solar é levada em consideragao.
Podemos ver no topo do lado esquerdo que ha uma regiao em branco. Nessa regiao,
as condicoes iniciais do veiculo espacial estao dentro do corpo M,, portanto elas nao
tém nenhum significado fisico. Podemos notar que a vida 1til do veiculo espacial é
muito baixa (apenas um periodo orbital do sistema) quando consideramos a massa
do primério menos massivo sendo 1% da massa total do sistema. Isso ocorre porque
a massa do corpo M, é pequena (apenas 1% da massa total do sistema); portanto, a
esfera de influéncia desse corpo também é pequena (menos que o dobro do tamanho
do corpo M;). Como consequéncia, o veiculo espacial é lancado muito préximo do
corpo M, fazendo com que seja rapidamente capturado. As orbitas que possuem
um alto valor do semi-eixo maior e uma baixa excentricidade sdo orbitas que duram
mais, porque iniciam suas trajetérias mais distantes do corpo M, sendo necessario

percorrer uma distancia maior até a colisao.

Figura 4.4 - Tempo de vida 1util na regiao préxima a My (orbitas diretas). O diagrama
mostra a evolugdo do tempo de vida da 6rbita em funcéo de a e e. Massa de
M; = 99% e massa de My = 1% da massa total do sistema. A pressao da
radiacdo solar esta incluida.
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Figura 4.5 - Tempo de vida 1til na regido préxima a My (orbitas retrégradas). O diagrama
mostra a evolugao do tempo de vida da érbita em funcao de a e e. Massa de
M; = 99% e massa de My = 1% da massa total do sistema. A pressao da

radiacdo solar esta incluida.
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As Figuras 4.6 e 4.7 mostram algumas trajetérias das Orbitas diretas e retrogra-
das, respectivamente, quando consideramos a pressao da radiagao solar e o corpo

secundario (Ms) tem 1% da massa total do sistema.

Figura 4.6 - Tempo de vida 1til na regido préxima a My (orbitas diretas)e duas trajetérias
para uma compreensao mais clara do movimento do veiculo espacial. A pressao

da radiacao solar esta incluida.
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Figura 4.7 - Tempo de vida 1til na regido préxima a My (orbitas diretas)e duas trajetérias
para uma compreensao mais clara do movimento do veiculo espacial. A pressao
da radiacdo solar estd incluida.
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Depois de usar uma razao de massa semelhante aos corpos Alpha — Gamma do
asteroide 20015 Nog3, modificamos as massas dos primarios, para ver os efeitos desse
parametro. Como ja mencionado, manteremos a massa total do sistema no valor
9.273 x 10'2 kg. No entanto, faremos uma analise considerando que 90% da massa
total do sistema pertence a M; e 10% da massa total do sistema pertence a M,
(dipolo de massa em rotagao). A razao de massa é u* = 0,05. A ordem de magnitude

da massa do corpo M, é 10! kg.

A pressao da radiacao solar faz com que o veiculo espacial seja empurrado para
M (devido a posigao inicial do Sol e do veiculo espacial). Como o veiculo espacial
comega com as condigdes iniciais muito préximas de My (como mencionado), esse
“empurrao” da pressao da radiagao solar faz com que o veiculo espacial colida mais
rapidamente com o corpo Ms. Isso significa que a pressao da radiacao solar reduz a
vida util das 6rbitas, neste caso. As Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b) mostram a vida Ttil
do veiculo espacial em funcdo do semi-eixo maior e da excentricidade das érbitas
iniciais, para exemplificar esse efeito. Na figura 4.8 (a) a pressao da radiagao solar
nao ¢é levada em consideragdo e na Figura 4.8 (b) a pressao da radiagao solar é

incluida na simulagao.

Nas Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b), o semi-eixo maior ¢ diferente dos mostrados nas Figuras
4.4 e 4.5, porque na situagdo mostrada nas Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b) M, possui uma

massa maior, o que torna sua regiao de influéncia maior.
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Figura 4.8 - Tempo de vida na regido proxima a My (6rbitas diretas). O diagrama mostra
a evolucao da vida util da érbita em funcdo de a e e. Massa de M; = 90%
e massa de My = 10% da massa total do sistema. (a) Orbitas diretas. Sem
pressao da radiagao solar. (b) Orbitas diretas. Com pressio da radiacio solar.
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Quando a massa de M, é maior, as orbitas proximas a este corpo tém uma forca
gravitacional mais intensa de Ms, fazendo o veiculo espacial colidir com o corpo
rapidamente. As orbitas com o semi-eixo maior proximo a extremidade da regiao
de influéncia de Ms sao o6rbitas que duram mais. As orbitas diretas que sobrevivem
durante a integragdo numérica na Figura 4.8 (a), por p* = 0,05, sdo trajetorias
que orbitam o centro de massa do sistema. Nenhuma oérbita direta foi encontrada

orbitando em torno de M,.

Pode ser visto na Figura 4.8 (b) que, quando a pressdao da radiagdo solar é levada
em consideracao no modelo, as 6rbitas duram um tempo de 80 unidades candnicas,
aproximadamente 3,5 meses. A pressao da radiacdo solar aumenta a excentricidade
da oOrbita e o raio do periapsis se torna menor, fazendo com que o veiculo espacial se
aproxime do dipolo e colida com ele. Observe também que, devido ao aumento da
excentricidade, o apoapsis da érbita também aumenta, fazendo com que o veiculo

espacial colida com o corpo M; com mais frequéncia ou ejete do sistema.

As Figuras 4.9 mostra algumas trajetorias das orbitas diretas quando consideramos
a pressao da radiagdo solar e o corpo secundario (Ms) tem 10% da massa total do
sistema. A orbita de cor azul, onde o semi-eixo maior inicial vale 1300 metros e a
excentricidade vale 0, a orbita é uma espiral se afastando do sistema. Por questao

de escala, nao plotamos a trajetoria completa.
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Figura 4.9 - Tempo de vida 1til na regido préxima a My (orbitas diretas)e trés trajetérias
para uma compreensao mais clara do movimento do veiculo espacial. A pressao
da radiagao solar esta incluida.
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As Figuras 4.10 (a) e 4.10 (b) fornecem informacoes a respeito do destino final da
particula em relagao as Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b), respectivamente, isto é, ela informa
em quais condig¢oes iniciais o veiculo espacial colide com M;, com M,, sobrevive
durante o tempo total de integracao ou ejete do sistema. As regioes de cor vermelha
nas Figuras 4.10 (a) e 4.10 (b) indicam que a particula colidiu com o primario menos
massivo (Ms). A regido de cor azul indica que a particula colidiu com M. As regioes
amarelas indicam que a particula foi ejetada do sistema e a regido negra mostra as

condicoes iniciais em que a particula sobrevive por todo o tempo de integracao.

Podemos ver que, na Figura 4.10 (a), para o semi-eixo maior de 1200 metros e
excentricidade abaixo de 0,1, as 6rbitas sobrevivem (cor preta) em torno do sistema,
ou escapam (cores amarelas) do sistema. Cada ponto de cor nas grades de condigao
inicial possuem trajetorias em torno do sistema binario de asteroide, e é notavel que
uma pequena varia¢ao na condic¢ao inicial pode fazer com que o satélite se aproxime
mais ou menos de um dos primarios. Podemos ver, na Figura 4.11, o corpo mais
massivo mostrado em rosa, o corpo My, com uma forma de dipolo em massa e duas
6rbitas. A orbita vermelha tem um semi-eixo maior inicial de 1255 metros e uma
excentricidade de 0,01. A 6rbita azul tem um eixo semi-eixo maior inicial de 1255

metros e uma excentricidade de 0,02.

93



Figura 4.10 - Orbitas diretas. Regido de colisdo com M, (azul), regido de colisdo com Mo
(vermelho) e regides de ejegdo do sistema (amarelo). A regido branca é a
regiao dentro de M. Massa de M; = 90% e massa de My = 10%.(a) Orbitas
diretas. Sem pressao da radiacio solar. (b) Orbitas diretas. Com pressio da
radiacdo solar.
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Figura 4.11 - Orbita ejetada do sistema (cor azul) e 6rbita sobrevivente (cor vermelha). A

pressao da radiacio solar ndo é levada em consideragao.
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Podemos ver, na Figura 4.11, que as duas orbitas sdo inicialmente sobrepostas,

mas com o passar do tempo (devido & sensibilidade do sistema) elas se afastam

gradualmente. Em um dado instante, a 6rbita azul estd mais proxima dos corpos

primérios (regido destacada na figura por um circulo preto), fazendo com que a érbita
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ganhe energia e seja ejetada do sistema. Por outro lado, a érbita vermelha nao esté
muito proxima dos primarios, ou seja, nao ha ganho de energia e, portanto, o satélite
permanece orbitando o sistema durante toda a integracao numérica. Vale lembrar
que as duas oOrbitas sao diretas e que a perturbacdo devido a pressao da radiagao
solar nao esta sendo considerada. Por outro lado, quando consideramos a pressao
da radiagao solar, podemos observar através da Figura 4.10 (b) que nenhuma érbita
sobrevive por toda integracao numérica, devido ao efeito da pressdo da radiagdo
solar fazer com que o veiculo espacial, escape do sistema ou colida com um dos

corpos primarios.

As Figuras 4.12 (a) e 4.12 (b) sao analisadas de maneira semelhante as Figuras 4.8
(a) e 4.8 (b) e também tém as mesmas condicoes iniciais. A diferenga é que, nas

Figuras 4.12 (a) e 4.12 (b), as dérbitas sdo retrogradas.

Figura 4.12 - Tempo de vida na regido préxima a My (érbitas retrogradas). O diagrama
mostra a evolugdo da vida 1util da érbita em fungdo de a e e. Massa de
M; = 90% e massa de My = 10% da massa total do sistema. (a) Orbitas
retrégradas. Sem pressdo da radiacdo solar. (b) Orbitas retrégradas. Com

pressao da radiacao solar.
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Os resultados numéricos mostram que existe uma regiao mais ampla de érbitas

retrégradas que sobrevivem mais tempo quando comparadas as orbitas diretas.

Observamos que nenhuma trajetéria foi encontrada (tanto nas simulagoes em que a
pressao da radiagao solar nao foi considerada quanto nas em que foi considerada)
que orbitava o corpo menos massivo em Orbitas diretas. Por outro lado, todas as
6rbitas retrégradas que sobreviveram por 500 periodos orbitais na Figura 4.12 (a)

permanecem em torno do corpo menos massivo (M;). Todas as drbitas que nao
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sobrevivem por toda a integracao numérica sao regioes onde a particula colide com
Ms.

E possivel ver, na Figura 4.12 (b), que quando a pressao da radiagao solar é levada
em consideragao, as 6rbitas nao duram um ano (500 unidades canonicas). Mas elas
sobrevivem por mais tempo em relagao as érbitas diretas mostradas na Figura 4.8

(b) (pressao de radiagao solar incluida).

A influéncia da pressao da radiagdo solar aumenta a intensidade das perturbagoes
que afetam as oOrbitas, resultando em uma maior frequéncia de colisdes com os cor-
pos primdrios. Orbitas que inicialmente tém o semi-eixo maior acima de 1050 e
excentricidade abaixo de 0,02 sao 6rbitas que colidem com M;. As demais condigoes

mencionadas na Figura 4.12 (b) fazem com que a particula colida com M.

E notével que, quando a pressio da radiacdo solar ¢ levada em consideracéo (nas
Figuras 4.8 (b) e 4.12 (b)), tanto em érbitas diretas quanto em retrogradas, as par-
ticulas deixam de sobreviver durante todo o tempo de integragao numérica, quando

consideramos a razao de massa de p* = 0, 05.

Percebemos que a inclusao da pressao de radiagao solar nas simula¢oes causa uma
diferenca consideravel nos resultados obtidos. Assim, é necessario usar a pressao da
radiagao solar em estudos envolvendo sistemas com massas pequenas, como no caso
de asteroides e cometas. A partir deste ponto, mostraremos apenas os resultados
levando em consideracao a pressao da radiacao solar, uma vez que essa é uma forca

importante que esta sempre presente na dinamica.

Variando as massas dos corpos, mas mantendo constante a massa total do sistema
(9.273 x 10'? kg), podemos estudar a influéncia desse pardmetro. Agora, fazemos
uma analise considerando que 80% da massa total do sistema pertence a M; e 20%
da massa total do sistema pertence a M;. Novamente, nesta analise, o sistema de
coordenadas esta centrado no centro de massa do corpo menos massivo. A ordem

de magnitude da massa de M, é 102 kg e a razao de massa é u* = 0,1

As Figuras 4.13 (6rbitas diretas) e 4.14 (6rbitas retrogradas) mostram uma grade de
condicoes iniciais que relacionam a excentricidade, o semi-eixo maior e a vida ttil

das orbitas.

Podemos ver, na Figura 4.13, que nenhuma o6rbita direta sobrevive por um ano

quando levamos em consideracao a pressao da radiacao solar.
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Figura 4.13 - Tempo de vida na regido préxima a My (érbitas diretas). O diagrama mostra
a evolucdo da vida 1til da érbita em funcéo de a e e. A massa é de My = 80%
e a massa de My = 20% da massa total do sistema. Pressio de radiacao solar
esta incluida.
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Embora essas dérbitas nao sobrevivam a todo o tempo de integragao, elas duram
mais tempo em comparacao com as simulagoes anteriores. Isso ocorre porque a forca
gravitacional de M, aumenta, governando com maior intesidade a dinamica de um
veiculo espacial na sua vizinhanca consequentemente, fazendo com que a particula
sobreviva por mais tempo em torno de M,. A partir disso, podemos deduzir que, a
medida que aumentamos a massa do corpo secundario, mais orbitas permanecerao
por mais tempo na vizinhanca do asteroide e, possivelmente, podemos encontrar
orbitas diretas ao redor do corpo menos massivo quando mesmo quando levadas em

consideracao a pressao da radiagao solar.

Por outro lado, algumas regioes de érbitas retrogradas que sobrevivem por um ano
comecam a aparecer na vizinahnca do semi-eixo maior de 1000 metros e baixas

excentricidades, como mostra a Figura 4.14.

A medida que aumentamos a massa de Ms, os tempos de sobrevivéncia das érbitas

também aumentam.

Podemos observar que existem regioes em que érbitas retrogradas sobreviveram por
pelo menos 1 ano, enquanto nenhuma orbita direta sobrevive por toda a integragao
numérica. Essas regides, onde as orbitas retorgrada sobrevivem e as diretas nao,
sao muito importantes na aplicacao da astrodindmica quando se trata de missoes

espaciais.
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Figura 4.14 - Tempo de vida na regido préxima a My (6rbitas retrégradas). O diagrama
mostra a evolugdo da vida 1util da érbita em funcéo de a e e. A massa de
M; = 80% e massa de My = 20% da massa total do sistema. Pressao de
radiacdo solar esta incluida.
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As oOrbitas diretas sdo mais populares em relagao a existéncia de particulas espacial
(uma vez que a maioria dos corpos celestes orbitam em Orbitas diretas), enquanto
que, por outro lado, d6rbitas retrogradas dificilmente ocorrem naturalmente. Assim,
as regioes onde as drbitas diretas nao sobrevivem e as drbitas retrogradas sobrevivem
sdo Otimas opgoes para um veiculo espacial ser colocado, porque nessas regioes a
probabilidade de existéncia de particulas espacial com tamanho consideravel (r >
0,01 x m) colidir com o veiculo espacial é quase nula. Além disso, é possivel que um

satélite seja colocado em uma Orbita retrégrada para observar o corpo em estudo.

As Figuras 4.15 e 4.16 mostram algumas trajetérias das orbitas diretas e retrogra-
das, respectivamente, quando consideramos a pressao da radiagao solar e o corpo

secundério (M) tem 20% da massa total do sistema.

As grades de colisao referentes as Figuras 4.13 e 4.14 sao mostradas nas Figuras 4.17
e 4.18, respectivamente. Podemos ver, nas Figuras 4.17 e 4.18, que a influéncia da
pressao da radiacao solar faz com que o veiculo espacial colida com maior frequencia
com oS corpos primarios ou faz com que uma particula escape mais rapidamente
do sistema. A medida que os tempos de sobrevivéncia das drbitas aumentam, a
pressao da radiacao solar permanece atuando por mais tempo, causando distturbios
no veiculo espacial, tornando a érbita cadtica e fazendo com que o veiculo espacial
escape (regides amarelas nas figuras) ou colida com um dos corpos principais (azul

e regides vermelhas).
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Figura 4.15 - Tempo de vida 1til na regido préxima a My (orbitas diretas)e duas trajeté-
rias para uma compreensao mais clara do movimento do veiculo espacial. A
pressao da radiacio solar esta incluida.
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Figura 4.16 - Tempo de vida 1til na regidao préxima a My (orbitas diretas)e duas trajeto-
rias para uma compreensio mais clara do movimento do veiculo espacial. A
pressao da radiacao solar estd incluida.
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Figura 4.17 - Orbitas diretas. Regido de colisdo com M; (azul), regido de colisdo com My
(vermelho), 6rbitas que sobreviveram por 500 unidades canonicas (preto)
e regides de ejecdo do sistema (amarelo). Pressdo de radiagdo solar esta
incluida. A regido branca é a regido dentro de Ms. Massa de M7 = 80% e
massa de My = 20%.
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Figura 4.18 - Orbitas retrégradas. Regido de colisdo com M, (azul), regido de colisio com

My (vermelho),

érbitas que sobreviveram por 500 unidades candnicas (preto)

e regidves de ejecao do sistema (amarelo). Pressdo de radiacdo solar estd
incluida. A regiao branca é a regido dentro de Msy. Massa de M7 = 80% e
massa de My = 20%.
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Agora vamos fazer uma andlise considerando que 70% da massa total do sistema
pertence a M; e 30% da massa total do sistema pertence a Ms. A razdo de massa
neste caso é p* = 0,15. Novamente, as grades das condigoes iniciais tém o sistema
de referéncia no centro de massa do corpo menos massivo. As Figuras 4.19 (érbi-
tas diretas) e 4.20 (érbitas retrogradas) mostram grades de condigoes iniciais que

relacionam a excentricidade, o semi-eixo maior e a vida 1til das orbitas.

Figura 4.19 - Orbitas diretas. Regido de colisdo com M; (azul), regido de colisdo com Mo
(vermelho), 6rbitas que sobreviveram por 500 unidades candnicas (preto)
e regides de ejecdo do sistema (amarelo). Pressdo de radiacdo solar estd
incluida. A regiao branca ¢é a regiao dentro de Msy. Massa de M; = 70% e

massa de My = 30%.
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Devido a maior massa do corpo My, em comparagao aos casos anteriores, ¢ possivel
encontrar regioes onde érbitas diretas e retrogradas sobrevivem pelo tempo de inte-
gragao numérica. Observe que, pela primeira vez, foram encontradas regides onde as
orbitas diretas sobrevivem por 1 ano em torno do priméario menos massivo. Isso foi
previsto, como ja mencionado, devido ao fato de que a forca gravitacional do corpo
menos massivo ser maior, em relagdo aos casos anteriores, fazendo com que passe a
existir regioes em que € possivel colocar um veiculo espacial em orbita do corpo M,
que durem por, pelo menos, um ano. Regides em que as 6rbitas sobrevivem por todo
tempo de integracao se tornam cada vez maiores nas Orbitas retrogradas, quando

comparada aos casos anteriores.

A Figura 4.21 mostra algumas trajetorias das orbitas diretas quando consideramos
a pressao da radiagao solar e o corpo secundério (M) tem 30% da massa total do

sistema.
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Figura 4.20 - Orbitas retrégradas. Regido de colisdo com M, (azul), regiao de colisdo com

My (vermelho), as Orbitas que sobreviveram por 500 unidades candnicas
(preto) e regides de ejecdo do sistema (amarelo). Pressdo de radiagdo solar
estd incluida. A regido branca é a regiao dentro de Msy. Massa de M7, = 70%
e massa de My = 30%.
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Figura 4.21 - Tempo de vida 1til na regido préxima a My (orbitas diretas)e duas trajeto-
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As Figuras 4.22 e 4.23 mostram as grades de colisao de 6rbitas diretas e retrégradas

referentes as Figuras 4.19 e 4.20, respectivamente.

Figura 4.22 - Orbitas diretas. Regido de colisdo com M; (azul), regido de colisdo com My
(vermelho), as érbitas que sobreviveram por 500 unidades canonicas (preto)
e regides de ejecdo do sistema (amarelo). Pressdo de radiagdo solar esta
incluida. A regido branca é a regido dentro de Ms. Massa de M7 = 70% e

massa de My = 30%.
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Figura 4.23 - Orbitas retrégradas. Regido de colisdo com M; (azul), regido de colisio com
My (vermelho), as érbitas que sobreviveram por 500 unidades candnicas
(preto) e regides de ejecdo do sistema (amarelo). Pressdo de radiagao solar
estd incluida. A regido branca é a regiao dentro de Ms. Massa de My = 70%
e massa de Mo = 30%.
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Através das condigoes iniciais para colisdes das Figuras 4.22 e 4.23, podemos en-
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contrar o destino final do veiculo espacial na érbita retrégrada. As regides negras
indicam as érbitas que sobreviveram por um ano. Essas regides sao areas onde uma
particula orbita o corpo menos massivo. As regides em vermelho sao locais onde o
veiculo espacial colide com M,. As regioes em azul sao regides em que o veiculo
espacial colide com M. As regioes em amarelo sao regides onde o veiculo espacial
é ejetado do sistema e, finalmente, as regides em preto sao regioes em que o veiculo
espacial orbita M,. Percebemos que, um alto valor do semi-eixo maior, aumenta
a chance da espagonave nao sobreviver por toda integracao numérica. Isso ocorre
porque o veiculo espacial estda mais distante de M,, em regioes onde a atragao gravi-
tacional de M5 é menor. Por esse motivo, o efeito da pressao de radiacao solar e M;
no veiculo espacial se torna mais significativo. Devido a sensibilidade do sistema,
essas forcas perturbadoras puxam o veiculo espacial para préximo de Ms, fazendo

com que colida com o segundo primério ou ejete do sistema.

Finalmente, analisando um sistema em que 60% da massa total estd concentrada no
corpo My e 40% da massa total do sistema estd concentrada no corpo Ms, temos
as grades das condigoes iniciais de vida util mostradas nas Figuras 4.24 (érbitas
diretas) e 4.25 (Orbitas retrégradas). A razao de massa, neste caso, é u* = 0,2. A

ordem de magnitude da massa de M, é 102 kg.

Figura 4.24 - Tempo de vida na regido proxima a Ms (direciona érbitas). O diagrama
mostra a evolucdo da vida 1util da 4érbita em funcdo de a e e. Massa de
M; = 60% e massa de My = 40% da massa total do sistema. Pressao de
radiacdo solar estd incluida.

08 T T T T T T T T 500
)
0.7 5]
L] 400 2
06 ©
L
s g
T o5 3
=Re L1300 g
&)
=04 =
E 5=
g R
U 02 o)
100 En
0.1 %
—~

(=]

600 1000 1400 1800 2200
Semi-eixo maior (m)

104



Figura 4.25 - Tempo de vida na regido préxima a My (6rbitas retrégradas). O diagrama
mostra a evolucao da vida 1til da d6rbita em funcdo de a e e. Massa de
M; = 60% e massa de My = 40% da massa total do sistema. Pressao de
radiacdo solar esta incluida.
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As grades de condicao inicial que mostram o tempo de sobrevivéncia do veiculo
espacial quando consideramos a razao de massa de p* = 0,2 (ou seja, 40 % da massa
total do sistema estd localizada em M;), assemelham-se as grades das condigoes
iniciais mostradas no caso anterior (u* = 0,15). A diferenca é que, no ultimo caso,
as regides das orbitas que sobrevivem por todo o tempo da integracao numérica se
tornam maiores (regides do vermelho nas Figuras 4.24 e 4.25). Isso se deve ao fato
do campo gravitacional de M, ser maior nesta ultima situagdo, o que aumenta a

chance de encontrar érbitas que sobrevivam.

As grades de colisdo do ultimo caso se assemelham as grades de colisao mostradas
nas Figuras 4.22 e 4.23. Somente as regides de escape (amarelo) e colisdes com M,

(azul) tornam-se levemente maiores para a razao de massa pu* =0, 2.
4.7 Consideracgoes

Investigamos érbitas de uma particula em torno de um sistema bindrio de asteroides.
O asteroide mais massivo foi considerado esférico e o segundo asteroide (menos mas-
sivo) foi modelado como um dipolo de massa em rotagdo. Uma série de integragoes
numéricas foram feitas para todos os modelos adotados, levando em consideragao
a forca gravitacional dos dois corpos e a pressao da radiagao solar. Uma grade de
condicoes iniciais foi estabelecida em funcao do semi-eixo maior e da excentricidade

para verificar a vida 1til e, consequentemente, a instabilidade das orbitas de uma
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nave espacial posicionada nas proximidades de um sistema binario de asteroides.

Quando 99% da massa do sistema foi atribuida ao corpo esférico (M;), nenhuma
orbita sobreviveu por 1 ano em torno do primario menos massivo. Isso ocorre devido
ao fato da particula estar posicionada muito préximo de M, fazendo com que a

particula seja rapidamente capturada pela atragao gravitacional desse corpo.

Apés essa anélise, verificamos o comportamento do sistema assumindo 90% da massa
do sistema em M; (mais massivo) e 10% da massa total do sistema em M,. Nesta ana-
lise, foi possivel encontrar érbitas retrégradas que sobrevivem por um ano (quando
a pressao da radiacdo solar nao é levada em considera¢ao) em torno de M, (dipolo
de massa em rotagao). Por outro lado, érbitas diretas com um semi-eixo maior alto e
baixa excentricidade também sobrevivem a todo o tempo de integragao nimerica (1
ano), mas neste caso o veiculo espacial orbita o centro de massa do sistema M; — M.
Percebemos que o sistema é muito sensivel, onde uma pequena mudanca nas condi-
¢Oes iniciais pode fazer com que o veiculo espacial se aproxime dos corpos primérios,
receba energia e ejete do sistema. As érbitas nao sobreviveram por toda a integragao
numérica quando a pressao da radiacao solar é levada em consideracao, fazendo com
que as orbitas colidam rapidamente com M, ou M; ou escapem do sistema. Assim,
foi possivel mostrar a importancia de levar em consideracao a pressao da radiagao
solar ao investigar érbitas em torno de um sistema binario de asteroides com uma
massa total de 9.273 x 10'2 kg quando o sistema bindrio de asteroide estd préximo
ao Sol (perihelio do asteroide < 1 U.A).

Encontramos érbitas instaveis que colidem com M, onde instaveis queremos di-
zer que as oOrbitas nao sobrevivem por toda integracdo numeérica. Observamos que
quando a pressao da radiagao solar é levada em consideragao, ela aumenta o raio
do apogeu da orbita, fazendo com que a particula deixe a d6rbita em torno de M,
e colida com M;. Este tipo de orbita também ¢é interessante. Uma aplicagdao de al-
gumas dessas orbitas podem ser usadas para observar My por um curto periodo de
tempo e depois transferir naturalmente o veiculo espacial para observar M;. Ao se
aproximar de M, seria necessario usar um propulsor para fazer o veiculo espacial

orbitar esse corpo, em vez de colidir com ele.

Percebemos que a medida que aumentamos a razao de massa do corpo em que
desejamos orbitar, consequentemente maior se torna a forca gravitacional capaz de
manter um veiculo espacial em torno desse asteroide, ou seja, sua forca gravitacional
supera em varias ordem de grandeza as perturbacoes provenientes de outros corpos

celestes (no nosso caso, PRS e M), com isso é possivel encontrar uma regiao maior
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de orbitas que sobrevivem por toda integra¢ao numeérica.

Encontramos algumas orbitas que nao sobrevivem por um ano de integragao em
orbitas diretas, mas permanecem em 6rbita ao considerar 6rbitas retrogradas. Essas
regides nas quais as orbitas retrogradas sobrevivem e as diretas nao sobrevivem
sao indicagoes de locais onde o veiculo espacial poderia ser posicionado em uma
missao espacial, porque ¢ uma regiao que possivelmente vazia de grandes particulas,

reduzindo assim a chance do veiculo espacial colidir com um corpo espacial.

A medida que aumentamos a massa de M, maior é a sua forca gravitacional capaz de
manter uma particula ao seu redor. Portanto, existem mais érbitas que sobrevivem
por toda integracao numérica. Isto é, sua forga gravitacional supera os distirbios da

pressao da radiagao solar e a atragao gravitacional do primério mais massivo.

E possivel observar nas figuras que, com um semi-eixo maior alto, aumenta a chance
da acao da pressao da radiacao solar puxar a particula para fora da érbita em torno

de M,, fazendo com que colida com M; ou escape de o sistema.
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5 PONTOS DE EQUILIBRIO EM TORNO DE UM SISTEMA TOTAL-
MENTE SINCRONO

Este Capitulo é um estudo mais geral, quando comparada com os Capitulos anterio-
res, pois aborda as equagoes do movimento do problema restrito totalmente sincrono
de quatro corpos (PRTS4C) para representar a forca gravitacional na vizinhanga de
um sistema binario sincrono de asteroides, onde os dois corpos primarios sao consi-
derados como corpos alongados irregulares. Este trabalho foi baseado na classe de

asteroides tipo B.

O trabalho desenvolvido neste Capitulo foi apresentando no International Congress
of Mechanical Engineering (COBEM) ocorrido em Curitiba, na cidade do Parand
(BR), 2017, e publicado nos anais no Procceedings of the 24th ABCM International

Congress of Mechanical Engineering.
5.1 Introducao

O modelo adotado aqui assume que os dois asteroides do sistema binario sao mo-
delados como um dipolo de massa em rotagao, com o objetivo de representar um
corpo natural alongado. Santos et al. (2017a) investigaram os pontos de equilibrio
e suas respectivas curvas de velocidade zero de um sistema binario de asteroides,
considerando o problema restrito sincrono de quatro corpos, em que um dos asteroi-
des foi considerado uma massa pontual e o segundo asteroide (menos massivo) foi
considerado um dipolo de massa em rotagao (asteroide do tipo A). Este trabalho é
uma continuagao do trabalho de Santos et al. (2017a), onde investigamos as equa-
¢oes de movimento em um sistema bindrio de asteroide totalmente sincrono (classe
de asteroide do tipo B). Isto significa que os dois asteroides sao modelados como
dipolo de massa em rotacao, e que o periodo de rotagao dos asteroides em torno do
proprio eixo é igual ao periodo de translacao dos dois asteroides em torno do centro

de massa do sistema.
5.2 Dinamica do sistema

O problema restrito de quatro corpos totalmente sincrono tem o objetivo de des-
crever a dindmica de uma particula de massa infinitesimal (P) que se move sob a
influéncia do campo gravitacional de dois outros corpos massivos alongados (M; e
M) que orbitam em torno do centro de massa do sistema. A unidade de distancia é
normalizada pela distancia do centro de massa do corpo M; para o centro de massa

do corpo M,. Os dois corpos primarios sao modelados como um dipolo de massa
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em rotagao, ou seja, cada corpo primario é formado por dois corpos hipotéticos com
massas mj; € myo (para o corpo Mp) e my; € may (para corpo M), como mostra a

Figura 5.1.

Figura 5.1 - Imagem representativa da forma geométrica do sistema em estudo (fora de

escala).
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A razao de massa é dada por

% mao1
w= . (5.1)
mi1 + M2 + Moy + Maog

Em termos de unidades canonicas, as massas dos corpos sao dadas por
mi = (1 —2u")/2,
mig = (1 —2p")/2,
ma = u'/2,
Moos — IU*/Q
Os corpos primarios estao localizados no eixo z, cujas coordenadas sao dadas por
T11 = —2/,L* - d1/2, (52)
T = —2/L* -+ d1/2, (53)
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T = 2" —do/2 + 1,

Too = —2/,6* + d2/2 + 1.

(5.4)

(5.5)

Aqui d; é a distancia entre o ponto de massa my; até o ponto de massa mys (dimensao

de M) e dy é a distancia do ponto da massa ms; até o ponto da massa msy (dimensao

de Ms;). As equagoes de movimento da particula de massa infinitesimal, quando

vistas de um sistema de referéncia girante, sdo dadas por

T — 2y =y,
i+ 25 = Q,,
é:Qm

onde ) > {9 -
x+ o * _ * * *
P A e A e A
2 2r1y 2r19 o1 T2

com

r = [(x —211), y, 07,
ro = [(x — 212), y, 0%,
o1 = [(x — 721), y, 0],

oy = [(z — m22), y, 0],

(5.9)

(5.10)
(5.11)
(5.12)

(5.13)

em que 2, €, e (), sao os derivadas parciais de {2 em relagao a z, y e z, respecti-

vamente.

Na forma de primeira ordem, as equacoes de movimento sao

T = Uy,
Y = Uy,
Z =y,
— 3 3 3 3 9
Uy = —M11T11 /T — Ma2T12/T9 — Ma1Ta1 /Ty — Maslas/Tay + T + 20y,
S 3 3 3 3
by = —mny /1) — Mgy /Ty — M1y /Ty — M2y [Thy + Y — 20y,
. 3 3 3 3
U, = —Mm12/7T]] — M12z/Tiy — Mo12/T5 — Moz /Ths,

(5.14)

ou simplesmente X = f(x, u*), em que x = (x, y, 2, Uy, vy, v;) é 0 estado e f é a

funcao com valor vetorial de seis dimensoes dada pelo lado direito da Equacao 5.14.
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O PRACTS possui cinco pontos de equilibrio, x;, onde f(z;, u*) = 0,7 =1, ..., 5.
Eles sao rotulados aqui como L;. Os pontos de equilibrio que estao localizados no
eixo x sao chamados de colineares. Estes sao Ly, Lo e L3. Por outro lado, os pontos
de equilibrio no plano xy sdo os pontos Ly e Ls. Todos os pontos de equilibrio

encontrados com este modelo existem no plano zy.

O PR4CTS admite uma integral de movimento, que é dada por,

1—2u* 1—2u*
J(Xnu*?dl?d?) = ( a ) + ( ~ )
\/(m+2,u*—|—d1/2)2+y2—|—22 \/(a:+2,u*—d1/2)2—|—y2+22

1 p
_|._

\/(x+2u* +dy/2 —1)2 4+ Y%+ 22 \/(a;'+2u* —dy/2 —1)2 + y? + 22

+(2? + 7)) — (02 + V] +02).

(5.15)

Observe que J ¢ uma funcao que depende do estado da particula, da razao de massa
do sistema e da dimensao dos corpos primarios alongados. Para o caso particular
onde a dimensao dos corpos alongados d; = dy = 0, nés retornamos ao Problema
Restrito Circular de Trés Corpos, onde a constante de Jacobi é funcao apenas do
estado da particula (x) e da razao de massa do sistema (p*) (DUTT; SHARMA, 2011;
SZEBEHELY, 1967; REN; SHAN, 2014; MCCUSKEY, 1963).

5.3 Resultados

As Figuras 5.2 e 5.3 mostram as coordenadas x dos pontos Lq, Lo e L3 para dife-
rentes valores de d; e dq, respectivamente. Note que na Figura 5.2 (onde variamos a
dimensao de M) os efeitos modificam levemente as posigoes de Ls. Devido a Ly e Lo
estarem distantes de My, a localizagao destes pontos de equilibrio nao sao alteradas
consideravelmente. Na Figura 5.3 o tamanho de M, foi modificado. Por esse motivo
os pontos de equilibrio L; e Ly tem maior influencia (por estarem mais préximas
do M,) devido a nova distribuicdo de massa desse corpo. Observe que desta vez a

posicao de L3 nao ¢ alterado consideravelmente.

A Figura 5.4 mostra como a posicao dos pontos de equilibrio colineares variam
quando aumentamos a razao de massa do sistema. Podemos observar na Figura
5.4 que a medida que aumentamos a razao de massa, a massa de M, se torna
maior e a massa do M, diminui. Essa mudanca de campo gravitacional de ambos os

corpos, faz com que uma nova configuragao seja necessaria para estabelecer os pontos
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Figura 5.2 - Variacdo dos pontos de equilibrio colineares em fun¢do do tamanho do pri-

mario mais massivo.
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de equilibrio. Observe que, a medida que aumentamos a massa de M,, os pontos
de equilibrio mais préoximos de M; tendem a se distanciar deste corpo, fazendo
com que o ponto de equilibrio L; se mova em direcao a origem do sistema e o
ponto de equilibrio L, se mova se afastando do corpo M,. O ponto de equilibrio
L3 é mais distante do primério menos massivo, o que dificulta a compreensao da
comportamento deste corpo intuitivamente. As evidéncias numéricas mostram que,
a medida que aumentamos a razao de massa, o ponto de equilibrio L3 se afasta dos
corpos primarios, fazendo com que uma nova relagao entre forca centrifuga e forca

gravitacional seja necessaria para anular a geracao deste ponto de equilibrio.

Alguns testes numéricos foram realizados, onde consideramos p* = 0.0049505,
di = 0.736068 e dy = 0.131440. Esses valores numéricos sao baseados no par de
asteroides Alpha — Gamma do sistema de asteroides 20015 Nog3. A partir destes
valores numéricos, e fazendo f(z;, u*) = 0, encontramos cinco raizes reais, das quais
trés sao colineares (Ly, Ly e L3) e os outros dois pontos de equilibrio (L4 e Ls) estao
no plano zy. A localizacao desses pontos de equilibrio é mostrada na Tabela 5.1.
A Figura 5.5 mostra as posigoes dos pontos de equilibrio (vermelho) em relagdo ao

centro de massa de cada corpo primdrio (preto).

Algumas Curvas de Velocidade Zero (CVZ) sao mostrados da Figura 5.6 a 5.9.
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Figura 5.3 - Variacdo dos pontos de equilibrio colineares em fun¢do do tamanho do pri-
mario menos massivo.
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Tabela 5.1 - As posigoes dos pontos de equilibrio para o sistema estudado (Alpha-Gamma
do sistema 20015 Nogs.

Equilibrium points
x | 0.8621142586696
Ly
vy |0
x | 1.2000933511901
L,
vy 1|0
x | -1.122101868767
Ly
vy |0
[RES 0.0046508345280
* 'y 10.9276535170573
[ 0.0046508345280
'y [-0.9276535170573

O codificado de cores indica a velocidade que a particula terd em cada regiao. A le-
genda da coluna colorida mostra a velocidade quadratica necessaria para atravessar
de uma regiao para outra. As regides vermelhas sao regioes proibidas, onde o movi-
mento da particula nao é possivel. Para uma particula atingir as regioes vermelhas
com as condigoes iniciais geradas, é necessario ter velocidade quadrada negativa, o

que é uma impossibilidade fisica.
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Figura 5.4 - Posigoes dos pontos de equilibrio colineares (L1, Ly and L3) para diferentes
valores de p*.
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Na Figura 5.6 (a) podemos observar que a CVZ, relacionada a energia C| =
3, 716359670795, toca uma a outra em um ponto chamado L;. Valores ligeiramente
menores que C7 torna possivel o deslocamento de um veiculo espacial entre M; e
M, através do ponto L;. A Figura 5.6 (b) mostra uma aproximagao visual da 5.6

(a) em M, para uma melhor visualizacdo das CVZ proximas a M.

E importante observar que o veiculo espacial que parte inicialmente préxima de M,
e com energia C}, por exemplo, pode atingir o corpo M, apenas atravessando o
ponto L. Podemos observar que, pela Figura 5.6, a transferéncia entre as regioes
proximas M, - Mj e o infinito permanece proibida, mas a transferéncia entre M; e

M, é possivel.

Diminuindo o valor de C, a curva de velocidade zero proximas a M; e M, (interior
oval) se torna maior e a curva externa se torna menor. Quando o valor de C* é C5 =
3,34813335305, a oval interna e a externa entram em contato, portanto, temos um
segundo ponto de contato. Esse ponto de contato é chamado L. Conforme mostrado
na Figura 5.7, é possivel observar que para valores ligeiramente menor que C* = C3
torna-se possivel uma comunicagao entre as regioes proximas de M; — M, com o
infinito. A Figura 5.7 (b) é uma aproximagao visual da Figura 5.7 (a) ao redor do

corpo M.
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Figura 5.5 - Posigoes dos pontos de equilibrio para o sistema estudado (vermelho) e as
posigoes do centro de massa dos corpos primarios (preto).
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Figura 5.6 - curvas de velocidade zero. O primeiro ponto de contato ocorre em C* =
3.716359670795. (a) Curvas de velocidade zero. (b) Aproximagao da Figura
5.6 (a), na regido no torno de M.
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Diminuindo ainda mais o valor de C* até C5 = 3,2678562132, a regiao proibida é
reduzida (regido vermelha se torna cada vez menor em relagio as Figuras 5.6 e 5.7)
e o veiculo espacial tem mais regides onde é possivel o0 movimento, como mostrado
na Figura 5.8. Podemos notar que existe uma conexao entre a regiao proxima de M;

e o infinito, mas desta vez do lado esquerdo.
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Figura 5.7 - curvas de wvelocidade zero. O segundo ponto de contato ocorre em C* =
3,34813335305. (a) Curvas de velocidade zero. (b) Aproximacao da Figura
5.7 (a), na regiao no torno de Mj.
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Esse terceiro ponto de contato é chamado Ls.

Figura 5.8 - curvas de wvelocidade zero. O terceiro ponto de contato ocorre em C* =
3,2678562132.
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Por fim, diminuindo de C5 para Cj_; = 2,85925963595, a regiao proibida se torna
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menor quando comparada aos casos anteriores. Observe que apenas as regioes em
torno dos pontos de equilibrio L4 e Ls permanecem proibidas, como mostra a Figura
5.9. A notacao C}; é uma forma abreviada de escrever C, e Cs, porque eles tém os

mesmos valores.

Figura 5.9 - curvas de velocidade zero. O quarto e quinto pontos de contatos ocorrem em
c¢* = 2,85925963595.
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5.4 Consideracoes

Neste trabalho, investigamos a influéncia que a dimensao dos corpos primarios e
suas respectivas massas tem na geracao dos pontos de equilibrio. Para o estudo
quantitativo, percebemos que, a medida que aumentamos a dimensao de Ms, os
pontos de equilibrio L; e Ly sdo mais influenciados (porque estdo mais préximos
desse corpo) e se afastam de M,. O ponto de equilibrio L3 nao sofre uma mudanga
consideravel por estar mais distante do corpo M. Por outro lado, quando variamos
a dimensao de M;, notamos uma mudanca consideravel na posicao do ponto de
equilibrio Lz. No entanto, as posi¢coes dos pontos de equilibrio L; e Lo praticamente

nao sao alteradas.

Também foi analisada a influéncia da razao de massa p* nas posi¢oes dos pontos de
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equilibrio. Evidéncias numéricas mostram que, a medida que aumentamos a razao
de massa (a massa de M, se torna maior), todos os pontos de equilibrio colineares
se afastam de M. Isso se deve ao fato do campo gravitacional de M; se tornar
maior (com o aumento de ©*) e, com isso, uma nova configuragao é necessaria para

estabelecer os pontos de equilibrio.

As curvas de velocidade zero foram obtidas para encontrar as regioes nas quais o
movimento do veiculo espacial no plano zy é permitido para valores diferentes de
C*. Neste estudo, verificamos que, a medida que diminuimos o valor da constante de
Jacobi C*, as regioes onde o movimento é permitido se tornam maiores. Observamos
que quando consideramos as dimensoes dos corpos primarios, os pontos de equilibrio
colineares surgem com uma constante de Jacobi maior em relacdo aos pontos de
equilibrio do problema restrito classico de trés corpos. Isto significa que, com uma
energia menor da espaconave é possivel sair da vizinhanga de um corpo primario
e alcangar o corpo secundario de forma natural. Isto é muito importante para a

astrodinamica, uma vez que menor energia significa menor gasto de combustivel.
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6 DINAMICA DE UM VEICULO ESPACIAL EM TORNO DE UM
COMETA EXTINTO DA FAMILIA DE JUPITER

6.1 Introducao

O asteroide NEO 2017 YE5 fez uma aproximacao com Terra em 21 de junho de 2018
a uma distancia de cerca de 0,04 au. Este asteroide também é classificado como um
Asteroide Potencialmente Perigoso (Potentially Hazardous Asteroids) pelo banco
de dados de pequenos corpos da Jet Propulsion Laboratory (JPL). Durante seu
sobrevoo proximo a Terra, ele se tornou um interessante alvo de radar para os ob-
servatérios de Arecibo, Goldstone e Green Bank. Assim, as observacoes de radar
realizadas entre 21 e 26 de junho de 2018 a partir desses radiotelescopios mostraram
que 2017 YE5 é na verdade composto por dois asteroides de tamanho e massa seme-
lhantes em 6rbita mutua um sobre o outro. Até o momento, apenas quatro bindrios
de massas quase iguais foram descobertos entre a populagdo NEO, incluindo (69230)
Hermes, (190166) 2005 UP156, 1994 CJ1 e 2017 YES5. As observagoes realizadas in-
dicaram que o sistema é composto por dois componentes de 900 m cada, separados
por 1,8 km (raios de quatro componentes) (Taylor et al. 2018, 2019). Além disso, os
dados do radar sugerem que os componentes tém formas ligeiramente diferentes e al-
gumas diferencas no brilho da superficie. Observagoes de curvas de luz fotométricas
deste sistema bindrio relatadas em Monteiro et al. (2021) confirmou que o periodo
orbital mutuo deste sistema é de cerca de 24 horas, apoiando as estimativas de radar.
Suas caracteristicas fisicas indicam que é semelhante aos nticleos cometarios, tendo
um albedo escuro (em torno de 3 %), um espectro sem caracteristicas, classificado

como um tipo D, e uma baixa densidade de 0,6 a 1,2 g/cm® (MONTEIRO et al., 2021).

O pardmetro Tisserand (T ;) é geralmente usado para distinguir cometas e asteroides.
Essa quantidade é uma constante de movimento no problema restrito de trés corpos
e é calculada em relagao a Jupiter. A maioria dos asteroides do cinturao principal
tem T; > 3, a maioria dos cometas da familia de Jupiter (JFCs) tem 2 < T; < 3, e
a familia Halley e cometas de periodo longo tém T; < 2 (Levison 1994). O sistema
YE5 2017 tem um parametro Tisserand de T; = 2,87, implicando em uma érbita
semelhante a um cometa. De acordo com Monteiro et al. (2021), o sistema YE5 2017
¢ um possivel cometa bindrio da familia de Jupiter adormecido, uma vez que suas

caracteristicas orbitais e fisicas sao semelhantes as JFCs.

Diferentes NEOs binérios serao visitados por veiculos espaciais, incluindo (65803)
Didymos, que é o alvo da missao Double Asteroid Redirection Test (DART) da
NASA (NAIDU et al., 2020), (175706) 1996 FG3 e (35107) 1991 VH, que sdo os alvos
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da missao JANUS da NASA, e o Trojan binédrio de tamanho igual (617) Patroclus,
que é um dos alvos da missdo Lucy da NASA (SOUZA-FELICIANO et al., 2020). A
maioria desses binarios sao asteroides primitivos, ou seja, ricos em compostos or-
ganicos e volateis, provavelmente formados além do cinturdo principal externo, que
podem fornecer pistas sobre a origem da agua e das moléculas prebidticas na Terra

primitiva, por exemplo, (MORBIDELLI et al., 2020; IZIDORO et al., 2013).

Nesse contexto, o binario 2017 YE5 parece ser um alvo plausivel para uma missao
espacial, pois pode fornecer detalhes sobre o contetido volatil e organico na regiao
proxima a Terra, bem como fornecer pistas sobre diferencas nos processos de forma-
¢ao de sistemas binarios. Além disso, este é um candidato a cometa dormente, o que
o torna um alvo interessante para entender os estados finais dos cometas ou para
investigar os processos dindmicos que movem os asteroides de érbitas asteroidais

tipicas para as semelhantes a cometas.

Uma vez que temos dados observacionais recentes deste sistema, como caracteristicas
fisicas e orbitais, nds realizamos este estudo buscando entender a dindmica de um
veiculo espacial que se encontra na vizinhanga do binario 2017 YE5. Uma vez que
0s corpos primarios sao praticamente esféricos e orbitam em torno do centro de
massa de forma circular (MONTEIRO et al., 2021), nds utilizamos o Problema Restrito

Circular de Trés Corpos pra realizar este trabalho.
6.2 Equacao do movimento

Nesta Secao, definimos o modelo matematico do problema restrito circular de trés
corpos (CRTBP) considerando um sistema de referéncia girante (MOLTON, 1960;
SZEBEHELY, 1967; MCCUSKEY, 1963). Neste problema, assume-se que a dindmica
de um corpo de massa desprezivel, P, é analisada ao viajar no campo gravitacional
gerado por dois primarios, M; e My, com massas my, msy, respectivamente, em que

my = my. O corpo de massa infinitesimal (P) ndo afeta o movimento dos primarios.

As distancias de P a M; e M, sdo, respectivamente, 7, = [(z — p)? + 3 + 2%]1/% e
ro = [(z+p)? + 7+ 272

A soma das massas dos primarios, em unidade canonica, é m; + ms = 1. Entao, a

razdo de massa do sistema é

p=—"2__90,5. (6.1)
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As posigoes dos primadrios, M; e My, nos eixos x, y e z sao (1 — u, 0, 0) e (—pu, 0,
0), respectivamente, o que significa (-0,5, 0) e (0,5, 0) no caso presente de massas

iguais para os primarios.

Quando vistas de um sistema girante, as equagoes de movimento (na forma de
primeira ordem) de particulas de massa negligenciavel P, no eixo xyz, sao mostradas

na Equacao 6.2

T = Uy,

0 = —(1 = p) (@ +p) /1) — @+ p — 1) /15 + 1 + 20,
ysz

vy = —(1 = py/ri — py/r3 +y — 2,

Z = 0,,

(6.2)

0, = —(1 = p)z/r) — pz/r3,

ou & = f(x, i), onde o vetor de estado é & = (x , y, 2, Vs, vy, U,) e a fungdo vetorial
de seis dimensdes é f, dada pela Equagao 6.2 (GIDEA; MASDEMONT, 2007).

O CRTBP tem cinco pontos de equilibrio, @y, onde f(xx, ©) =0, k = 1, ..., 5.
Eles sao conhecidos como pontos de Lagrange e sao rotulados como L. Os pontos
colineares (L1, Ls, L3) estao localizados no eixo z. Por outro lado, os pontos trian-
gulares (L4, Ls) estao localizados no plano zy. Todos os pontos de equilibrio estao

localizados no plano z = 0.

O CRTBP tem uma integral do movimento, conhecida como integral de Jacobi,
conforme mostrado na Equacao 6.3
2, 2(p)

Cla,p)=2"+y*+— +
it T2

— (V24 v +02). (6.3)
Em particular, se tornarmos a velocidade igual a zero na Equagao 6.3, uma regiao
limite é encontrada, onde a velocidade da particula é zero (MOLTON, 1960; SZE-
BEHELY, 1967). Esta regiao é chamada de “Curva de Velocidade Zero” (CVZ).

Em termos matematicos, esta CVZ é definida por 2 Q2 - C = 0 (MCCUSKEY, 1963). A

Equacao 6.4 fornece uma expressao matematica da CVZ em coordenadas cartesianas

2 2
C’:$2+y2+fu+M:V(x,y,z). (6.4)

1 T2
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onde V(zx,y, z) é o potencial modificado.

O movimento do corpo s6 é possivel quando z2 +y% + 2 + 2 S ¢ , caso contrario,
1 o
o quadrado da velocidade seria negativo, o que é impossibilidade fisica (SZEBEHELY,

1967; SANTOS et al., 2017a).
6.3 Resultados numéricos

Todas os resultados numéricos obtidos foram realizados no plano zy do sistema,
isto é, consideramos que z = 0 e v, = 0. Para calcular a localizagao dos pontos de
Lagrange de um sistema binario de asteroide é necessario conhecer as caracteristicas
fisicas e orbitais do sistema em analise. Usando os dados mais recentes do sistema
2017 YE5 (MONTEIRO et al., 2021), sabemos que os dois primarios, M; e M, tém
formas aproximadamente esféricas e a mesma massa, m; = my = 2.3120 x 10! kg.

A distancia entre os primarios é de 1800 metros.
6.4 Pontos de Lagrange

A localizagao dos pontos de Lagrange pode ser encontrada resolvendo a equagao
VV(z,y,z) =0, onde V(x,y, 2z) é o potencial modificado na Equagao 6.4. A Figura
6.1 mostra, em unidade canonica, a distribuicao dos cinco pontos de Lagrange do
sistema YE5 2017 e a localizagdo do centro de massa de cada priméario. Observe
as simetrias dessas posigoes. L1 é o ponto médio dos primarios. Lo esta localizado
simetricamente com L3 e Ly com Ls, em relacdo a L. Isso se deve ao fato de que

as massas de M; e M, sao iguais.

A Tabela 6.1 mostra as localizagbes exatas dos pontos de Lagrange (em unidade

candnica e em km) e suas constantes de Jacobi C' para o sistema 2017 YE5.

Cada ponto de equilibrio esta associado a uma constante de Jacobi. O primeiro

ponto de Lagrange (L) surge quando a constante de Jacobi é C; = 4,00. Este é o

Tabela 6.1 - Localizacdo dos pontos de Lagrange e suas constantes de Jacobi C, em uni-
dade canoénica, para o sistema 2017 YE5.

z (we) | y(we) | x(km) | y(km) | C (u.c.)
Ly | 1,19841 0 2.15713 0 4,00
Ly | 1,19841 0 2,15713 0 3,4567962
L3 | -1,19841 0 -2,15713 0 3,4567962
L, 0 0,86602 0 1,55884 2,75
Ls 0 -0,86602 0 -1,55884 2,75

124



Figura 6.1 - Imagem dos cinco pontos de Lagrange e as localizagoes de M; (vermelho) e
My (verde).
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valor C' que permite uma transferéncia orbital entre M; e M, em movimento natural.
Esta transferéncia s6 pode ser feita através do ponto de Lagrange L;. Observe que,
usando C' = 4,00, uma transferéncia de uma particula de massa infinitesimal da
vizinhanga de um dos primarios para o infinito é impossivel, uma vez que este valor

de C nao abre as passagens pelos pontos de equilibrio Ly e Ls.

Reduzindo o valor de C', as C'V Z internas crescem e as externas diminuem. Quando
C' atinge o valor C5_3 = 3,45 os ovais internas e externas das curvas de velocidade
zero se cruzam nos pontos de Lagrange Lo e L3. Como os primérios tém a mesma

massa, esses pontos de Lagrange surgem para a mesma constante de Jacobi (C' =
3,45).

Uma transferéncia natural entre M; e M; ainda é possivel e, além disso, também é

possivel transferir um veiculo espacial entre os primarios e o infinito, passando pelos
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pontos de Lagrange Ly e Ls.

Aumentando ainda mais a energia do sistema, ou seja, diminuindo a constante de
Jacobi, as regides proibidas tornam-se menores e as regioes permitidas de movimento
da particula tornam-se maiores. Quando C' atinge o valor Cy_5 = 2,75, os pontos de
Lagrange L4 e L5 surgem. Observe que, para valores maiores que Cy_5, 0 movimento

¢ permitido em todo o espaco.

Todos os pontos de equilibrio do sistema YE5 2017 sao instaveis, uma vez que a

razao de massa do sistema é p = 0,5 (MCCUSKEY, 1963).
6.5 Orbitas periédicas

Para obter informacoes sobre as solugoes e comportamentos gerais do sistema di-
namico, tracamos a superficie da secao. Eles fornecerao alguma assisténcia para

encontrar as condi¢oes iniciais para solugoes periddicas.

Consideraremos nesta analise o movimento de um veiculo espacial no plano zy, que
gira em torno do eixo Oz a uma velocidade angular w. Desta forma, definimos a
superficie da se¢do como C' = constante, y = 0 e y > 0. Separamos o hiperplano da
superficie da secao em trés partes. Inicialmente, variamos xg de -1 a -0,55. Depois
disso, variamos xy de -0,45 a 0,45. Finalmente, variamos xy de 0,55 a 1 (lembrando
que os priméarios estdo em x; = -0,5 e x5 = 0,5 com y = 0). Dado o valor de z
e C, determinamos a magnitude de 1, de acordo com a expressao da constante de
movimento, dada pela Equagdo 6.3. O sinal de y é determinado pelo fato de as
trajetorias serem selecionadas para serem inicialmente progressivas ou retrogradas;
a direcao das setas na Figura 6.5 ilustra uma escolha de sinal para a velocidade na
direcdo-y. Entre Ly e L, a direcdo de movimento para uma trajetéria é definida em
relacao a M, enquanto a direcao de movimento entre Ly e Lo, é definida em relagao
a M.
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Figura 6.2 - Definigdo de (a) trajetérias progradas e (b) retrégradas por regiao.
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Em ambas as figuras, a direcdo do movimento é definida em relagdo a M; na caixa
pontilhada & esquerda e em relagao a M, na caixa pontilhada a direita. A direcao
do movimento na regiao externa ¢ definida de forma equivalente a partir de M; ou
MQ.

Fonte: Adaptado de Bosanac (2016).

Caminhos que comegam na regiao externa sao equivalentemente definidos como proé-
grados ou retrogrados em relagdo a qualquer um dos primarios. Observe que apenas
a variavel x é uma coordenada de posi¢ao no gréafico. O eixo vertical é a componente
x da velocidade. Portanto, nesta superficie 2-D da segdo, tracamos os pontos (z,
t). No caso considerado aqui, tomamos as unidades de massa, distdncia entre os
primarios e velocidade angular tais que u = 0,5, d = w = 1, respectivamente. Para
cada grafico, normalmente calculamos cerca de 100 condig¢Ges iniciais diferentes e
3000 cruzamentos no eixo x para cada condicao inicial. Fizemos varias superficies

de segao para diferentes valores da constante de Jacobi C'.

A Figura 6.3 mostra uma superficie de secao e representa um subconjunto da dina-

mica para C' = 4.
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Figura 6.3 - Superficie da se¢do para C = 4,00 em torno do sistema YE5 2017.
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Este valor da constante de Jacobi é o valor no ponto de equilibrio L;.

Os pontos vermelhos no mapa correspondem a trajetorias que, inicialmente, sao
retrogradas em relagdo a um dos priméarios. Por outro lado, as intersecoes azuis

mostram movimentos que sao inicialmente progressivos.

E possivel observar que existem dois tipos de solugoes periddicas em torno de M e
M, para C' = 4. A Figura 6.4 mostra solugoes periddicas do periodo 1, e é dominada
por um ponto central fixo, no eixo x, e uma solugao periddica do periodo 6. Existem
também solugoes periddicas em torno de M,. A Figura 6.5 mostra solugoes periédicas

do periodo 1 que é dominado por um ponto central fixo e periodo 6.

Essas orbitas peridédicas em torno de M; e M, sdo cercadas por érbitas quase pe-
riddicas em toros concéntricos. Além disso, observamos varios pontos distribuidos
aleatoriamente, o que pode ser um indicativo de caos. Dizemos “indicagao” por-
que uma evidéncia grafica nunca é suficiente para concluir a existéncia do caos. As

condigoes iniciais para algumas dessas orbitas estao listadas na Tabela 6.2.
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Figura 6.4 - Superficie da se¢do para C' = 4,00 em torno de M; (prégrada).

[

Vi

03[

A 08 D8 44 0F 0 a7

z

@i G OB

o4 o8 BE A

Figura 6.5 - Superficie da se¢ao para C' = 4,00 em torno de M; (retrégrada).
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Tabela 6.2 - Condigoes iniciais das érbitas periédicas para C = 4,00.

M —j
Ml—]_
M, -6
Mg—l
My -6

Estabilidade
estavel
estavel
estavel
estavel

T
1,326
7,844
1,326
7,844

X
20,250
0,035

0,25
0,035

(]
1,185
0,145
1,185
0,145

S1
1,051
1,442
1,051
1,442

52
0,303
1,225
0,303
1,225
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Figura 6.6 - Superficie da se¢do para C' = 4,00 em torno de My (prégrada).
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Figura 6.7 - Superficie da se¢ao para C' = 4,00 em torno de My (retrograda).
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Figura 6.8 - Superficie de segao para C = 3,4567 em torno do sistema 2017 YES5.
Prograde P2 Central island
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Retrograde P1 Central island

Retrograde P2 Central island

Para essas Orbitas, calculamos o indice de estabilidade (s;), usando a matriz de
monodromia. Como bem conhecido, se | s; | > 2, os expoentes caracteristicos das
érbitas sao instéveis. Por outro lado, se | s; | < 2, eles sdo estaveis; e, finalmente, | s;
| = 2 representa um caso de estabilidade indiferente (BROUCKE, 1969). Este indice
de estabilidade aparece nas colunas seis e sete na Tabela 6.2. A primeira coluna da
Tabela 6.2 fornece M; — j onde i = 1, 2 (referindo-se aos primérios) e j = 1,2,3,
.., n, refere-se ao periodo da orbita. Por exemplo, M; — 6 representa uma 6rbita

periédica em torno de M; com periodo 6.

A seguir, calculamos a superficie da se¢ao considerando a constante de Jacobi Cy =
C3 = 3,456796224086153. Eles sao mostrados na Figura 6.8.

Conforme mostrado na Figura 6.8, as ilhas retrogradas estéveis (vermelhas) sao
maiores em comparacao com as ilhas progradas estaveis (azuis) que estdo inseridas

em um mar de possivel caos.
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Figura 6.9 - Superficie de se¢do para C = 3,4567 em torno de Mj.
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Observe que, para C' = Cy = (5, é possivel encontrar érbitas peridédicas do periodo 1,
tanto em sentido progrado quanto retrogrado. Uma vez que as trajetorias retrogradas
emergem em ilhas relacionadas com uma érbita de periodo 1, elas sao geralmente

menos sensiveis as perturbacoes em relagao as trajetorias progradas.

As Figuras 6.9 e 6.10 sdo uma aproximacao da superficie de se¢do das érbitas progra-
das nas proximidades dos corpos M; e Ms, respectivamente. Observe na Figura 6.9
que o movimento progressivo em torno de M; exibe um comportamento de ordem
superior de tamanho significativo. Isso significa que ha uma ilha de periodo estével
8 e uma ilha de periodo estavel 11 que foram separadas da ilha central prograda.
Trajetorias dos periodos 8 e 11 também sao encontradas em torno de Ms, como pode

ser visto na Figura 6.10.
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Figura 6.10 - Superficie de se¢do para C = 3,4567 em torno de Ms.
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Figura 6.11 - Superficie de se¢ao para C' = 3,4567 em torno de Mj.
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Observe que, como no caso anterior, as orbitas periddicas sao circundadas por Or-
bitas quase peridédicas em circulos concéntricos. Também observamos varios pontos

distribuidos aleatoriamente, o que é uma indicacao de caos.

A Figura 6.11 mostra as orbitas peridédicas estaveis e CVZ, considerando C' = 3,4567,

referindo-se a superficie de secao das érbitas progradas em torno de M;.

Nao plotamos as érbitas em torno de My para C = 3,4567 porque as érbitas sao

semelhantes as orbitas em torno de M.
As condigoes iniciais para algumas dessas orbitas estao listadas na Tabela 6.3.

Por fim, construimos a superficie da se¢ao considerando a constante de Jacobi C' =

2,75, como pode ser visto na Figura 6.12.
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Tabela 6.3 - Condigoes iniciais das o6rbitas periddicas para C = 3,45991779618.

M; —3 Estabilidade T X U S1 S
M, -1 estavel 3,458 -0,973 -0,531 1,051 0,303
M, —8 estavel 17,58 -0,328 1,918 1,965 1,782

M, —11  estdavel 2519 -0,330 1,942 1,996 1,734
M,y —1 estavel 365 0,322 1,872 1,779 1,753
M, —8 estavel 17,58 0,328 -1,918 1,965 1,782
M,—11  estavel 25,19 0,330 -1,942 1,996 1,734

Figura 6.12 - Superficie de se¢ao para C' = 2,75 around 2017 YE5 system.
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Figura 6.13 - Superficie de se¢ao para C = 2,75 around M (retrograda).
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Observe na Figura 6.12 que nao ha érbita prograda estavel em torno de cada pri-
mario do sistema YE5 2017 quando C = 2,75. Por outro lado, ainda existem oérbitas

retrogradas.

As Figuras 6.13 e 6.14 mostram uma aproximagao da superficie da segdo para orbitas
retrogradas nas proximidades dos corpos M; e Ms, respectivamente. Observe que,
como nos casos anteriores, hd um ponto central fixo ao redor de cada primario. Além
disso, também detectamos comportamento de ordem superior em cada primario.
Observe que existe uma ilha estavel do periodo-6 que foi separada da ilha central

retrograda.

No lado direito das Figuras 6.13 e 6.14 podemos observar as trajetérias referentes

as orbitas do periodo-1 e periodo-6 em torno dos corpos M; e M, respectivamente.
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Figura 6.14 - Superficie de se¢ao para C = 3,75 around My (retrograda).
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6.6 Variacao da velocidade necessaria para abrir transferéncias de dife-

rentes regioes

Nos tltimos anos, tem havido grande interesse da comunidade cientifica em explorar
asteroides e cometas. Tendo isso em mente, calculamos a variagao de velocidade
necessaria para que um veiculo espacial, que estda ao redor de um dos primérios,
obtenha a energia minima necessaria para possibilitar as transferéncias entre os
primarios e até mesmo para escapar do sistema. Este é o valor minimo necessario

para uma manobra impulsiva.

Para isso, determinamos uma érbita periddica em torno de M;, com todos os pontos
de equilibrio fechados pelas curvas de velocidade zero, conforme mostrado na Figura
6.15. A constante de Jacobi usada é C' = 5,00. A Figura 6.15 mostra que uma
transferéncia orbital natural entre M; e My nao é possivel. A partir disso, nao é

possivel para a espagonave escapar do sistema naturalmente.
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Figura 6.15 - Orbita periédica em torno M; para C' = 5 (érbita prograda).
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Tabela 6.4 - Condic¢ao inicial da érbita periédica para C' = 5.

M; — 5 Estabilidade T X Y $1 S
M, —1 estavel 1.220 -0.342 1.622 0.814 0.607

Algumas caracteristicas orbitais das dérbitas mostradas na Figura 6.15 podem ser

encontradas na Tabela 6.4.

A partir da 6rbita encontrada na Figura 6.15, queremos encontrar o AV necessario
para atingir a energia minima que permite uma transferéncia entre os primérios
utilizando um acrescimo de velocidade tangencial, ou seja, o AV necessario para
que as ovais (CVZ) em torno de M; e M, se encontrarem em L;. Sem duvida que
esse acrescimo de velocidade pode ocorrer em qualquer ponto da érbita e em qualquer
direcgao.
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Figura 6.16 - AV necessario para abrir a passagem pelos pontos de equilibrio Ly, Ly/3 e
L,/5 assumindo C' = 5.
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O objetivo aqui é ter uma noc¢do quantitativa do gasto de combustivel necessario,

antes de realizar uma simulagao mais detalhada.

Considerando o movimento plano, assumindo y = 0, a posicdo = da espaconave
conforme mostrado na Tabela 6.4 e usando a constante de Jacobi C' = 4, 00, podemos
usar a Equagao 6.3 para encontrar v, necessario para abrir a passagem por L1, onde
vy, significa a velocidade v, perpendicular ao eixo = cuja constante de Jacobi é C.

c1

Obtendo este valor, podemos encontrar AV fazendo AV = v, - vy,_.

Em vista disso, calculamos o AV necessario para sair de C' = 5 e alcancar Cy, Cy/3 e
Cyss. Os resultados sdo mostrados na Figura 6.16. Algumas caracteristicas orbitais

das 6rbitas mostradas na Figura 6.15 podem ser encontradas na Tabela 6.4.

O AV necessario depende da posicao da espaconave em sua orbita em torno dos
priméarios. Observe que, como essa orbita é aproximadamente circular, o AV exigido

é quase o mesmo em qualquer ponto da érbita.

Observe que o AV necessario para abrir a passagem dos pontos de equilibrio L5
¢ maior do que para abrir a passagem em Ly/3 pontos. Isso se deve ao fato de
que, quando os pontos de equilibrio L4/ sao abertos, o movimento da espagonave é

permitido em toda a regiao, tornando necessaria maior energia.
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Figura 6.17 - AV necessario para abrir a passagem pelos pontos de equilibrio Ly, Ly/3 e
L, /5 assumindo C' = 4,00 e usando a ¢rbita do periodo-6.
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Realizamos os mesmos calculos considerando a oérbita de periodo 6, mostrada na
Figura 6.17. Uma visdo de M; e de AV necessarios para abrir a passagem pelos

pontos de equilibrio Ly/3 e Ly/5 sao mostrados na Figura 6.17

Observe que quando a manobra é realizada no periastro, menor sera o AV neces-
sario para abrir os pontos de equilibrio subsequentes. Esse resultado é de grande
importancia, visto que a quantidade de combustivel disponivel em uma espagonave

é essencial em uma missao espacial.

Depois de ter encontrado varias érbitas periddicas e calculado suas estabilidades,
pretendemos analisar a influéncia da pressao da radiagdo solar sobre essas érbitas

periodicas.
6.7 Efeito na pressao da radiagao solar

Apo6s realizar uma anélise da dindmica de uma particula nas proximidades do sistema
2017 YE5 considerando apenas as forgas gravitacionais do sistema, iremos agora

investigar a influéncia da pressao da radiagao solar.

As equagbes de movimento que usamos na simulagdo numeérica consideram um sis-
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tema inercial onde a origem do sistema de referéncia coincide com o baricentro do
sistema de asteroides 2017 YE5. As equagoes de movimento usadas sao mostradas
nas Equacoes 6.5.

pla' —xy)  p(a’ —af)

T=- - _'_Prad
/ / x )
7”13 7’23

nwly =) ply — )

y - 7’/13 B 7“/23 + Prady7 (65)
e N L G,
Z=—- 7"/13 - /r,23 —I— P’I‘adz7

em que P, Pmdy e P..q. representam, respectivamente, os componentes z, y e
z da aceleragao devido a pressdo da radiagdo solar (MONTENBRUCK et al., 2002;
BEUTLER, 2005), fornecido pela Equagao 6.6.
A rl
P, = C,—P,— -1, (6.6)
m
sun
onde C). ¢é o coeficiente de pressao de radiacao. Neste trabalho consideramos C,. =
1,5. m é a massa do veiculo espacial e A é a drea da secao transversal da particula
iluminada pelo sol. P, é a pressao da radiacdo solar em torno da distancia Sol-Terra

e seu valor é de aproximadamente 4, 55 x 107N /m?; ry é a distancia entre o Sol e a

/

Terra; 7 é o vetor da unidade radial do Sol em relacao a particula; 7, é a distancia

entre o Sol e o veiculo espacial dada pela Equagao 6.7.

T;un = \/(x’ — Tsun)? + (V' — Ysun)? + (2 — Zoun)? (6.7)

onde z’, Y’ e 2z’ sdo as posi¢oes espaciais do veiculo espacial no sistema de referéncia
inercial centrado no baricentro do sistema 2017 YE5. Para determinar as condi¢oes

iniciais do Sol

Existem varias particulas interplanetarias, que variam em tamanho e densidade
(JEWITT et al., 2020; FINK; RUBIN, 2012). Para realizar as simulagoes, utilizou-se
a razao area-massa de 0,01 e 0,1, visando verificar a influéncia da pressao da radia-
¢ao solar nas proximidades deste sistema de asteroides. Lembrando que a Equacao

6.6 é escrita no referencial inercial centrado no baricentro do sistema 2017 YE5.

Quando o sistema 2017 YE5 estd no periélio (r, = 0,818 U.A.), observamos que
a pressao da radiacao solar varre toda e qualquer 6rbita nas proximidades desse

sistema, sem que nenhuma particula/espagonave seja capaz de sobreviver ao redor
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Figura 6.18 - Orbita de perfodo-1 em torno de M; considerando a pressao de radiacio
solar usando C' = 4, 00.
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do sistema.

Por outro lado, quando consideramos A/m = 0,01 e o sistema de asteroides 2017
YE5 no afélio (r, = 4,818 U.A.), é possivel encontrar érbitas que sobrevivem ao
redor de cada corpo primério. A Figura 6.18 mostra uma érbita em torno de M,
considerando a pressao da radiacao solar (trajetoria vermelha) e quando nao conside-
ramos a pressiao da radiagdo solar (trajetéria verde). Observe que quando a pressao
da radiagao solar é levada em consideracao, a o6rbita oscila em torno do periodo
orbital periédico-1. Nesta simulacao, consideramos a constante de Jacobi C' = 4, 00.

Nas simulagoes numéricas que realizamos (por 1 ano) observamos que o efeito da
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Figura 6.19 - Orbita de perfodo-6 em torno de M; considerando a pressao de radiacio
solar usando C' = 4, 00.
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pressdao da radiagao solar, quando o sistema 2017 YE5 esta no afélio e A/m = 0,01,
nao é suficiente para fazer as orbitas do periodo 1 escapar do sistema ou orbitar o
outro primario. Por outro lado, a pressao da radiacao solar tem maior influéncia nas
orbitas com periodo maior que um, fazendo com que a Orbita escape da vizinhanca

de um dos primarios, como pode ser visto na Figura 6.19.

Observe na Figura 6.19 que quando consideramos a pressao da radiagao solar, a
6rbita (vermelha) oscila em torno da orbita periédica (verde). Apés alguns dias, a
6rbita vermelha escapa pelo ponto de equilibrio L; (0,0) e comega a orbitar M,.

Como consideramos a constante de Jacobi C' = 4,00, esse caminho é o Unico que
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permite a transferéncia orbital entre os primérios. Na Figura 6.19 mostramos até o

momento em que a érbita escapa pelo ponto L; para evitar poluicao visual.

Como as orbitas de um periodo > 1 tém um indice de estabilidade mais alto em
relacdo as érbitas do periodo 1, elas sdo mais suscetiveis a perturbacoes de outros

corpos celestes.

Resultados semelhantes foram encontrados ao considerar outras constantes de Ja-

cobi.
6.8 Transferéncia entre os pontos colineares

Nesta secao, investigaremos transferéncias orbitais entre os pontos de equilibrio do
sistema 2017 YE5. Além do efeito gravitacional dos corpos primaérios, nés investiga-
remos transferéncias orbitais deste sistema em especifico, levando em consideragao
a pressao da radiagao solar e a perturbacao gravitacional do Sol. Queremos inves-
tigar o AV necessario para fazer com que um veiculo espacial saia de um ponto de

equilibrio e alcance outro.

Nos consideramos que quando um veiculo espacial esta sobre um ponto de equilibrio,
o painel da vela solar estd paralela aos raios solares, de tal forma que a influencia
da PRS nao altera a posicao dos pontos de equilibrio. Visto isso, a PRS s6 perturba
o veiculo espacial durante a trajetéria de transferéncia. O tipo de transferéncia que
usaremos para realizar este estudo é a manobra bi-impulsiva. Uma manobra impul-
siva altera instantaneamente a velocidade de um veiculo espacial (magnitude e/ou
direcao). E o caso limite de uma queima para gerar uma determinada quantidade
de AV, quando o tempo de queima tende a zero. Assim, durante uma manobra
impulsiva, apenas a velocidade muda e a posi¢do da espaconave permanece inalte-
rada. A manobra impulsiva é o modelo mais aplicado na literatura, devido a sua
simplicidade e razodvel precisdo. E satisfatério para os casos em que a posicao da
espaconave muda apenas ligeiramente durante o tempo de queima. Assim, neste tra-
balho, sera utilizada a abordagem de manobras impulsivas, que ocorrem em tempo
zero, produzindo a mudanca de velocidade necessaria, AV, mas deixando a posi¢ao

inalterada.
6.9 Metodologia

A Figura 6.9 mostra como essas transferéncias sao simuladas. Comega com a apli-
cacao de um primeiro impulso na posi¢ao inicial da espaconave e termina com a

aplicacao do segundo impulso na posicao final desejada da espagonave. Conside-
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rando que a espagonave esta posicionada em um ponto de equilibrio do sistema 2017
EY5, pode ser necessario que a espagonave mude sua orbita durante uma missao,
de modo que possa estudar e coletar informagoes sobre cada um dos corpos desse

sistema por exemplo.

Um exemplo de transferéncia do ponto de Lagrange L; para o ponto Lagrangre
L3 é mostrado na Figura 6.9. Neste exemplo, a espaconave esta situada no ponto
L, e deve atingir o ponto Lsz. Desta forma, uma manobra impulsiva é aplicada
no ponto L, dando ao veiculo espacial a variacdo necessaria da velocidade Awv,
para iniciar a transferéncia da érbita 1, direcionada ao ponto Lz. Quando o veiculo
espacial atinge L3, outra manobra impulsiva é aplicada, dando ao veiculo espacial a
variagao necessaria de velocidade Av), objetivando colocar a espagonave na o6rbita
final desejada do ponto Lagrange Ls3. Devido ao fato dessas manobras necessitarem
de dois impulsos para completar a transferéncias, este tipo de manobra é denominada
de manobra bi-impulsiva. A Figura 6.9 é uma imagem representativa de como as

transferéncias sao simuladas.

Figura 6.20 - Manobra bi-impulsiva do ponto de equilibrio L1 para Ls.
Orbita de transferéncia 1

Sun

Fonte: Oliveira et al. (2017).

6.10 Problema de valor de contorno

O objetivo desta Segdo é encontrar a trajetéria de um veiculo espacial que sai de
um determinado ponto de equilibrio e alcanca outro. Se o tempo de transferéncia for
livre, existirda um ntmero infinito de solu¢bes possiveis. Assim, podemos formular
o problema da seguinte forma:“Encontre uma orbita que faga um veiculo espacial
alcancar um ponto de equilibrio a partir de outro ponto de equilibrio,apds um deter-
minado tempo de voo”. Isso significa que este é um problema de encontrar trajetorias

conectando dois pontos dados em um intervalo de tempo definido.
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No entanto, o sistema de equagdes que descreve o movimento do veiculo espacial
nao possui solugoes analiticas e integragdes numéricas precisam ser aplicadas para
resolver o problema. Portanto, esse problema é tratado como um “Problema de valor
de contorno entre dois pontos” (TPBVP). Existem duas classes distintas de méto-
dos numéricos para resolver TPBVPs, conforme abordado por Press et al. (1987):
Neste trabalho, nés utilizaremos o conhecido médoto shooting. Este método fornece
uma abordagem eficiente para fazer um conjunto de “tiros” de alcance que permite
melhorar a func¢ao objetivo sistematicamente. No inicio, as integracoes de teste sao
feitas para satisfazer as condigoes de contorno em um ponto final. O erro entre a
condicao final alcancada e a condi¢ao de contorno desejada é usada para ajustar os
valores iniciais, até que as condi¢cbes em ambos os pontos finais sejam finalmente

satisfeitas. O método do shooting ¢ ilustrado na Figura 6.10.

Figura 6.21 - Exemplo esquematico do método de shooting.
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Valor de contorno
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X

Fonte: Oliveira et al. (2017).

Para resolver o TPBV P nesta Secao foram utilizados os seguintes passos:

(i) E necessario dar um valor inicial da posicao (7;) e da velocidade (). Deste modo,

o estado inicial é completamente conhecido;
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(ii) O estado final é dado pela velocidade final desejada v; e a posicao final desejada

Ty, assim o estado final é completamente conhecido;

(iii) Em seguida, é preciso determinar um tempo final, 7, e integrar as Equacoes do

movimento de 7y = 0 até 7y;

(iv) Depois calcule o novo estado, composto por um vetor velocidade ¥y, e um vetor

posicao 7y, ambos obtidos a partir do método de integracao numérica.

(v) Finalmente verifique a posigao final. Se | 7¢ - 7 | ¢ menor do que uma determinada
tolerancia (107%), a solugao é encontrada e o processo ¢ interrompido. Caso contrario,

0 processo retorna para a etapa (i) e um incremento na velocidade inicial o; é feito.

A solugao fornece a trajetoria da espagonave, bem como as quantidades de consumo
de combustivel, especificadas pela quantidade de AV em todo o tempo de transfe-
réncia, ou seja, Av; no langamento da espagonave mais Av} no ponto final desejado
do veiculo espacial. Assim, mudando o tempo de v6o, é possivel encontrar uma fami-
lia de orbitas de transferéncia. Nos resultados também sao apresentados os graficos
com a variacao da velocidade AV versus o tempo, e a variacao da velocidade AV
versus o angulo da trajetoria de voo inicial (dngulo de disparo), conforme feito por
Prado (1996). A definigdo deste dngulo é tal que o zero estd no eixo X apontando
para a direcao positiva e aumenta no sentido anti-horario. Essa defini¢ao é mostrada

na Figura 6.10.

Neste trabalho, consideramos o tempo de voo de t = 0,1 dia até 1 dia, isto é, até

um periodo orbital do sistema.
6.11 Equacao do movimento no sistema girante

As equagoes de movimento do corpo de massa desprezivel, no plano x — y (conside-
rando a pressao da radiagao solar), quando vistas a partir de um referencial girante,

sao dadas pelas Equagoes mostradas a seguir.

g M) o ple—p)
T—2y= ((x 4+ p)? + y2)3/2 (z— p)2 + y2)3/2 A(Pradz)

+ Msun (xsun - I) Lsun
(Ml + M2) T?un Tgun ’
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Figura 6.22 - Angulo de disparo.
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Fonte: Oliveira et al. (2017).
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onde Pqq, € P4y representam as componentes x e y da aceleracao devido a pres-
sao da radiacdo solar e A é uma rotagdo instantanea que leva o vetor P,.q de
uma estrutura inercial para uma estrutura fixa no corpo (ALJBAAE et al., 2020).
Mgun/(My + M) é a massa do Sol em unidade canoénica. Observe que precisamos
determinar a massa dos corpos primarios para incluir a perturbagdo gravitacional
do Sol em unidade candnica. S6 foi possivel determinar a massa do asteroide depois
das recentes observagoes realizadas por Monteiro et al. (2021), onde foi observado
que o sistema tem o periodo de rotagao em torno do centro de massa de 24 hrs.
Visto isso, nés calculamos a massa dos corpos priméarios utilizando a terceira lei de
Kepler, onde determinamos M; = My = 2.3120 x 10", Zun, Ysun € Zsun definem a
posi¢ao do Sol no eixo x, y e z, respectivamente. Nas simulac¢oes, consideramos que

o Sol esta no plano xy, conseqiientemente zg,, = 0.
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6.12 Resultados numéricos

Foram feitas simulac¢oes de transferéncias orbitais entre os pontos de equilibrio L;
para Lo, Ly para Lz, L3 para Ly e, finalmente de L, para L3 do sistema 2017
YE5. Como resultado, sdo mostradas as parcelas com a correspondente variacio

de velocidade em relagao ao tempo e a correspondente variacao de velocidade em
relacdo ao angulo inicial de trajetoria de voo.

A variacao de velocidade necessaria para realizar uma manobra fornece um niimero
mais diretamente relacionado ao consumo de combustivel, mas requer hipdteses rela-
cionadas a velocidade e posi¢ao do veiculo espacial no ponto inicial de transferéncia
e a velocidade e posicao final no término da transferéncia. A primeira familia de
orbitas de transferéncia considera transferéncias entre o ponto de equilibrio colinear

Ly para o Ly, considerando que o asteroide estd no periapse de sua orbita ao redor

do Sol, que é de cerca de 0,818 A.U.

Figura 6.23 - Transferencia de Ly para Li, fornecendo o d&ngulo de disparo vs AV.
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E possivel observar pela Figura 6.23 que o angulo de disparo responsavel pela familia
de transferéncia orbital de Lo, para L; estd em torno de 165° e 185°. Isto ocorre
porque precisamos aplicar o impulso em direcdo ao ponto de equilibrio Ly, que
estd a 180° de Lo. A Figura 6.24 fornece informacoes do tempo de voo durante a

transferéncia em funcao do AV. Observe que para uma transferéncia muito rapida
(t = 0,1 dia), é necessario um AV elevado.
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Figura 6.24 - Transferencia de Lo para L1, fornecendo o tempo de transferéncia vs AV.
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Este valor elevado decorre de que o veiculo espacial tem de viajar a uma velocidade
alta para alcancar o ponto de equilibrio em menos tempo. A medida que o tempo de
transferéncia aumenta, o AV necessario para realizar a monobra se torna menor, até
atingir um valor minimo (AV = 0,276408, t = 0,35 dias). Isto decorre de que, como
levamos mais tempo para alcancar o destino final, o veiculo espacial pode se deslocar
com uma velocidade menor, necessitando assim de um menor AV. Depois de atingir
um minimo, o tempo de transferéncia se torna maior e o AV também aumenta. Isto

fica mais facil de entender se nés observarmos um grafico da trajetoria do veiculo
espacial, conforme podemos ver na Figura 6.25.

Na Figura 6.25 nds plotamos a posi¢ao dos corpos primérios (circulos em vermelhos),
a trajetéria que utilizou o maximo de AV (trajetéria verde), o minimo de AV
(trajetoria azul) e a que levou mais tempo para sair de Lo e alcangar L, (trajetéria

roxa), bem como a posi¢ao dos pontos de equilibrio (EP).

Observe que a trajetéria que leva mais tempo (long time), tem um angulo de disparo
parecido com a trajetoria que gasta um AV minimo (trajetéria azul e roxa), mas
a trajetéria roxa alcanga um ponto muito mais alto (em relagdo ao eixo y) quando
comparado as outras trajetérias. Isto acontece porque o impulso inicial é mais ele-
vado, fazendo o veiculo espacial se deslocar por uma distancia maior no espaco e

consequentemente gastando mais tempo e combustivel para alcancar o destino final

(L)
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Figura 6.25 - Trajetérias de um veiculo espacial que parte de Lo e alcanga L.
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E importante notar que a trajetéria que leva o menor tempo (verde) tem um angulo
de disparo de 183.79°. Esta trajetéria busca o caminho mais curto para alcancar o
ponto de equilibrio L, consequentemente o veiculo espacial colide com My durante

essa transferéncia.

Em seguida, realizamos as simulacgoes de transferéncia de Ly para L3. As Figuras
6.26 e 6.27 fornecem informacoes a respeito da variagao de velocidade em relacdo ao
angulo inicial de trajetoria de voo e da variacao de velocidade em relagao ao tempo

de vbo, respectivamente.

Observe na Figura 6.26 que o angulo inicial de disparo se encontra entre 165° e
185° pelas mesmas razoes mencionadas na interpretacao da Figura 6.23. Observe
que o tempo de voo mais curto (t = 0,1 dia) utiliza o AV méximo, pois para
alcancar o destino final em menos tempo, ¢ necessario ter uma velocidade maior e
consequentemente um AV maior. Também é possivel notar que o AV necessario
para sair de Ly e alcan¢ar Lz no menor tempo (t = 0,1 dia) é o dobro do valor
encontrado para sair de Ly e alcancar L; nesse mesmo tempo. Isto ocorre em razao
da simetria do problema. Devido ao fato de que os corpos primarios tem massas
iguais, o ponto de equilibrio L; esta na metade do caminho de L3 em relacao a um
veiculo espacial que parte de Lo. Embora nao seja um movimento retilineo, podemos
interpretar da seguinte maneira. Para a espagonave percorrer o dobro da distancia
(alcancar L3) no mesmo intervalo de tempo que alcangou L; (t = 0,1), é necessario

dobrar o valor da velocidade.

151



Figura 6.26 - Transferencia de Ly para Lg, fornecendo o dngulo de disparo vs AV.
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Figura 6.27 - Transferencia de Lo para Lg, fornecendo o tempo de transferéncia vs AV.
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Note nas Figuras 6.26 e 6.27 que existe um AV minimo necessario para que o veiculo
espacial alcange Lz partindo de Ly. O AV minimo tem o valor de AV = 0,341153
m/s, o tempo de transferéncia é de t = 0,5917 dias e o dngulo de disparo 171,134°.
Observe que o AV minimo para alcangar L partindo de Ly (para o tempo estimado)
é ligeiramente maior do que o AV minimo para alcancar L; partindo de L,. Isto
ocorre porque o ponto de equilibrio L3 estd mais distante de Ly (quando comparado
com L), sendo necessario maior energia para alcangar a regiao que se encontra
Ls. O tempo de transferéncia (para o AV) também ¢ ligeiramente maior do que o
tempo de transferéncia para alcancar L; partindo de Ls. Isto ocorre porque o ponto
de equilibrio L3 é o ponto mais distante de Lo, sendo necessario um maior tempo

para alcancar este ponto utilizando um valor 6timo de AV.

Na Figura 6.28 é possivel observar a trajetéria do veiculo espacial que parte de Lo
e alcanga L3. Na Figura plotamos apenas a trajetoria de minimo AV e a trajétéria
mais rapida (t = 0,1). Observe que, assim como no caso anterior, a trajetéria mais
rapida colide com Ms. Por outro lado, a trajétoria otimizada consegue alcancar o
destino final e ainda sim, gastante o minimo de combustivel e gastando apenas 12

horas para realizar a transferéncia.

Figura 6.28 - Trajetérias de um veiculo espacial que parte de Lo e alcanga Ls.
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Finalmente, realizamos as simulagbes numéricas considerando um veiculo espacial

que parte de L3 e alcanca Ls.
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As familias de transferéncias sao mostrados nas Figuras 6.29 e 6.30.

Figura 6.29 - Transferencia de Ly para Lg, fornecendo o angulo de disparo vs AV.
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Figura 6.30 - Transferencia de Lo para Lg, fornecendo o tempo de transferéncia vs AV.
1 : : :

|
|
|
09H

08l |

AV (m/s)

04 g

03 1 1 1 L 1 1 1 L
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Time (days)

154



Na Figura 6.29 podemos observar que encontramos uma familia de transferéncias
orbitais para um angulo de disparo em torno de 0° graus, uma vez que L, faz este
dngulo em relagdo a um objeto que se encontra em Lz (sentido positivo do eixo
x). Depois, s6 encontramos familias de drbitas de transferéncia quando o angulo
de disparo esta em torno de 345° e 360°. Esta descontinuidade significa que nao
encontramos solugoes que alcancam Lo partindo de L3 para angulos de disparo entre
0° e 345°. O valor minimo (considerando o tempo méximo de 1 dia) para realizar
esta transferéncia é de AV = 0,341152 m/s e angulo de disparo de 171,13°.

A Figura 6.30 fornece informagdes sobre o tempo de voo. Observe que esta Figura é
muito semelhante a Figura 6.27. Isto decorre do fato da simetria do sistema. Como
os corpos primarios do sistema 2017 YE5 tem massas iguais, é necessario o mesmo
impulso para partir dos pontos de equilibrio simétricos, que nesse caso é L3 e L.

Isto pode ser verificado através da Figura6.31.

Figura 6.31 - Trajetérias de um veiculo espacial que parte de L3 e alcanca Lo.
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Na Figura 6.31 plotamos apenas a trajetoria de AV minimo e a trajetéria de me-
nor tempo (t = 0,1). Observe a semelhanga entre as Figuras 6.28 e 6.31. Podemos
observar que a energia necessaria para alcancar Lo partindo de L3 ¢ a mesma do
que realizar o caminho inverso (de Ly para Ls). Devido a razao de drea/massa ser
pequena (A/m = 0,01), a perturbac¢do devido a pressao da radiacao solar néo in-

fluencia significativamente a trajetoria durante a transferéncia, uma vez que esté
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transferéncia é realizada em um intervalo de tempo pequeno (no maximo 1 dia).

A perturbagao da pressao da radiacao solar é, em média, 1000 vezes menor do que
as forcas gravitacionais dos corpos primarios, entdo consequentemente, as forgas
gravitacionais dos corpos primarios que governam predominantemente o movimento

do veiculo espacial nesta regiao e no intervalo de tempo da transferéncia.

A diferenca AV, o 15 - AV, 10 1, = 5.1 X 1078 m/s, em que AV, 4, L, significa
AV necessario para sair de L; e alcangar Lj. A precisao numérica das simulagoes
é de 107'2. Observe que esse valor da diferenca é baixo mas ainda sim diferente
de zero. Se nés nao considerarmos a perturbacao proveniente do Sol, essa diferenca

seria zero.
6.13 Consideracoes

As localizagoes exatas dos cinco pontos de Lagrange em um asteroide binario com
origem cometaria recém-descoberto foram determinadas, bem como a energia (cons-
tante de Jacobi) necessaria associada a esses pontos de equilibrio. Todos os pontos de
Lagrange estao no plano dos primérios (SZEBEHELY, 1967). Os pontos de Lagrange
sao regides do espaco onde existem equilibrios de forgas considerados no modelo. Na
presenca de outras forgas, eles ndo sao mais pontos de equilibrio, mas recebem um
minimo de perturbagao, portanto, sao 6timos locais para manter um veiculo espacial

com manobras de manutencao orbital minima.

A superficie da se¢do é uma ferramenta poderosa que permite encontrar orbitas
periddicas em torno de um sistema bindrio. Construimos esses mapas considerando
o CRTBP em um sistema girante. Ao restringir o nivel de energia (ou constante
de Jacobi), reduzimos nosso sistema em uma dimensdo, portanto, considerando o
problema planar, o sistema é reduzido a duas dimensoes e, conseqiientemente, o
espaco de fase é totalmente representado pela projecao em um plano. Os niveis de

energia utilizados sao os dos pontos de equilibrio.

Encontramos 6rbitas periddicas estaveis (prégrada e retrégrada), ao redor de cada

primario, com periodos 1, 6, 8, 11, dependendo da constante de Jacobi utilizada.

Construimos tabelas que fornecem as condi¢oes iniciais que geram as Orbitas perié-
dicas para o sistema 2017 YE5. Essas tabelas também informam a estabilidade das

orbitas periddicas encontradas.

Finalmente, calculamos os valores minimos que uma manobra impulsiva precisa
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aplicar a um veiculo espacial para permitir transferéncias entre os pontos de equi-
librio colineares. Vimos que durante o tempo de tranferéncias, a influencia do Sol
nao altera significativamente a energia necessaria para realizar a manobra e nem a

trajetoria percorrida pelo veiculo espacial.
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7 DINAMICA EM TORNO DE UM ASTEROIDE MODELADO COMO
UM TRIPOLO DE MASSA

Este Capitulo fornece a revisao da literatura a respeito da importancia dos modelos
simplificados e aborda as equagdes do movimento de uma particula de massa infi-
nitesimal em torno de um asteroide que tem uma forma arqueada. Este Capitulo
busca compreender de que forma os principais parametros do asteroide influenciam

na dindmica de uma particula na sua vizinhanga.

O trabalho desenvolvido neste Capitulo foi publicado na Revista Mexicana de As-
tronomia y Astrofisica (SANTOS et al., 2020).

7.1 Introducao

Inspirado no modelo de ligagdo de particulas duplas, Lan et al. (2017) propos que
pequenos corpos com formatos convexos podem ser modelados por um modelo de
ligacao de particulas triplas determinado por cinco parametros: massa do asteroide
em kg (M), velocidade angular em torno do préprio eixo (w), distdncia horizontal
entre os pontos de massa my; e mys (), razao entre l; e Iy (7) e a razdo de massa

do sistema (). Esse modelo criado por Lan et al. (2017) é mostrado na Figura 7.1.

Figura 7.1 - Modelo do tripolo de massa em rotagao.

|

A

Fonte: Lan et al. (2017).

Lan et al. (2017) analisou os asteroides 433 Eros, 243 Ida e a lua marciana M,
Phobos, em que validaram o chamado modelo do tripolo de massa, verificando que
a distribuicao do campo gravitacional das regioes anulares instaveis é semelhante a

encontrada no modelo poliédrico. Mais tarde, Yang et al. (2018) propos o modelo
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de ligacao tripla de particulas assimétricas como um passo adicional para melhorar
o modelo de ligagao tripla simétrica. Os autores analisaram o modelo de tripolo de
massa assimétrica usando trés asteroides alongados diferentes (243 Ida, 433 Eros e
(8567) 1996 HW1) e verificaram que o modelo de tripolo de massa assimétrico é
mais preciso do que seus antecessores, o modelo dipolo e o tripolo simétrico (ZENG
et al., 2016; LAN et al., 2017).

Embora os trabalhos encontrados na literatura tratem da validacao do modelo do
tripolo simétrico e assimétrico, uma analise semi-analitica do modelo do tripolo ainda
nao foi realizada. Portanto, o principal objetivo do presente trabalho é realizar uma
analise dindmica em torno de asteroides que possuem uma forma convexa e investigar
quais parametros (k, pu* e ®, onde & determina o quanto arqueado é o asteroide)
influenciam na distribuicao dos pontos de equilibrio, na estrutura topoldgica das
curvas de velocidade zero e na condicao de estabilidade das solucoes estacionarias.
O modelo do tripolo possui um grau de liberdade a mais quando comparado ao
modelo dipolo de massa. Assim, é possivel identificar novos parametros, como o
angulo azimutal, e investigar sua influéncia nas propriedades dindmicas em torno de
um sistema arqueado. Com isso, os resultados podem ser aplicados para investigar
corpos arqueados naturais alongados, como alguns sistemas de asteroides, niicleos

de cometas e luas do planeta.

Este Capitulo esta organizado da seguinte maneira. O modelo e a metodologia sao
discutidos na Secao 7.2. Os resultados sao analisados e discutidos na Segao 7.3.
Na Secao 7.4, investigamos e comparamos as condi¢des de estabilidade do modelo
adotado neste estudo com sistemas reais de corpos pequenos. Na Secao 7.5, sao feitas

algumas consideracoes finais.
7.2 Estrutura matematica

Nesta Sec¢ao, descrevemos o problema restrito de quatro corpos usando o modelo
do tripolo de massa em rotagdo mostrado na Figura 7.2. Este modelo consiste em
trés pontos de massa, M, My e M;, dispostos dentro de um asteroide de formato
irregular. Todas as equagoes desenvolvidas neste trabalho se referem ao sistema
particula-asteroide (onde a particula é um corpo com massa desprezivel), ou seja,
as perturbagoes de outros corpos nao sao levadas em consideragao. As hastes que
conectam M; a M3 e Ms a M3 tem massa desprezivel e o mesmo comprimento L = 1,
que ¢é a unidade canonica. A distancia entre M; e M, é indicada por [;, enquanto a
distancia entre My e o eixo x, que contém Mj, é indicada por [,. O parametro 7 é

definido como a razao entre [y e If, em que [§ = [;/2, ou seja, T = l5/I;.
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A origem do sistema de referéncia (zy) estd no centro de massa do asteroide. O
angulo formado por cada haste com o eixo x é chamado de adngulo azimutal e é
indicado por ®. Assumimos que ambas as hastes fazem o mesmo angulo com o eixo
horizontal. A configuracdo geométrica do asteroide depende desse angulo. Quanto
mais arqueada a forma do asteroide, maior é o angulo azimutal. Observe que quando
® = 0° o comprimento do asteroide é maximo e igual a duas unidades canonicas.
As equagdes que descrevem o movimento da particula no plano xy ao redor do tri-
polo estao escritas no sistema de referéncia girante que gira com velocidade angular
constante w = 1, em unidades candnicas. A unidade de tempo é definida de modo
que o periodo de rotacao do tripolo seja igual a 2. Consideramos que M; e M; tém

massas iguais, ou seja, m; = Mma.

Figura 7.2 - Representagdo esquemadtica do asteroide modelado por um tripolo.

3 l; = 2Lcosd

7.2.1 Equagao do movimento

Considere que o corpo com massa desprezivel (particula) estd localizado em P (z,
y) e seu movimento é governado exclusivamente pelas forgas gravitacionais devido
aos corpos primarios My, My e Ms. My e M, tém massas m; = my = p* e M3 tém

massa mg = 1 — 2u*, onde p* é razao de massa definida como

mo
* = : 7.1
H mi + Mo + M3 ( )

As coordenadas dos corpos priméarios My, M, e M3, em unidades canonicas, sao,
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respectivamente, dadas por:

rl = —cos(®), y = sin(P) — 2u*sin(P), 2z =0, (7.2)
22 = cos(P), yo = sin(P) — 2u*sin(P), 29 =0, (7.3)
r3 =0, y3=—"2u"sin(P), 2z3=0. (7.4)

Usando as unidades canonicas mencionadas acima, a funcdo Hamiltona do sistema

é escrita como (SZEBEHELY, 1967; MCCUSKEY, 1963):

» 2 2 2 2 * * 1 — 2%
H:(p +y) —{—(py—l—l’) _:v+y —k:( _|_'u7_|_ #), (7.5)
2 2 rLo T2 T3
em que
r = \/ (x —21)2+ (y — )2, (7.6)
ry = \/ (x —x2)% + (y — y2)?, (7.7)
r3 = \/ (. —23)* + (y — y3)*, (7.8)

e pz € py sao as componentes do momento angular da particula em relagao ao eixo x
e ao eixo y, respectivamente. O parametro adimensional k£ é a razao de forca, dada
pela razao entre a forga gravitacional e a for¢a centrifuga (ZENG et al., 2018; ZENG
et al., 2016a) dada por .

po G (7.9)

W*2ZT3

O valor de k depende da velocidade angular do asteroide (w*) no sistema internacio-
nal de unidades, da massa total do corpo (M) em kg. O comprimento [; na Equagao
7.9 refere-se a distancia entre M; e My, em metros, e G* é a constante gravitacional
universal no sistema internacional de unidades. Portanto, k pode ser calculado apds
a obtengao do comprimento do segmento [5. (ZENG et al., 2018; LAN et al., 2017; ZENG
et al., 2016a)

A partir da funcao Hamiltona, é possivel obter as equagoes de movimento da parti-

cula no sistema de referéncia girante:

oH

r = = q
oH

U= Gp, P (7.11)
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As demais equacoes dinamicas sao

) oH

oH
Yy = ——— = Dy — Q,, 7.13
Dy By p Y+ 4y ( )

em que {2, e ), sao as derivadas parciais de {2 em relagao a x e y, respectivamente,

que sao dados por

— 4+ +
T1 D) T3

2 2 * * 1 —9,*
Q:x'”’+k(“ F “). (7.14)

A Equacao 7.14 é uma funcao escalar, também conhecida como pseudo-potencial,
que é responsavel pela aceleragao experimentada pela particula em um sistema de
referéncia nao inercial. As equagoes de movimento de uma particula de massa infini-
tesimal no plano xy sdo (SZEBEHELY, 1967; MURRAY; DERMOTT, 1999; MCCUSKEY,
1963; SCHEERES, 2012):

T — 2y =, (7.15)

i+ 28 = Q,, (7.16)

que tém a mesma aparéncia que as equagoes do problema restrito classico de trés
corpos (SZEBEHELY, 1967; MURRAY; DERMOTT, 1999; MCCUSKEY, 1963; SCHEERES,
2012).

Considerando o movimento no plano zy e multiplicando a Equagao 7.15 por 2x e

Equagao 7.16 por 2y e, somando-os, temos que

. : o9 o0
20 + 2yy = 20— + 29— 7.7
Ti + 2yy x@y + y@y (7.17)
em que pode ser reescrita como
d(i? + 32 ds?
d@®+9°) _ 90 (7.18)

dt dt

Integrando a Equagao 7.18 em relacao ao tempo, nés encontramos que
v? =20 — C*, (7.19)

onde v é a velocidade da particula e C* é uma constante de integragao.
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Neste Capitulo, C* é chamado de constante de Jacobi modificada, onde modificado
significa que ¢é diferente da constante estudada por Jacobi para o caso do problema
restrito classico de trés corpos (PRCTC). Um caso especial ocorre quando k = 1,
uma vez que a constante de Jacobi modificada tem o mesmo valor que a constante
de Jacobi, correspondente ao PRCTC. Olhando para a Equacao 7.19, notamos que
a velocidade da particula depende apenas do pseudo-potencial e da constante de
integracao C*. A constante C* é determinada numericamente em termos da posi¢ao

inicial e velocidade da particula.
7.2.2 Pontos de equilibrio

As localizagoes dos pontos de equilibrio sdo explicitamente definidas em termos de
p* (e implicitamente em ®). Fazendo o lado direito das Equagoes 7.15 e 7.16 iguais

a zero, ou seja, ¢ = ¢y = 0, implica que as aceleragoes sao nulas:

vt k(-0 L wlemm)
[z =22+ (y—9)?) (& —22)? + (y — )]
O T (G M
(= 2)* + (y — )22
Y+ k(— wy =) _ 1y — 1) (7.20)

[z =202+ (y =97 (& —22)? + (y — 92)?)?
=2y
(2 = 23) + (y — y3)*]2

As solugdes deste sistema de equagoes podem ser determinadas numericamente.
7.2.3 Analise da estabilidade linear dos pontos de equilibrio

As aproximagoes analiticas de primeira ordem para o movimento em relagdo aos
pontos de equilibrio (zg, yo) sdo derivadas por meio da linearizacdo em relagao ao
ponto de equilibrio. As equacoes variacionais de primeira ordem podem ser resolvidas
para produzir uma aproximacao util. Como uma etapa inicial, considere os seguintes
simbolos,
§=1x—xo
(7.21)
n=1Y—"Yo-
Portanto, & e n sdo as variagoes relativas ao ponto de equilibrio definido em termos

de seus nimeros de medida xy e yy. Entao, linearizar as Equagoes 7.15 e 7.16 sobre
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a solucao de equilibrio resulta

é - 277 = Q:L‘x(-”Oa yO)f + Qxy(xm yO)T]a

o (7.22)
n + 25 = Q:ry(x(b yO)S + ny(x[): ?/0)%

onde as derivadas parciais em (g, 7o) significam que o valor é calculado no ponto de
equilibrio que esta sendo investigado. £ e n representam as coordenadas da particula
em relacao ao ponto de equilibrio (xg, yo) € Quz, Quy, Loy € Qyy s@o as derivadas

parciais calculadas nestes pontos, dadas por

3(1 — 2u*)a? 1—2p w
e = L o = @4 (-2 (@) + (g — 92
3 (v — x1)° _ W
(= + =) (=22l + (g — )"
3u*(x — x9)?

(@2l + -

Q,, =1+ k(CL=2W = y;/); I et/ S 3 (y — v1)” -
(22 + (y — y3)?) (22 + (y — y3)?) (x —21) + (y —11)?)
B 1w N 3t (y — )

((95 - xl)Q + (y - 91)2)3/2 ((x - 902)2 + (?/ - 92)2)5/2
- a )

((x = 22)2 + (y — 92)2)*?
Q) = 0y — WAy —99) | B'le =)y =)

@+ —v)?)"" (@ —2)2+ (y—y1)2)”

3p(x — w9)(y — ¥

)
Yot -
.

Da mesma forma que fizemos na Equagoes 2.34, podemos encontrar as raizes nao

triviais da Equacgao carateristica fazendo:

M (A—00 -0 1N+ Q0,00 — (2012 =0. (7.24)
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7.3 Resultados

Nesta Secdo, mostraremos os resultados numéricos obtidos em nossas interagoes
numéricas. O objetivo é obter uma visao geral da dindmica do problema, o que nos

permitira tirar algumas conclusoes.
7.3.1 Influéncia de [k, p*, ] nos pontos de equilibrio

Comegamos calculando os pontos de equilibrio do sistema. A figura 7.3 (a) mostra
os pontos de massa M (circulo verde no lado esquerdo), My (circulo verde no lado
direito) e M3 (circulo verde central) e seis pontos de equilibrio (vermelho) para
® =0° p* =1/3 ek =1. Os pontos de equilibrio entre M; e M3 e entre My e M;
se sobrepoem a haste que liga as esferas (veja a Figura 8.1). Portanto, assumimos

que esses pontos de equilibrio estao dentro do corpo do asteroide.

A Figura 7.3 (b) é semelhante a Figura. 7.3 (a), mas agora u* = 1/3 e k = 1, mas
® = 45°. Nesse caso, existem oito pontos de equilibrio, todos fora do eixo x. A
mudanga de posi¢ao ocorre porque é necessaria uma nova configuragao para atender
as condic¢oes de equilibrio & medida que as posi¢oes dos corpos primarios mudam,

modificando o valor do angulo azimutal.

Realizamos investigacoes numéricas para entender como as coordenadas dos pontos
de equilibrio externo mudam quando p*, k e ¢ sao variados. Para facilitar esta
andlise, identificamos cinco regides, A, B, C, D e E, como mostrado na Figura
7.4. Observamos que as regides sao simétricas em relagdo ao eixo y. Observe que
as regides A, B e E sdo simétricas em relacdo ao eixo y, ou seja, se os pontos
de equilibrio (nas regides A, B ou E) tiverem coordenadas (z, y), havera outro
ponto de equilibrio nas coordenadas (- z, y). Devido a essa propriedade simétrica
das regides, analisaremos apenas as situagoes nas quais x é negativo. A Figura 7.4
exibe os pontos de equilibrio quando p* = 1/3, k = 1 e ® estd variando. A figura
ilustra como os pontos de equilibrio se movem conforme o parametro ® é variado. Os
angulos azimutais correspondentes sao dados na legenda do grafico. Pode-se observar
o “caminho” seguido pelos pontos de equilibrio a medida que ® aumenta. Para & =

90°, os pontos de equilibrio sao equivalentes a um dipolo alinhado em x = 0 .

Para a regiao A, plotamos o comportamento dos pontos de equilibrio no plano xy

em funcao de u*, k e ®, conforme mostrado na Figura 7.5.

A Figura 7.5 mostra como as coordenadas dos pontos de equilibrio variam com k,

wee .
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Figura 7.3 - Pontos de equilibrio para um angulo azimutal de (a) 0°

casos, u* =1/3.
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Figura 7.4 - Pontos de equilibrio separados por regioes de A a E.
«0% »15" w30® m45° .60 757 #9007
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Observe que os graficos mostram a variagao na massa do corpo Mj, dada por 1-
2p*. Ou seja, se a massa de M3 aumentar, consequentemente, a massa de M; (e
M,), dada por p*, diminui. A barra de cores representa o valor do dngulo azimutal.
Primeiro, investigamos as solu¢des quando variamos k£ e mantemos p* e ¢ constantes.
Observe na Figura 7.5 que a medida que a rotacao do asteroide diminui, ou seja, a
medida que k aumenta, os pontos de equilibrio se afastam do centro de massa do
sistema. Isso ocorre porque aumentar k implica em diminuir a velocidade angular do
asteroide em torno de seu préprio eixo (veja Equagao 7.9), diminuindo assim o valor
da forca centrifuga. A condicao da existéncia de um ponto de equilibrio é que a forca
resultante em um ponto no espaco seja zero, ou seja, a forga gravitacional e a forca
centrifuga devem ter o mesmo valor em moédulo, mas diregoes opostas. Portanto,
para manter a forga centrifuga em um valor que neutraliza a forca gravitacional, a
distancia do centro de massa para posi¢ao dos pontos de equilibrio deve aumentar.
A medida que k aumenta, os pontos de equilibrio aparecem mais afastados do centro

de massa.

Em seguida, mantendo os valores de k e ® constantes e variando p*, a Figura 7.5
mostra que, a medida que p* se torna menor, o ponto de equilibrio no eixo x que

estd dentro da regiao A se aproxima do centro de massa do sistema.
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Figura 7.5 - As coordenadas dos pontos de equilibrio na regido A em funcédo de k, u* e ®.
(a) Posicao dos pontos de equilibrio em z-axis. (b) Posigdo de equilibrio dos

pontos no eixo y.
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Por outro lado, com uma redugao de 1-2 p* (ou seja, aumento de p*), os pontos
de equilibrio no eixo y se afastam do asteroide. Isso acontece porque, a medida que
a massa dos corpos M; e M se torna menor, a forca gravitacional na borda do
asteroide diminui no eixo x, o que resulta na reducgao da forca centrifuga do sistema
nesse eixo. Por outro lado, as posi¢oes dos pontos de equilibrio no eixo y se movem
para longe do centro de massa a medida que a forca gravitacional nesse eixo se torna

maior devido ao aumento na massa de Mj.

Finalmente, a medida que aumentamos ®, os pontos de equilibrio na regiao A ao
longo do eixo x se aproximam do centro de massa do sistema, enquanto os pontos ao
longo do eixo y se afastam do centro de massa do sistema. Esses pontos de equilibrio
existem apenas quando o angulo azimutal esta entre 0° e 76°. Além desse valor, a

configuragao do tripolo nao permite a existéncia de pontos de equilibrio na regiao
A.

Para a regiao B, as variagoes das coordenadas x e y dos pontos de equilibrio em
funcdo de k, u* e ® sdo mostradas nas Figuras 7.6 (a) e (b), respectivamente. Para
uma melhor visao do caminho percorrido pelos pontos de equilibrio, quando variamos
os parametros k, u* e ®, inserimos uma curva (linha preta) na regido amarela (¢ =

65°).

Observamos que, a medida que k se torna menor, as posi¢oes dos pontos de equilibrio
na regiao B se afastam do centro de massa do sistema. Isso é verdade para os pontos
de equilibrio nos eixos x e y e ocorre pelo mesmo motivo dos pontos de equilibrio

na regiao A.

Os pontos de equilibrio na regiao B ocorrem para ¢ > 26°. Quando a massa ms

aumenta, os pontos de equilibrio tendem a se afastar do corpo principal nos eixos x

ey.

Analisando a disposicao dos pontos de equilibrio na regiao B a medida que aumen-
tamos @, descobrimos que os pontos de equilibrio se movem para cima ao longo do
eixo y e podem cruzar para o semiplano positivo. Diferentemente do que acontece
com as solugdes na regiao A, os pontos de equilibrio na regiao B se afastam do

centro de massa do sistema ao longo do eixo x.

A tabela 7.1 resume a dire¢do do deslocamento dos pontos de equilibrio na regiao

A e B em relagao ao centro de massa do corpo, pois k, u* e ® variam.
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Figura 7.6 - As coordenadas dos pontos de equilibrio na regido B em funcao de k, u* e ®.
(a) Posicao dos pontos de equilibrio em z-axis. (b) Posi¢do de equilibrio dos

pontos no eixo y.
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O simbolo  indica que o parametro correspondente estd aumentando, enquanto
= ¢é usado para indicar parametros que estao fixos. As setas direcionais indicam a
direcao do deslocamento dos pontos de equilibrio. Por exemplo, quando mantemos
fixos os valores de k e pu* e aumentamos ®, os pontos de equilibrio da regiao A, x
e y movem para a direita (aproximando-se do centro de massa do sistema) e para

cima (afastando-se do centro de massa do sistema), respectivamente.

Tabela 7.1 - Tendéncias de variacdo das coordenadas para os pontos de equilibrio das
regides A e B.

Resumo, variacéao Movimento do Movimento do
de parametros. ponto de ponto de
equilibrio. Regiao equilibrio. Regiao
A B

Zo Yo T Yo

k212 = @ = — T — +
k=, 12u* & 0 = — T — T
k=120 =& 7 — T — T

Em seguida, investigamos as regides C' e D. Nessas duas regioes, as coordenadas dos

pontos de equilibrio no eixo x sdo zero para todos os pontos.

A Figura 7.7 mostra a coordenada y dos pontos de equilibrio em funcao de k, p* e
®. Quando k aumenta, a forca centrifuga fica menor, entao os pontos de equilibrio
se afastam de M. A medida que a massa de M3 aumenta, a forca gravitacional na
diregdo y se torna mais forte, fazendo com que as posi¢oes dos pontos de equilibrio

na regiao C' se movam na dire¢do negativa do eixo y.

Finalmente, a medida que ® aumenta, os pontos de equilibrio se movem para baixo
ao longo do eixo y. A Figura 7.7 ilustra que a coordenada y dos pontos de equilibrio
da regiao C' depende de @, e que yo(P) se torna menor a medida que aumentamos
o angulo azimutal. Isso acontece porque, a medida que aumentamos ®, M; e Mo,
os pontos de equilibrio se movem para cima ao longo do eixo y. Entao, para manter
o centro de massa do sistema na origem, M3 deve estar no semiplano com um eixo
y negativo. Além disso, a medida que ¢ aumenta, a coordenada de Mjz se torna
cada vez mais negativa, de modo que os pontos de equilibrio na regiao C' se afastam
de M3 na dire¢ao negativa para manter o equilibrio entre as forcas gravitacionais e

centrifugas.
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Figura 7.7 - Comportamento dos pontos de equilibrio no eixo y da regiao C é uma funcao
dos parametros k, u* e ®.
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A Figura 7.8 mostra como os pontos de equilibrio na regiao D dependem de k, u* e
®. A medida que k aumenta, os pontos de equilibrio se afastam do centro de massa
do sistema. Quando a massa de Mj se torna maior, isto é, a medida que (1-2 u*)
aumenta, os pontos de equilibrio na regiao D se movem na dire¢ao positiva do eixo

y, afastando-se do centro de massa do sistema.

Finalmente, investigamos o comportamento dos pontos de equilibrio no eixo y
quando aumentamos ®. Inicialmente, quando aumentamos ®, os pontos de equi-
librio no eixo y se aproximam do centro de massa do sistema. [sso acontece porque,
quando aumentamos o angulo azimutal, M3 se move para baixo, consequentemente
a forga gravitacional no eixo positivo de y se torna mais fraca. Por outro lado, a me-
dida que aumentamos ®, os corpos M; e My se movem para cima em relacao ao eixo
y. Isso faz com que a forga gravitacional aumente na regiao D, agora fazendo com
que os pontos de equilibrio se movam para cima. Para uma melhor compreensao,
construimos uma figura usando [u*, k] = [1/3, 1], que mostra o comportamento do

ponto de equilibrio na regiao D quando variamos ®, como mostrado na Figura 7.9.

Entao, a medida que aumentamos o valor de ®, os valores dos pontos de equilibrio na
regiao D diminuem, aproximando-se do centro de massa do sistema, atingindo um
minimo em ¢, = 30,32° e a posigao y da regiao D que depende de ® é y (P)p_imin

= 0,6664 e depois aumenta novamente, afastando-se do centro de massa do sistema.

A tabela 7.2 resume a dire¢ao no deslocamento dos pontos de equilibrio na regiao

C e D em relagdo ao centro de massa do asteroide quando k, u* e ® variam.
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Figura 7.8 - Comportamento dos pontos de equilibrio no eixo y da regiao D é uma funcao
dos parametros k, u* e ®.
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7.3.2 Influéncia do angulo azimutal nas curvas de velocidade zero

O angulo azimutal é um dos pardmetros principais que governam a estrutura topo-
logica das curvas de velocidade zero ao redor do sistema do tripolo de massa. Nesta
Secdo, esse efeito é investigado. Para as simulagoes numéricas, mantemos [k, p*]7
= [1, 1/3]7 e variamos o dngulo ® no intervalo [0, 90°]. As curvas de velocidade
zero aqui mostradas, objetivam determinar a ordem do surgimento dos pontos de
equilibrio. Devido a isso, nés determinamos as curvas mesmo que elas passem por

dentro do corpo analisado.
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Tabela 7.2 - Tendéncias de variagdo das coordenadas para os pontos de equilibrio das
regides C' e D.

Resumo, variacao Movimento dos Movimento dos
de parametros. pontos de pontos de
equilibrio. Regiao equilibrio. Regiao
C D

Zo Yo o Yo

k2 12u* =, & = 0 + 0 T
k=, 1-2u 2 @ = 0 + 0 T
k= 12u* =, & 7 0 + 0 7T

A Equagao 7.19 relaciona o quadrado da velocidade e a posi¢cdo do corpo de massa
infinitesimal em um sistema de coordenadas girante. Observe que quando a constante
de integracao C* é determinada numericamente pelas condigoes iniciais, a Equagao

7.19 fornece a velocidade com a qual o corpo de massa infinitesimal se move.

Em particular, se v é zero, a Equacao 7.19 define as curvas nas quais a velocidade é
zero. A equacao que fornece as curvas de velocidade zero, em coordenadas cartesia-
nas, é:

$2+y2+%+%+M:C* (7.25)

T T2 T3

onde 71, 79 € T3 sdo mostrados nas Equagoes 7.6, 7.7 e 7.8. As curvas de velocidade
zero no plano xy para seis valores diferentes de ® sdo mostradas na Figura 7.10.
Cada curva nos quadros a) a f) da Figura 7.10 corresponde ao valor da constante
de Jacobi para a qual os contatos entre as ovais ocorrem e os pontos de equilibrio

surgem. O tripolo nao esta ilustrado na figura.

A Figura 7.10 a) mostra as curvas de velocidade zero quando o angulo azimutal é
0°. Observe que, para esse angulo azimutal, M, Ms e M3 estao alinhados no eixo
x. Por outro lado, a Figura 7.10 b) mostra as curvas de velocidade zero quando o
angulo azimutal é 20°. Para valores pequenos de = e y que satisfagam a Equagao
7.25, os dois primeiros termos sao praticamente irrelevantes e a equacao pode ser
escrita como:

oo 20 -2pf) O (2P 4yt CF

————— ik S I L AR . A AN 7.26
(A1 T2 T3 2 2 2 ¢ ( )

Essa equacao fornece as curvas equipotenciais para os trés centros de forca p*, p*
e 1-2p*, conforme mostrado na Figura 7.10 a) e b). Para valores elevados de C*,

as ovais consistem em curvas fechadas ao redor de cada corpo. Se diminuirmos C*,
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as ovais em torno de M, M, e Mj (ovais internas) se expandem e os contornos
externos (ovais externos) se movem em dire¢ao ao centro de massa do sistema. As
ovais internas se conectam com as ovais externas, resultando nos pontos de equilibrio
na regiao A (curva preta) e as ovais entre os corpos também se conectam, resultando

nos pontos de equilibrio na regiao F (curva vermelha). Veja as Figuras 7.10 a) e b).

Se C* for diminuido ainda mais, as regioes onde o movimento é permitido se tornam
maiores. [sso acontece porque a oval em torno das massas aumenta e se funde com
a oval externa, deixando apenas uma pequena area confinada (regides C' e D), onde
o movimento é impossivel. Observe na Figura 7.10 a) que, devido a simetria do
problema, os pontos de equilibrio nas regices C' e D aparecem com o mesmo valor
de C* (curva verde). Por outro lado, quando o dngulo azimutal é diferente de 0°, os
pontos de equilibrio nas regides C' e D aparecem para diferentes valores da constante

de Jacobi (curvas verde e azul, respectivamente) mostrados na Figura 7.10 b).

A Figura 7.10 c¢) mostra as curvas de velocidade zero quando o angulo azimutal é
de 40°. A mudanca na estrutura topolégica das curvas de velocidade zero é evidente
a medida que o dngulo azimutal é variado. Observe na Figura 7.10 ¢) que, além dos
pontos de contato mostrados nas Figuras 7.10 a) e b), novos pontos de contato emer-
gem (curvas vermelhas) na regiao B. Por meio de simulagdes numéricas, observamos

que as regioes B surgem quando o angulo azimutal é maior que 26°.

Quando consideramos o angulo azimutal de 60°, My, M5 e M5 formam um tridangulo

equilatero em relagdao ao sistema de referéncia girante.

Assim, as curvas de velocidade zero tém uma forma simétrica. Quando o angulo
azimutal é 60°, os pontos de equilibrio nas regioes A e C' surgem para Cy_c =
2,946725190. Da mesma forma, Cgp = 3,35803516 é necessario para contatos entre
formas ovais nas regides B e D. A Figura 7.10 (e) mostra as curvas de velocidade
zero para um angulo azimutal de 80°. Na Figura 7.10 (e), observamos que as regices
A deixam de existir, deixando apenas as regides B, C, D e FE. Isso significa que,
assim como as regioes B dependem do angulo azimutal para emergir ou desaparecer,

0 mesmo acontece com a regiao A. A regiao A deixa de existir quando ® > 76°.

Finalmente, considerando um angulo azimutal de 90°, M; e M, se sobrepoe, o que
significa que eles se comportam como um corpo Unico com massa m = my + M.
Para esta configuracao, o sistema ¢é semelhante ao problema restrito classico de trés

corpos, com uma razao de massa de p* = 1/2.
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Figura 7.10 - Influéncia do dngulo azimutal nas curvas de velocidade zero no plano xy.
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(a) Curvas de velocidade zero para um angulo azimutal de 0°. (b) Curvas de
velocidade zero para um adngulo azimutal de 20°. (¢) Curvas de velocidade zero
para um angulo azimutal de 40°. (d) Curvas de velocidade zero para um angulo
azimutal de 60°. (e) Curvas de velocidade zero para um angulo azimutal de 80 °.
(f) Curvas de velocidade zero para um angulo azimutal de 90°.
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Observe nas Figuras 7.10 (a) - (f) que, & medida que aumentamos o angulo azimutal
de 0 a 90°, alteragdes perceptiveis nas curvas de velocidade zero podem ser observa-
das proximo ao asteroide convexo. Observe que as regioes que conectam as ovais se

movem ao longo do plano xy a medida que variamos o angulo azimutal.

Os valores das constantes de Jacobi modificadas nos pontos de contato em cada
regiao da Figura 7.10 sdo mostrados na Figura 7.11. Os numeros 7.11 (a) - (d)
mostram como os valores da constante de Jacobi nas regices A, B, C' e D (Cy,
Cp, Co e Cp, respectivamente) variam em fungao do angulo azimutal . Na Figura
7.11 - a), vemos que os valores da constante de Jacobi C4(®) diminuem a medida
que o angulo azimutal ® aumenta. Para Cp(®), observa-se que, inicialmente, o
valor da constante de Jacobi aumenta com o aumento do dngulo azimutal e depois
diminui, conforme mostrado na Figura 7.11 (b). Esse comportamento causa um valor
méaximo para C'g(P), que acontece em Cp = 2,989303755, para ¢ = 46,524234°. Por
outro lado, os valores da fungao C¢(®) aumentam a medida que aumentamos ®.
Finalmente, para Cp, a medida que aumentamos @, inicialmente, os valores de Cp
se tornam menores, atingindo um valor minimo de C'p = 2,4120014, quando o angulo

azimutal é de aproximadamente ® = 19,987° e depois aumenta.
7.3.3 Condicao de estabilidade

Agora, vamos nos concentrar na andlise das condig¢oes de estabilidade para os pontos
de equilibrio nas regides D e C' (Lp e L¢), respectivamente, ou seja, pontos que
possuem coordenadas nulas em x. Descrevemos como as condigoes de estabilidade
para os pontos de equilibrio Lp (e L¢) dependem do dngulo azimutal (®), da razao
de forca (k) e da razao de massa (u*). De fato, se algum desses pardmetros forem
alterados, a condigao de estabilidade (instavel ou estével) desses pontos de equilibrio

também podera mudar.

Primeiro, vejamos a condi¢ao de estabilidade da regiao D. A Figura 7.12 mostra
graficos de ® versus p*, mostrando a transicao de estabilidade. Nés vemos na Figura
7.12 a) que, quando o dngulo azimutal aumenta e k = 1, a razao de massa necessaria
para manter o ponto de equilibrio Lp estavel diminui. Quando o angulo é 0°, a razao
de massa maxima para permitir a estabilidade linear do sistema estudado é p* =
0,0742683. Se a razao de massa for maior que esse valor, o ponto de equilibrio Lp
serd instavel para todos os angulos azimutais. Observe que, quando ® — 90°, as
duas massas do tripolo (m; e my) colapsam em um ponto de massa com a razao
de massa 2u*. Nesse caso, o ponto Lp é semelhante ao ponto de equilibrio L3 do

problema restrito classico de trés corpos.
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Figura 7.11 - Comportamento da constante de Jacobi nas regides A, B, C' e D, respecti-
vamente, em funcao do angulo azimutal.

a h
4.4 T T T T T T T 3 T T T T T T
2.95 = b
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2." '] L '] 1 L 1 L L
1] 0 20 30 40 50 &0 F0 BD 90 o 0 2 30 4 50 &0 F0 B0 90

@ [deq] @ [deg]

(a) Valores da constante de Jacobi (C'4) nos pontos de equilibrio versus ®. (b)
Valores da constante de Jacobi (Cg) nos pontos de equilibrio versus ®. (c¢) Valores
da constante de Jacobi (C¢) nos pontos de equilibrio versus ®. (d) Valores da
constante de Jacobi (Cp) nos pontos de equilibrio versus ®.
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Portanto, este ponto de equilibrio é linearmente instéavel para qualquer razao de
massa, o que estd de acordo com a literatura (MCCUSKEY, 1963; SZEBEHELY, 1967;
MOULTON, 1914; MURRAY; DERMOTT, 1999).

Figura 7.12 - Valores da razao de massa (u*) versus o dngulo azimutal (®) para a condigdo
de estabilidade do ponto de equilibrio Lp considerando valores diferentes de

k.
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(a) Valores da razao de massa (u*) versus o dngulo azimutal (®) quando k = 1
para a condi¢ao de estabilidade do ponto de equilibrio Lp. (b) Valores da razao de
massa (p*) versus o dngulo azimutal (®) quando k& = 3 para a condigao de
estabilidade do ponto de equilibrio Lp. (¢) Valores da razao de massa (u*) versus o
dngulo azimutal (®) quando k = 5 para a condigao de estabilidade do ponto de
equilibrio Lp. (d) Valores da razao de massa (u*) versus o angulo azimutal ()
quando k = 7 para a condicao de estabilidade do ponto de equilibrio Lp.
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Tabela 7.3 - Valores exatos dos autovalores em funcgao dos parametros ¢, u* e k para a

regiao D.
)\1’2 )\3’4 0] (grau) /L* k
+ 0,18201 £ 0,9832i 0 0,01 1
£ 0,3973i £ 0,91761 30 0,01 1
-0,4790+ 0,82251 0,4790+ 0,82251 60 0,01 1
£ 3,0139 + 2,38611 90 0,01 1
+ 0,45681 =+ 0,88951 0 0,05 1
-0,3809 +£ 0,8031i 0,3809i1 £ 0,80311 30 0,05 1
-0,8463+ 0,9878i 0,8463£ 0,9878i 60 0,05 1
£ 1,8094 £ 1,66351 90 0,05 1
-0,2075+£ 0,7369i 0,2075£ 0,73691 0 0,1 1
-0,5344 £ 0,88631 -0,5344 £ 0,88631 30 0,1 1
-0,9342+ 0,9971i 0,9342+ 0,9971i 60 0,1 1
+ 1,6048 £ 1,55251 90 0,1 1
)\172 /\3’4 0] (grau) M* k
£ 0,1838i1 £ 0,98291 0 0,01 3
£ 0,3498i1 £0,93521 30 0,01 3
-0,1695% 0,7051i 0,1695+ 0,7051i 60 0,01 3
+ 0,8243 + 1,187 90 0,01 3
+ 0,4614i + 0,8871i 0 0,05 3
-0,3254 £ 0,77401 0.3254i £ 0.77401 30 0,05 3
-0,52044 0,8128i 0,52044 0,8128ii 60 0,05 3
£ 1.0801 + 1.2944i 90 0,05 3
-0,2108+ 0,7378i 0,2108=+0,7378i 0 0,1 3
-0,4813 £ 0,8482i 0,4813 £ 0,8482i 30 0,1 3

As Figuras 7.12 (b) a (d) mostram ® versus p*, que ilustram as regides de estabi-
lidade quando k& > 1. Vemos na Figura 7.12 (b) que, para ® < 70°, a transigao de
estabilidade ¢ semelhante ao caso em que & = 1, mas a bifurcacao ocorre quando ¢
~ 70°.

Observe no grafico que uma faixa vertical estreita aparece, fazendo com que o ponto
de equilibrio Lp seja estével para qualquer valor de p*. A medida que ® aumenta,
as condigoes de estabilidade mudam novamente, tornando o ponto de equilibrio
estavel apenas para valores altos de p*. Portanto, observe que, quando o sistema
tem valores baixos de p*, os pontos de equilibrio sdo linearmente estaveis para ®
< 76°. Por outro lado, para um asteroide muito arqueado (® > 76°), o ponto de

equilibrio Lp é linearmente estavel quando a razao de massa do sistema é alta.

A Tabela 7.3 fornece informagoes de alguns autovalores em fungao dos parametros®,
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we k.

A Figura 7.12 (c) mostra a curva de transicao de estabilidade para k = 5. Observamos
que quando & < 60°, a curva de transicao de estabilidade é semelhante aos casos
anteriores. Também observamos que uma faixa vertical estreita aparece (em torno
de & =~ 65°) e possui uma area maior em relagdo ao caso anterior. Isso significa
que também podemos encontrar regioes estaveis quando consideramos altos valores
de ® (& > 60°) e p*. A medida que aumentamos o valor de ® (quando ® > 70°),
o ponto de equilibrio Lp se torna linearmente estavel apenas para valores altos de
w*. Para valores baixos de y*, o ponto de equilibrio Lp é estavel quando & < 70°.
As letras S e U mostradas na Figura 7.12 ¢) sdo abreviagoes para condi¢ao Estével

(Stable) e Instavel (Unstable), respectivamente.

Finalmente, Figura 7.12 (d) mostra a transi¢ao de estabilidade quando k = 7. Ob-
serve que, como nos casos anteriores, quando consideramos k = 7, aparece uma faixa
vertical estreita (em torno de ® ~ 60°), permitindo que o ponto de equilibrio Lp
seja linearmente estavel para qualquer valor de p*. Se aumentarmos gradualmente
1w e @ as regioes estdaveis permanecerao até ® = 89, 6°. Por outro lado, se dimi-
nuirmos p* a medida que aumentamos ¢ (de 66°), a regido estavel se estende até
® = 67°. Observe nas Figuras 7.12 b) - d) que a area da faixa vertical estreita se
torna maior a medida que aumentamos o valor k. Isso significa que, quanto maior o
valor de k, maior a regiao que permite a estabilidade linear do ponto de equilibrio

Lp para quaisquer valores de pu*.

Uma andlise semelhante foi realizada para o ponto de equilibrio L e os resultados
sao mostrados na Figura 7.13. Diferente da Figura 7.12 (a), quando k = 1, a Figura
7.13 (a) mostra que existem dois limites de transigdo de estabilidade. O primeiro
limite (transi¢do inferior, curva a esquerda) existe para pequenos angulos azimu-
tais, comecando em 0°, com uma razao de massa de 0,07427949. Acima de 18,351°,
as evidéncias numéricas mostram que surge outra transicao de estabilidade, como

mostra a curva a direita na Figura 7.12 (a).
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Figura 7.13 - Valores da razao de massa (u*) versus o dngulo azimutal (®) para a condigdo
de estabilidade do ponto de equilibrio Lo considerando valores diferentes de

k.
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(a) Valores da razao de massa (u*) versus o angulo azimutal (®) quando k = 1
para a condicao de estabilidade do ponto de equilibrio L¢. (b) Valores da razao de
massa (u*) versus o dngulo azimutal (®) quando k& = 3 para a condigao de
estabilidade do ponto de equilibrio L. (¢) Valores da razao de massa (u*) versus o
dngulo azimutal (®) quando k = 5 para a condigao de estabilidade do ponto de
equilibrio L¢. (d) Valores da razao de massa (u*) versus o angulo azimutal (®)
quando k = 7 para a condi¢ao de estabilidade do ponto de equilibrio L¢.
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As Figuras 7.13 b) - d) mostram ® versus p*, que ilustram as regioes de estabilidade,
quando k£ > 1. A figura 7.13 b) mostra duas transi¢oes de estabilidade. Observe que

a primeira transi¢ao comecga quando ¢ = 0° e pu* é aproximadamente 0,074.

A segunda transicao de estabilidade comecga quando ¢ = 25°, e quando o asteroide
estd 80° mais arqueado que o caso anterior, portanto, o ponto de equilibrio Lo tem
uma regiao estavel mais ampla em comparacao com as obtidas quando £ = 1. Para

® > 57,5°, o ponto de equilibrio Lo é instavel para qualquer razao de massa.

Se aumentarmos ainda mais o valor de k para k£ = 5, a regiao de estabilidade se
tornard ainda maior, conforme mostrado na Figura 7.13 ¢). A primeira transigao de
estabilidade ocorre quando ® = 0° e p* = 0,08. Por outro lado, a segunda curva
surge quando p* = 0 e ® = 28°, limitando assim a regiao que permite que o ponto
de equilibrio L¢ seja estavel. Se o angulo azimutal for maior que 68°, o ponto de

equilibrio L¢ se tornara instavel para qualquer razao de massa.

Finalmente, fizemos uma andlise considerando k = 7. Note da Figura 7.13 d) que,
devido a baixa rotagdo do asteroide, resulta em uma area maior no grafico que faz o
ponto de equilibrio L linearmente estavel. Para k = 7, a primeira transicdo comeca
quando ® = 0° e pu* = 0,09. Por outro lado, a segunda transicdo de estabilidade
comeca quando ® = 29° e p* = 0. Isso mostra que, quando aumentamos o valor de
k (ou seja, a velocidade angular de o asteroide se torna mais lenta), as duas curvas
de transicao de estabilidade se cruzam quando o angulo azimutal é alto, variando de
aproximadamente ® = 35° quando k£ = 1, até & = 75° quando k£ = 7. Isso mostra
que, a medida que aumentamos a razao de forca k, a regido de estabilidade se torna

maior.
7.4 Aplicagao

Para validar as equagoes e os resultados desenvolvidos neste Capitulo, comparamos
os resultados obtidos com quatro corpos celestes, (i) 243 Ida, (ii) 433 Eros, (iii) 1996
(HW1) e (iv) M1 Phobos.

Os parametros k, ® e u* foram obtidos em Lan et al. (2017) (para Ida e M1 Phobos) e
em Yang et al. (2018) (para Eros e 1996 HW1). Os autores estimaram os paramétros
utilizando métodos de otimizacao. A estabilidade linear dos pontos de equilibrio dos
corpos celestes mencionados acima foi obtida por Wang et al. (2014) e usada neste
estudo para fins de comparagdo. Em Wang et al. (2014), as regides C' e D sao os

pontos de equilibrio E, e Es, respectivamente.
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Os parametros otimizados dos corpos analisados neste estudo sao mostrados na

Tabela 7.4, onde ® é determinado fazendo ® = arctan (20), em que o é dado por

Tabela 7.4 - Os parametros ideais para o modelo do tripolo.

Asteroide k u )
243 Ida 0,402 0,237 19,94°
M1 Phobos 22,003 0,396 56,09°
433 Eros 0,434 0,260 18,95°
1996 (HW1) 3,158 0,443 27,43°

l5/1y e foi determinado em Lan et al. (2017) e Yang et al. (2018).

Conhecendo os parametros para cada corpo celeste, é possivel encontrar as condicoes

de estabilidade para os pontos de equilibrio F, e Es nas Equagoes 7.23 e 2.36.

A Figura 7.14 mostra p* versus @ e ilustra as regioes de estabilidade dos pontos de
equilibrio Lo e Lp para os asteroides 1996 HW1, 243 Ida e 433 Eros e M1 Phobos.

As Figuras 7.14 a) e b) representam ® vs. p* (27,43; 0,44) para o asteroide 1996
HW1. Observamos que o ponto de equilibrio esta fora da regiao que permite a estabi-
lidade dos pontos de equilibrio s e E,, mostrando que esses pontos de equilibrio sao

instaveis, resultado que coincide com os resultados obtidos por Wang et al. (2014).

As Figuras 7.14 ¢) e d) mostram a regiao de estabilidade dos pontos de equilibrio
E5 e E4 quando k = 22. Plotamos o par ordenado (56,09, 0,396) para o M1 Phobos.
Devido as caracteristicas (forma, densidade e rota¢ao) do M1 Phobos, os pontos de
equilibrio 5y e E, estdao dentro da regidao de estabilidade, tornando esses pontos de

equilibrio linearmente estaveis.

A estabilidade dos pontos de equilibrio depende da densidade aparente, da forma
e da velocidade angular dos asteroides. A densidade aparente é obtida a partir da
composicao do asteroide, uma caracteristica dificil de mudar. As formas dos asteroi-
des passam a ser modeladas ao longo tempo. Por outro lado, a velocidade angular
do asteroide é alterada devido a aceleracao causada pelo efeito YORP (PADDACK,

1969), e podem ser modificadas em dias.

Observe que os pontos de equilibrio Fy e E4 do M1 Phobos estao proximos do limite

que garante a condicao de estabilidade (veja Figura 7.14 (c) e (d)).
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Figura 7.14 - Valores de u* versus ® para a condicao de estabilidade do ponto de equilibrio
Lp (E») e Lo (Ey4) para um valor especifico de k.
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Figuras da esquerda referem-se ao ponto de equilibrio Lp (Es). Figuras da direita
referem-se ao ponto de equilibrio L. (Fy). (a) k = 3,15 do asteroide HW1 de 1996.
(b) k = 3,15 para o asteroide HW1 de 1996. (c¢) k = 22 para M1 Phobos. (d) k =
22 de M1 Phobos. (e) k = 3,15 dos asteroides 243 Ida e 433 Eros. (f) £ = 3,15 dos
asteroides 243 Ida e 433 Eros.
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Se a velocidade angular desse corpo aumentar, como previsto pelo efeito YORP, k
diminuira, tornando o ponto de equilibrio instavel. Este resultado mostra a importan-
cia de realizar uma analise generalizada com o objetivo de compreender globalmente

as propriedades dindmicas nas proximidades dos corpos celestes.

Finalmente, as Figuras 7.14 (e) e (f) fornecem informagoes sobre a condi¢ao de esta-
bilidade dos 243 Ida e 433 Eros. Na Tabela 7.4, vemos que k para os asteroides 243
Ida e 433 Eros estao muito proximos. Por esse motivo, mostraremos os resultados
para esses dois asteroides no mesmo grafico, nas Figuras 7.14 (e) e (f). Plotamos
(P, p*) = (18,95, 0,26) e (P, u*) = (19,94, 0,23) para 433 Eros e 243 Ida, res-
pectivamente. Observamos que os pontos de equilibrio Ey e E, (Figura 7.14 (e) e
(f), respectivamente, dos asteroides 243 Ida e 433 Eros sdo instaveis devido as suas

caracteristicas fisicas e dinamicas.

Esses resultados mostram que nossa anélise generalizada coincide com os resultados
obtidos para um dado asteroide que pode ser modelado como um tripolo de massa

em rotacao.
7.5 Consideragoes

As propriedades dindmicas do tripolo de massa em rotacao foram abordadas neste
Capitulo. O tripolo de massa em rotagdo consiste em trés massas pontuais cuja

forma geométrica depende da forma dos asteroides em analise.

Observamos que o potencial gravitacional depende de trés pardmetros livres, que sao:
a razao de forga, a razdo de massa e o angulo azimutal. Observamos que a quanti-
dade de pontos de equilibrio que surgem depende da combinagao desses parametros
livres, podendo ser encontrado de cinco a oito pontos de equilibrio. A tendéncia de
variar a localizagdo dos pontos de equilibrio de acordo com os parametros livres é

determinada.

Também analisamos a estrutura topolégica das curvas de velocidade zero em relagao
ao angulo azimutal. Observamos que as curvas de velocidade zero em torno do tripolo
de massa em rotacao apresentam alteragdes significativas devido a forma convexa

do asteroide.

Analisando as equacoes linearizadas, observamos que a condicdo de estabilidade
dos pontos de equilibrio na regiao C' e D dependem de k, p* e ®. Para a regiao C,
observamos o surgimento de bifurcagoes quando k& > 1. Por outro lado, a estabilidade

dos pontos de equilibrio na regiao D tem dois limites de transicao de estabilidade
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para qualquer valor de k. Nas duas regices (C' e D), observamos que, a medida que

aumentamos o valor de k, a regiao de estabilidade se torna maior.

Compreender a dindmica de uma particula sujeita ao campo gravitacional de um
asteroide alongado é extremamente importante para a exploracao desses corpos. Os
resultados apresentados aqui forneceram uma caracterizagdo global do comporta-
mento dindmico de uma particula de massa infinitesimal em torno de um asteroide
modelado como um tripolo de massa em rotacao. Isso permitiu uma melhor com-
preensao dos principais fatores que influenciam a estrutura topoldgica do campo
gravitacional na vizinhanca de asteroides com formato convexo. Modelos mais com-
plexos, como o método poliédrico, sao muito mais precisos e amplamente utilizados
na analise de um asteroide especifico, mas o presente modelo provou ser 1til no for-
necimento de informacgoes gerais sobre familias de asteroides semelhantes ao modelo

do tripolo.
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8 UM MODELO DE PARTICULAS LIGADAS PARA ASTEROIDES
ALONGADOS COM DISTRIBUICAO DE MASSA TRIDIMENSIO-
NAL

O objetivo do presente Capitulo é desenvolver um modelo simplificado para des-
crever os campos gravitacionais de asteroides alongados. A relacao entre o modelo
simplificado e o asteroide real é construida olhando as localizagoes dos pontos de
equilibrio. O modelo proposto consiste em representar um asteroide alongado usando
um sistema de ligacdo de particulas triplas distribuidas no espago tridimensional.
E uma extensdo do modelo do Capitulo anterior que se concentravam apenas em
modelos bidimensionais. Um método de otimizacao nao linear é usado para deter-
minar os parametros de nosso modelo, minimizando os erros de todos os pontos de
equilibrio externos em relagao as solugoes calculadas com um modelo mais realista,

o modelo de poliedro, que se assume serem os valores reais de o sistema.

O trabalho desenvolvido neste Capitulo foi publicado na Revista Monthly Notices
of the Royal Astronomical Society (SANTOS et al., 2021).

8.1 Introducao

Como mencionado no Capitulo 7, Lan et al. (2017) propds o modelo de tripolo de
massa em rotagao simétrica argumentando que pequenos corpos convexos podem
ser aproximados por este modelo. Lan et al. (2017) mostrou que, a partir de cinco
pardmetros (que sao determinados com a ajuda do modelo poliédrico), é possivel
definir a forma geométrica e obter as caracteristicas fisicas de um asteroide, obtendo

assim seu campo gravitacional.

O modelo usando a simetria axial formado por uma ligagdo de particulas tripla,
usado por Lan et al. (2017), considera os pontos de massa distribuido no plano zy
do asteroide (configuragdo bidimensional). Mas sabemos que os asteroides tém uma
distribuicao espacial de massa (eixo xyz). Diante disso, o objetivo deste trabalho é
melhorar o modelo bidimensional simétrico de ligagao tripla de particulas (tripolo
2D), mantendo um formato simplificado, mas considerando a modelagem matema-

tica tridimensional, dando mais um passo em dire¢do a um cenario mais realista.

Contamos com a otimizagao nao linear para encontrar os parametros do nosso mo-
delo proposto, como veremos mais adiante neste Capitulo. As vantagens deste mo-

delo sdo descritas a seguir.
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« i) Como o modelo proposto considera a distribui¢cdo de massa em trés di-
mensoes, este modelo reproduz a dinamica do veiculo espacial de maneira
mais realista quando comparado ao tripolo de massa em rotacao com si-
metria axial bidimensional, e, consequentemente, que o modelo dipolo de

massa em rotacao.

« ii) Embora este seja um modelo simplificado, é benéfico realizar uma inves-
tigagdo qualitativa para analisar os efeitos dos pardmetros do modelo na
dindmica orbital. Andlises qualitativas podem ser usadas para investigar
os efeitos de alguns parametros, tais como relacionar as caracteristicas do
movimento ao redor de asteroides alongados e as propriedades dinamicas
do corpo (YANG et al., 2015) ou analisar a distribuicao de dérbitas peridédicas
estéveis proximo ao plano equatorial (LAN et al., 2017), etc. Além disso, a
analise qualitativa tem o potencial de realizar um projeto preliminar de
missao real (YANG et al., 2018), deixando estudos detalhados para um es-
tagio posterior baseado em modelos mais precisos, que exigem mais tempo

computacional, mas estudam um pequeno niimero de trajetorias.

Este Capitulo estd organizado da seguinte forma. A Secao 8.2 fornece a equagao
normalizada do movimento de uma particula de massa pontual em torno de asteroi-
des alongados que podem ser modelados como um tripolo de massa em rotagao com
simetria axial bidimensional e tridimensional. Uma equacao é fornecida de forma
geral, onde podemos derivar a equagao do movimento para as situacoes planares ou
espaciais dos pontos de massas no asteroide na estrutura relativa e girante. Poste-
riormente, a metodologia adotada para determinar os parametros do modelo sim-
plificado usando um método de otimizacao nao linear é apresentada na Secao 8.3.
Na Secao 8.4, a metodologia e o modelo propostos sao aplicados a trés asteroides
irregulares: 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida. Uma comparacgao do tripolo de
massa em rotacao tridimensional com simetria axial e do tripolo de massa em rota-
¢ao bidimensional com simetria axial em relagao ao modelo poliédrico é realizada na
Secao 8.4.1, cujo objetivo é mostrar a vantagem deste novo modelo. Na Secao 8.6,
realizamos simulacdes numéricas em que construimos grades de condigoes iniciais,
relacionando o semi-eixo maior e a excentricidade, para caracterizar regioes delimi-
tadas e ilimitadas em torno dos asteroides 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida.

Finalmente, a Se¢ao 8.8 fornece nossas conclusoes.
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8.2 Dinamica do movimento

Nesta Secao, apresentamos o modelo matematico do problema restrito de quatro

corpos, que é uma base para o modelo tridimensional do tripolo de massa em rotagao.

A Figura 8.1 mostra trés pontos de massa (M;, My e Ms) dispostos dentro de
um corpo (asteroide ou cometa) que possui uma forma irregular. As equacoes de
movimento desenvolvidas no sistema de coordenadas girante consideram o sistema
asteroide-espagonave, o que significa que perturbagdes de outros corpos celestes e
outras forcas externas nao sao consideradas. Supoe-se que as hastes que conectam
My a M3 e My a M3, mostradas na Figura 8.1, tenham massa desprezivel e o mesmo
comprimento L. Esse comprimento L (em unidade canoénica) pode variar dependendo
do asteroide (ou cometa) em estudo. A distancia entre M; e M, é indicada por d e

¢ definida como 1 unidade canodnica.

Figura 8.1 - Tripolo de massa em rotacao no xy plano.

V4

=

Observe na Figura 8.1 que é possivel ver a disposicao dos pontos de massa no plano
xy. Como este estudo utiliza um modelo tridimensional, temos que analisar o arranjo

desses pontos de massa no espaco. A Figura 8.2 fornece uma imagem representativa
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da posicao de Ms no espago xyz. Para determinar a posicao espacial completa dos
corpos primarios, consideramos dois angulos e, denominaremos de angulo azimutal
(®) e angulo de elevacao (V). Observe que a configuragdo geométrica do asteroide

(ou cometa) depende de ¢ e .

Quando & = 0°, o corpo celeste tem a posicao y = 0. Quando ¥ = 90°, temos o
caso restrito, cujo modelo é o tripolo de massa em rotagdo planar (bidimensional).
Consideramos que o centro de massa do asteroide é a origem do sistema de referéncia

(y2).

Figura 8.2 - Perspectiva das posi¢oes dos corpos M1, M2 e M3 no espaco tridimensional.

F s

A
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Neste trabalho, consideramos que ambas as hastes tém comprimento L, fazem o

mesmo angulo ®, em magnitude, com o eixo x € o mesmo angulo ¥ com o eixo z.

Agora, supomos que uma particula de massa desprezivel esteja localizado na posigao
P(z,y, z). A unidade de tempo considerada aqui é o periodo de rotagao do tripolo 3D
(fornecido por 27). Supde-se também que a soma das massas dos corpos primarios
tem o valor unitario. Também consideramos a unidade de medida de modo que a
constante gravitacional universal G seja também unitaria, entdo G (m; + mo +
ms) = 1, onde mq, ms e m3 sdo as massas de My, My e M3 em unidade canonica,
respectivamente. Assumimos nesse estudo que m; = my. As coordenadas dos corpos

My, My e M3, em unidades canonicas, sao, respectivamente, dadas por:
1 = —LcosPsinV¥;,

y1 = (1 —2u")Lsin @, (8.1)

z1 = Lcos P cos W,

To = LcosPsin V¥,
yo = (1 —2p")Lsin @, (8.2)

29 = L cos P cos W,

x3 =0,
ys = —2u* Lsin @, (8.3)
23 = —2u" Lecos®cosW/(1 —2u"),
em que p* é a razao de massa definida como

mo
= 8.4
a mi + Mo + M3 ( )

A partir das unidades canonicas mencionadas anteriormente, a fungao lagrangiana
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do sistema é dada por:

Lrotating($7 y7 Z? jja y.7 Z) = (332 + y2 + Z2) + (.fl?y - yﬂf)/Q + (‘TQ + y2)/2
+ k(W ro 4 ptfre+ (1 —2p7) [r5)  (8.5)

onde
r = \/(a: —z1)’+ (Y —y)? + (2 — 21)? (86)
ry = \/(x —22)? 4+ (Y — y2)? + (2 — 22)? (8.7)
T3 = \/(I —23)° + (Y —y3)* + (2 — 23)? (8:8)

k é denominada de razao de forga e é dada pela Equacao 8.9 (ZENG et al., 2015)

p= M (8.9)
w2 d*3

Observe que k é uma quantidade adimensional e depende do vetor de velocidade

angular do asteroide, indicado por w* = [0, 0, w*]”, em radianos por segundo, M ¢ a

massa total do corpo em estudo em quilogramas e dx ¢ a distancia entre M; e Mo,

em metros e G* é a constante de gravitacao universal, dada no sistema internacional

de unidades (LAN et al., 2017).

A formulacdo Hamiltoniana é dada por

H = &p, + ypy + 202 — Lrotating- (8.10)

Depois de algumas simplicagoes, nés obtemos o correspondente

j‘((xayazypxapyvpz) = 9 9 714_72_’_ .

I R S G ik | (u* proo1- 2u*> (8.11)
3

Observe que o Hamiltoniano H é uma func¢ao das coordenadas e do momento conju-

gado p da particula. Devido ao fato de o Hamiltoniano ser independente do tempo,

é possivel dizer que seu valor é conservado (BENACCHIO, 2007; BROUCKE, 1968;

WORTHINGTON, 2012). p,, p, € p, estdo associados ao momento conjugado da espa-

¢onave em relacao ao eixo x, eixo y e eixo z, respectivamente.

194



Definimos o potencial efetivo por

_xz—i—yQ
2

Q

W 1_%f> (8.12)

th(E g

1 ] rs

Da funcao Hamiltoniana, dada pela Equagao 8.11, é possivel determinar as equagoes

de movimento da espagonave no sistema de referéncia girante, dadas por:

B — 25 =Q,, (8.13)
i+ 20 = Q,, (8.14)
5=, (8.15)

onde €2, €, e €2, é o gradiente do potencial efetivo em fungao de z, y e z, respecti-

vamente.

As equacoes consideradas nesta Se¢ao, em particular a funcao Hamiltoniana (Equa-
¢ao (8.11)) e as equagdes de movimento dadas pelas Equagoes (8.13 - 8.15), podem
ser usadas para o modelo de tripolo de massa em rotagao bidimensional (tripole 2D)
ou tridimensional (tripole 3D). As equagoes do movimento dada pelas Equagoes
8.13 - 8.15 sao necessarias para determinar os principais parametros do asteroide em

estudo, conforme veremos na Secao 8.3.

Na Segao 8.6, realizamos simula¢des numéricas considerando a forca gravitacional do
corpo na qual queremos colocar um veiculo espacial em 6rbita (asteroide ou cometa),
levando em consideracao a pressao da radiacao solar e a atracao gravitacional do
Sol. A equacao de movimento usada na simulagao numérica considera um sistema
de referéncia centrado no centro de massa do asteroide. Para isso, consideramos
que o Sol orbita em torno desse sistema de referéncia. Para gerar as condigbes
iniciais do Sol, foi feito o seguinte procedimento: Primeiro consideramos a equagao
do movimento circular (iniciando no perigeu) do Sol em torno do centro de massa

do asteroide, dada por
Asun(1 — €2)

(14 e cos(fo + wsunT])’

(8.16)

Tq =

em que ag,, € e sao, respctivamente, o semi-eixo maior do Sol e a excentricidade da
6rbita do Sol em torno do centro de massa do asteroide em estudo. f, é a anomalia
média inicial do Sol, que consideramos 7. Finalmente, w,,, é a velocidade angular
do sol em torno do centro de massa do asteroide em andlise. Depois de encontrar r,

em metros, nés dividimos por dx objetivando encontrar os valores de r, em unidade
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canonica. O fator de normalizagdo d* pode ser determinado pela Equacgao 8.9. Feito

isso, nés podemos determinar a posicao do Sol no sistema cartesiano, dado por

Lsun = TaCOS + wsunT
(o ) (8.17)
Ysun = rasen(fO + wsunT)

Podemos observar pela Equagao 8.17 que consideramos o movimento do Sol circular
em torno do centro de massa do asteroide (como se o Sol estivesse sempre no perigeu
objetivando perturbar bastante o sistema). Os dados orbitais do Sol em relagao ao

centro de massa dos asteroides sao mostrados na Tabela 8.1. Os dados fornecidos

Tabela 8.1 - Dados orbitais do Sol em relagdo ao centro de massa dos asteroides.

Asteroide Usun (X 10%km) e Wsun(rad/s)
Massa (x10%kg)

Geographos 1,8629 0,3354 1,43158x 10~
0,004

243 Ida 4,281 0,0452 4,11292x10°8
100

433 Eros 2,181 0,223 1,1306x10°7
6,69

na Tabela 8.1 foram retirados do site da NASA que pode ser visto através do link

https://nssde.gsfe.nasa.gov/planetary /factsheet /asteroidfact.html.

A equacao de movimento usada na simulacdo numérica é mostrada a seguir.

kit —ah) k(e —ah) k(L 2u)(@ — 1))

T =— - - - Prad
T’13 7423 7“’33 z
/
Msun (xsun — T ) L sun
+ Eoun 0 3 - , (8.18)
ast Tsun rsun

k(v —vyy) k(Y —uys) k(1 —2u%)(y — y3)

y=- 7.3 - 7153 - g3 = Praa,
Msun (ysun - y/) Ysun
+ ksun - 3 8.19
Mast < T,,S:);L'I’L Tgun ( )
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L k(=) k(=) k(- 2u)(2 - %)
2= 1.3 B /3 o /.3 — Praa.
1 T2 3
Msun (Zsun - Z/) Zsun
— 8.20
Mast ( r,3 )7 ( )

—"_ ksun 3
sun TS’U,H

onde kg, é arazao de forga do Sol, M,,, /M, é a massa do Sol em unidade canénica,
Tsun, Ysun € Zsun definem a posicao do Sol no eixo x, y e z, respectivamente. Nas
simulagoes, consideramos que o Sol esta no plano xy, consequentemente, 2z, = 0.
As posicoes dos corpos primérios My, My e Mz, na estrutura inercial é dado pelas

préximas equagoes, respectivamente.

vy =—Lcos®sinWcosT — (1 —2u*)Lsin®sin T,
yp = —Lcos®sinUsinT + (1 —2u")Lsin @ cos T, (8.21)

2y = Lcos®cos ¥,

xy = Lcos®sinWcosT — (1 —2u*)LsinPsin T,
Yo = Leos®sinWsinT + (1 — 2u*) Lsin ® cos T, (8.22)

2y = Lcos®cos ¥,

zy =2u*Lsin®sin T,
ys = =2 Lsin @ cos T, (8.23)
2o = —=2pu*Leos®cos W/(1 — 2% ™).

onde T é o tempo. A distancia da particula de massa pontual dos corpos M;, M; e
M3, no sistema relativa ao asteroide ¢, respectivamente, dada pelas Equacoes, 8.24

até 8.26. 8.26.

r= @ =)+ (- )2+ (2 — )2 (8.24)
o= (@ — )2 + (Y — yh)? + (2 — 24)?, (8.25)
rg = /(@ — 52+ (y — yh)2 + (2 — )2 (8.26)

/

tun € Tsun € a distancia da particula-Sol e a distancia Sol-asteroide,

Por outro lado, r
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respectivamente, dadas pelas Equacoes 8.27 e 8.28.

Toun = \/(17/ — Tsun)? + (Y = Ysun)® + (2" — Zsun)?, (8:27)

onde Tgun, Ysun € Zsun, definem a posicdo do Sol no sistema inercial no eixo =,
y e z, respectivamente. O valor que adotamos para a massa da espagonave nas

simulacoes foi de m = 100 kg e a 4rea do painel solar foi de A = 1,0 m?, entdo

A/m = 0,01 m?/kg.

8.3 Determinacao dos parametros para o modelo simétrico de ligacao

tripla de particulas em 2D e 3D

Dois modelos diferentes de ligagao tripla de particulas foram apresentadas nesta
Tese, tripolo 2D (Secao 7) e tripolo 3D (Secaotripolo3D). Cada modelo de ligacao
de particulas possui parametros desconhecidos, e esses parametros precisam ser de-
terminados para fornecer um conjunto completo de equagoes para o modelo. Neste
estudo, considerando o modelo simplificado, a massa total e a velocidade angular
dos asteroides sao equivalentes aos valores reais desses mesmos asteroides. Portanto,
o modelo de ligagdo de particulas triplas 2D possui apenas quatro parametros des-
conhecidos, que sao ® [rad]|, L [unidade canonical, k [adimensional] e p* [unidade
candnica] O modelo tridimensional de ligagao de particulas triplas é mais compli-
cado. Ele possui cinco pardmetros desconhecidos, que sao ® [rad], ¥ [rad], L [unidade

candnical, k [sem dimensdo] e p* [unidade canonical.

Os parametros desconhecidos sao determinados usando as posi¢oes dos pontos de
equilibrio, semelhante a abordagem usada por Yang et al. (2018). Devido ao fato
de que queremos determinar os principais parametros para representar o campo
gravitacional de um asteroide especifico considerando o modelo de ligacao tripla,
inicialmente focamos que sé existe esse asteroide no espacgo, uma vez que suas ca-
racteristicas fisicas ndo dependem da presenca de outros corpos celestes. A ideia
principal é encontrar os parametros que geram pontos de equilibrio o mais pro-
ximo possivel dos obtidos usando o modelo poliédrico. A localizagdo dos pontos de

equilibrio [Zg, §g, 2| pode ser determinada como mostrado pela Equagao 8.29.

Qo (Zp, U8, 28) = U(TE, U6, 28) = Q.(TE, JE, 25) = 0. (8.29)

A ideia de Yang et al. (2018) é encontrar os pardmetros do modelo do tripolo que
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minimizem as diferencas de todos os pontos de equilibrio externos entre o modelo
simplificado e o poliédrico. O método usado para determinar os pardmetros para o

modelo do tripolo de massa em rotagao tridimensional é descrito abaixo.

As variaveis de otimizagao para o modelo simplificado sao X = [®, ¥, L, k, u*]. Antes
da otimizacgao, definimos as restri¢des para cada varidavel usando os limites inferio-
1es [Prniny Yinin, Limin, Kmins f,] € 0 limites superiores (P40, Yinazs Limazs Kmazs Pima)
para esses parametros. Para problemas de otimizagdo nao linear, o indice de desem-

penho é definido como

J((I)v v, L, kv :U“*) = Z \/(@Tld* - ‘TPL')Q + (gTzd* - yPi)2 + (gTzd* - ZPi)27 (830)
=1

onde |27, 91, 21,] s@o as posigdes, em unidades candnicas, dos pontos de equilibrio
obtidos pelos métodos simplificados (modelos tripolo 2D ou 3D). Observe que d*
pode ser obtido na Equacao 8.9. Por outro lado, [zp,, yp,, zp,] representam os locais
dos pontos de equilibrio (em metros) obtidos pelo modelo do poliedro. O indice
1 corresponde ao i-ésimo ponto de equilibrio e, finalmente, n é o ntimero total de
pontos de equilibrio externos. As restrigoes de igualdade (c., = 0) para os modelos

do tripolo 2D e 3D sao mostradas nas Equacoes. 8.31 e 8.32, respectivamente,

(8.31)

_m1+m2+m3 —1
Lcos® —1/2 ’

m1+m2+m3—1

Ceq = _ : (8.32)
Lcos®sinV¥ —1/2

Estas retrigoes sao determinadas para determinar os parametros em unidades cano-
nicas, uma vez que a soma das massas tem que ser igual a unidade e o comprimento

total das hastes (2L) tem que valer uma unidade candnica.

Matematicamente, podemos escrever o indice de desempenho como uma minimiza-

¢ao restrita, conforme mostrado na Equagao 8.33.
min J(®,V, L, k, ;1*)de tal forma que c., = 0, (8.33)

onde J(®, ¥, L, k, p*) é uma fungdo que retorna um escalar e ¢., sao fungoes
que retornam vetores. Aqui, usamos rotinas de otimizacao nao linear desenvolvidas
pelo Matlab para encontrar as solugoes ideais com o objetivo de minimizar J. O

problema de otimizacao é definido e resolvido com um método de programacao nao
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linear (PNL).
8.4 Aplicacao a asteroides alongados realistas

Nesta Se¢ao, aplicamos os modelos de ligagdo de particulas mencionados nas segoes
anteriores a trés asteroides alongados realistas. Os asteroides sao: 1620 Gegraphos,
433 Eros e 243 Ida. O método de otimizagao é usado para determinar os parametros
do modelo simplificado, conforme mostrado nesta Secao. Depois disso, demonstra-
mos o desempenho aprimorado do modelo de ligacao tripla de particulas com sime-
tria axial tridimensionais em relacdo ao modelo de ligacao tripla de particulas com

simetria axial bidimensional.
8.4.1 Parametros da amostra de asteroides alongados

Os parametros fisicos e orbitais dos asteroides 1620 Geographos, 433 Eros e 243
Ida foram obtidos de (ROZITIS; GREEN, 2014; CARRY, 2012) e (BAER et al., 2011),
respectivamente, e podem ser encontrados na Tabela 8.2. Neste estudo, também
aplicamos a estrutura de gravidade Mascon usando uma fonte poliédrica modelada
para representar com precisao o campo gravitacional desses asteroides (CHANUT
et al., 2015a). Recomendamos que os leitores revisem os detalhes deste método em
(ALJBAAE et al., 2017).

Depois de adaptar a forma de cada asteroide ao nosso estudo, de acordo com o
procedimento apresentado em (CHANUT et al., 2015b), usamos a abordagem Mascon
para calcular com precisao as posi¢oes dos pontos de equilibrio. A tabela 8.2 fornece

os resultados.

Lembrando que consideraremos apenas os pontos de equilibrio externos, devido ao

fato de que os pontos de equilibrio interno nao tém significado fisico.

Para realizar as simulacoes, é necessario determinar o limite de restrigcoes de cada
asteroide em estudo usando o modelo de ligagao de particulas, onde sao escolhidas

da seguinte forma:

a) modelo 3D de ligacao tripla de particulas:

Para cada asteroide, [®,in, Pz s@o definidos como [-0,5, 0,5] rad, [V,
U4z $80 definido como [1.39626, 1.91986], [Linin, Limaz] s@0 definidos como
[0, 2], [Emins Kmaz] sdo definidos como [0, 9] e [ik,i, Hiae) €stao definidos

como [0,001, 0,999]
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b) modelo 2D de ligacao tripla de particulas:

Para cada asteroide, [®in, Pmaz| sdo configurados para [-0,5, 0,5] rad,
[Liminy Limaz] 20 configurados para [0, 2], [kmin., kmaz] €stdo definidos como
0, 9] € [l iny 1ae) estao definidos para [0,001, 0,999]

As restrigoes de limite dos pardmetros geométricos ®, ¥, L sao determinadas com
base nas formas reais dos asteroides. Devido a forma geométrica do corpo e as infor-
macoes obtidas dos pontos de equilibrio do modelo de alta fidelidade, observamos
que os pontos de equilibrio E; e F3 nao possuem valores altos no eixo y, fazendo-nos
considerar o angulo do azimute variando de - 30° a + 30°. Observando os valores
dos pontos de equilibrio no eixo z, é possivel notar que esses asteroides nao possuem
uma distribuicao de massa muito alta no eixo z, portanto, consideramos o angulo
de elevacao variando entre - 20° e 4+ 20°. Finalmente, sabendo que, pela defini¢ao
tedrica de nosso estudo, de que a distancia entre M; e M, é uma unidade canonica,

logo concluimos que o valor de L nao estd muito acima desse valor numeérico.

As restri¢oes de limite dos parametros fisicos, k e p*, foram determinadas da se-
guinte forma. Através dos artigos da literatura que utilizam o modelo de particulas
ligadas (LAN et al., 2017; YANG et al., 2018; ZENG et al., 2015), observamos que o va-
lor de k encontrado nos asteroides variam entre 0,4 e 9, por isso consideramos como
estimativa inicial os valores entre 0 e 9. Por outro lado, as restrigoes de contorno

das massas foram definidas com base em seus intervalos teéricos.

Apos a otimizacao, se o valor de um dos parametros estiver préximo do limite do
contorno, modificamos sua faixa e realizamos a otimizacao novamente. Este procedi-
mento é realizado até que os valores dos parametros otimizados estejam localizados
entre os limites especificados. As estimativas iniciais para os modelos 2D e 3D foram

escolhidos da seguinte maneira:

a) modelo 3D de ligacao tripla de particulas:
Para 1620 Geographos, é [®; ¥; L; k; p*|] = [0,36; 1,5; 1; 0,2; 0,24], 433
Eros é [®; ¥; L; k; p*] = [0,3, 1,5, 0,5, 0,2, 0,28] e para 243 Ida é [®, ¥,
L,k 1] =1[03,15, 1,04, 0,2

b) modelo 2D de ligacao tripla de particulas:
Para 1620 Geographos, é [®; W; L; k; p*] = [0,36; 7/2; 1; 0,2; 0,24], 433
Eros é [®, U; L; k; u*] = [0,3; 7/2; 0,5; 0,2; 0,28] e 243 Ida é [®; ¥; L; k;
p]=10,3; 7/2;1; 0,45 0,2]
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Os valores 6timos dos parametros ¢, ¥, L, k e pu* obtidos usando o método de
otimizacao mencionado acima sao mostrados nas Tabelas 8.4 e 8.5, onde vemos
o indice de desempenho J,,u: € Jmin. Esses indices de desempenho fornecem os
erros relativos (maximo e minimo) para cada ponto de equilibrio. Esses indices sao

definidos da seguinte forma

J (CI) U Lk /~L*> — maz (\/(iTzd - :Cpi)2 + (ngd - ypi)2 + <2Tzd - ZPZ')2)
max ’ y Yy - L

x 100%, i=1,2,3,4, (8.34)

L
x 100%, i=1,2,3,4. (8.35)

Foi calculado o indice de desepenho de cada ponto de equilibrio, mas na Tabela 8.5
nos inserimos apenas o ponto de equilibrio que mais divergiu em relagao ao modelo

poliédrico (Jaz) € 0 que mais convergiu (Jy,).
8.5 Comparacao entre o modelo simplificado e o poliédrico

Verificamos que as posicoes dos pontos de equilibrio no modelo simplificado em
comparacao ao modelo de poliedros sao proximas, mostrando a primeira evidéncia
da validacao do modelo simplificado. Em seguida, analisamos as classificacoes dos
pontos de equilibrio dos trés asteroides estudados neste Capitulo e descobrimos que
nossa analise é consistente com a analise feita usando o modelo de poliedros. Em
seguida, comparamos os erros relativos entre o potencial estimado pelo modelo de
tripole 3D e a abordagem Mascon (CHANUT et al., 2015a) para justificar o modelo

simplificado. O erro relativo U,.; calculado é dado pela Equagao 8.36

Urel = (Uinercial Tri — Uinercial polied)/Uinercial polieds (836)

onde Ujperciarri € 0 potencial do asteroide modelado como um tripolo de massa em
rotagao no sistema inercial e Upolinerciaipotied ¢ © POtencial gravitacional do asteroide
modelado utilizando o método do poliédro no sistema inercial. Observe nas Figuras
8.3, 8.4 e 8.5 os erros relativos dos potenciais gravitacionais entre os dois modelos

(modelo simplificado e poliédrico) do asteroide 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida,
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Tabela 8.4 - Resultados de otimizacao para o modelo 3D tripole.

Asteroide d L L k w J Jmaz Jmin
[deg] [deg] [c. u.] ladim] [c. u] km] | % %
1620 Geographos 7.1780 89.773 0.5039 0.2991 0.2024 0.120 | 1.5342 |0
433 Eros -19.892 88.7891 0.5318 0.5195 0.2815 1.743 | 3.313 | 0
243 Ida -6.3105 87.2621 0.5036 0.6529 0.1636 2.005 [ 2975 |0
Tabela 8.5 - Resultados de otimizacao para o modelo 2D tripole.
Asteroide d VU L k w J Jmaz | Imin
[grau] [grau] [u. c.] ladim] [u. ¢ km] | % %
1620 Geographos 7.0884 90 0.5038 0.2843 0.1971 0.147 | 1.348 | 0.373
433 Eros -18.935 90 0.5286 0.4454 0.2619 2.144 | 3.529 | 1.359
243 Ida -7.3614 90 0.5041 0.7169 0.1672 5.020 | 7.438 | 3.125
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respectivamente. A linha vertical preta refere-se a posicao da superficie do asteroide
em relagdo ao centro de massa do asteroide. O lado esquerdo da linha preta vertical é
o erro relativo do potencial dentro do asteroide e nao tem significado para o objetivo
deste trabalho. Por outro lado, fora do asteroide, observamos o erro relativo do
potencial quando consideramos o asteroide como um ponto de massa (vermelho),

modelo do tripolo 2D (verde) e modelo do tripolo 3D (azul).

Figura 8.3 - Erro relativo do potencial gravitacional do asteroide 1620 Geographos.
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Vemos na Figura 8.3 que, quando a espagonave estd perto do asteroide 1620 Geo-
graphos (a menos de 10 km do centro), nao podemos considerar o asteroide como um
ponto de massa, devido ao alto erro relativo entre os potenciais gravitacionais. Por
outro lado, quando modelamos o asteroide como um tripolo de massa em rotagao
(modelo 2D ou 3D), o resultado mostra uma boa concordancia entre os modelos.
O modelo de tripolo 3D tem quase a mesma precisao que o modelo de tripolo 2D,
devido ao fato da distribuicao de massa desse asteroide estar predominantemente

no €ixo Ty.
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A Figura 8.4 mostra o erro relativo entre os potenciais do asteroide 433 Eros. Em
contraste com o 1620 Geographos, o modelo do tripolo 3D ¢ mais preciso que o

modelo 2D quando a espagonave esta a menos de 60 km do centro do asteroide.

Figura 8.4 - Erro relativo do potencial gravitacional do asteroide 433 Eros.
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Finalmente, a Figura 8.5 mostra um comportamento semelhante ao caso de 433
Eros. O modelo do tripolo 3D para o asteroide 243 Ida é mais preciso que o modelo
2D.

Estes resultados indicam que o modelo do tripolo 3D aproxima com boa precisao
o potencial externo de alguns asteroides com formatos alongados. Além disso, vale
ressaltar que o modelo do tripolo pode aproximar potenciais externos de 1030225
pontos distribuidos uniformemente no espaco xyz em torno de um asteroide em cerca
de 3 segundos usando um processador Intel de 3,6 GHz, isto é cerca de 200 vezes
mais rapido que a abordagem Mascon mostrada em Chanut et al. (2015a), que leva

cerca de 10 minutos.
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Figura 8.5 - Erro relativo do potencial gravitacional do asteroide 243 Ida.
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Assim, para uma primeira andlise de uma missao espacial cujo objetivo é visitar um
asteroide, é possivel usar o modelo do tripolo 3D para obter resultados preliminares,
uma vez que este modelo se aproxima do modelo de alta precisao (modelo poliédrico)

e exige muito menos tempo computacional para realizar as simulagoes.
8.6 Investigacao numérica

Uma espaconave que fica préxima a superficie de um asteroide passa por perturba-
¢oes complexas, que podem leva-la a colidir com o asteroide ou até escapar do do-
minio de seu campo gravitacional. Compreender essas perturbagoes é extremamente
importante para determinar regioes no espaco onde é possivel encontrar o6rbitas na-
turais ao redor de asteroides. Essas regides permitem que uma espagonave orbite
um asteroide por um longo tempo, que chamaremos de regioes limitadas. Por outro
lado, nas regioes ao redor dos asteroides, onde nenhuma o6rbita natural é possivel,

chamaremos regioes ilimitadas.
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A presente Secao foi desenvolvida com o objetivo de encontrar possiveis regides nas
proximidades dos asteroides 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida, capazes de manter

uma espaconave por um longo tempo sem a necessidade de manobras orbitais.

Nas simulagoes realizadas aqui, consideramos o campo gravitacional do asteroide
(modelado como um tripolo de massa em rotagao tridimensional) no qual se deseja
orbitar o veiculo, o campo gravitacional do Sol (modelado como ponto de massa),
bem como a pressao da radiacao solar. Os resultados sao mostrados no sistema de
referéncia fixo no asteroide com uma origem que coincide com o centro de massa
do asteroide em analise. Nas simulac¢oes que levamos em consideracao a pressao da
radiagdo solar, assumimos que a relagdo area/massa (A/m) é equivalente a 0,01

m?/kg. A metodologia adotada e os resultados obtidos sao descritos a seguir.
8.6.1 Metodologia das simulagoes numéricas

Para determinar as condic¢oes iniciais da espagonave para iniciar as simulagoes, inici-
almente consideramos a posicao da espagonave em termos dos elementos Keplerianos
k= la,e,1,Q,w, f|. Para realizar as simulagdes numéricas e construir as grades de
condigoes iniciais, iniciamos a 6rbita com excentricidade 0 e variamos até excentri-
cidade = 0,99, utilizando um passo de 0,01. O semi-eixo maior da espaconave varia
de uma posicao inicial a; para a posicao final ay, cujos valores dependem do aste-
roide que estamos analisando. Neste estudo, investigamos 6rbitas diretas (ip = 0°) e
érbitas retrégradas (ip = 180°). O tempo maximo de integragao é de 365 dias. Uti-
lizamos o método Runge-Kutta 7/8 de passo varidvel com um intervalo de tempo,
em unidade canonica, de 0,01. Consideramos os elementos Keplerianos iniciais como

mostrado na Tabela 8.6.

Tabela 8.6 - Elementos keplerianos iniciais.

Semi-eixo maior inicial [metros] a; € initial, final)
Excentricidade inicial [adim] eo € [0, 0.99]
Inclinagao inicial [grau] ip € [0 and 180]
Ascensao reta do nodo ascendente [grau] Q=0
Argumento do periastro inicial [grau] wo =0
Anomalia verdadeira inicial [grau] fo=0

Nesta consideragao inicial, assumimos que existe apenas o asteroide que desejamos
orbitar e a espagonave. O asteroide, inicialmente, é modelado como um ponto de

massa. Com base nas condigbes iniciais (a 6rbita osculadora da espagonave), ob-
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temos as condicoes iniciais de posicao (po = ([Xp, Yo, Zpl') e velocidade (ny =
([Xp, Yo, Zo)") da espagonave no sistema cartesiano, dada por Xo = [po, 70|, a ser
usada nas equagoes de movimento. pg e 79 definem o vetor de estado da nave espacial
em ¢t = 0 no problema restrito, onde o vetor Xo € R®, pg € R? (posigao inicial) e ng
(velocidade inicial) € R3. As condigoes iniciais obtidas, no plano cartesiano, podem
ser escritas como, Xo = [z, 0, 0, 0, £ 9§, 0]7. Atribuimos + ¢} quando a 6rbita é

direta (ip = 0°) e - g, para Orbitas retrogradas (iop = 180°).

Uma vez que as condicOes iniciais sdo determinadas no sistema cartesiano, a integra-
¢ao numérica é realizada, incluindo a forma do asteroide (tripolo 3D) e a perturbagao
do sol. Em relacao a perturbacao do Sol, em algumas simulagoes, consideramos ape-
nas a perturbacao da gravidade solar, enquanto em outras consideramos tanto a
perturbagao da gravidade solar quanto a pressao da radiacao solar. Inicialmente, (¢
= 0) os trés corpos (Asteroide, espagonave e Sol) estao alinhados, conforme mos-
trado na Figura 8.6 (fora de escala). Toda simulagao é realizada no sistema fixo no
asteroide. Para determinar as condigoes iniciais do Sol, atribuimos o valor do semi-
eixo maior e excentricidade de acordo com as referéncias Rozitis e Green (2014),
CARRY (2012), Baer et al. (2011) para os 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida,
respectivamente. Os outros elementos keplerianos sao considerados iguais a zero.
Isso significa que, inicialmente, o asteroide esta localizado no periélio de sua orbita
ao redor do Sol. Escolhemos esta posicao inicial porque o asteroide estd em uma
regiao préoxima a Terra. Depois disso, convertemos os elementos keplerianos iniciais

do asteroide em elementos cartesianos e usamos nas Equagoes 8.18, 8.19 e 8.20.

Durante a integragao numérica, monitoramos as particulas que sobreviveram durante
o tempo de integracao, as particulas que colidiram com o asteroide e as particulas
que foram ejetadas do sistema. Na dindmica da espagonave, considera-se que ocorre
uma colisao com o asteroide quando a espagonave atravessa o disco com o raio médio
do asteroide. Consideramos uma ejecao quando a distancia do veiculo espacial ao
asteroide atinge um valor maior que o raio de Hill do asteroide (MURRAY; DERMOTT,
1999). A férmula para o célculo da esfera de Hill é dada pela Equacao 8.37.

Mast
3Msun

Tl =T & Qaun(l — €)y] (8.37)

onde rg;; € o raio da esfera de Hill centrada no asteroide, a é o semi-eixo maior da

érbita (eliptica) do asteroide em torno do Sol (ou do Sol em torno do asteroide), e

é a excentricidade da érbita, M, é a massa do asteroide e M,,,, é a massa do Sol.
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Figura 8.6 - Representacao grafica do sistema estudado.
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8.7 Resultados numéricos

Os resultados sao apresentados em graficos que mostram a vida 1til do veiculo
espacial, para cada conjunto de condicoes iniciais, semi-eixo maior e excentricidade
da orbita inicial. As regides nas quais a espaconave sobrevive por 1 ano sdo chamadas
regioes limitadas. As regides nas quais o veiculo espacial sobrevive por apenas alguns

dias sao chamadas regioes instaveis.

As Figuras 8.7 (a) e 8.7 (b) mostram Orbitas diretas e drbitas retrogradas, respecti-
vamente, levando em consideragao o formato do asteroide 433 Eros e a perturbagao
da gravidade solar. Eles fornecem a duragao das érbitas em funcao do semi-eixo
maior inicial e da excentricidade da particula em torno de 433 Eros. O cédigo de
cores fornece o tempo que a particula permanece em érbita para cada condi¢ao ini-
cial. A area branca na Figura 8.7 apresenta regides onde as condi¢Oes iniciais da

espacgonave estao dentro do asteroide, portanto nao possui significado fisico.

Observamos entao que a perturbacao da gravidade solar tem pouco efeito na dina-
mica de uma espagonave nas proximidades do asteroide 433 Eros, enquanto o campo
gravitacional nao esférico proximo ao asteroide afeta significativamente o movimento

de uma particula.

Resultados semelhantes foram encontrados para o asteroide 1620 Geographos e 243
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Ida. Os proximos resultados levam em consideragao a forma do asteroide (tripolo

3D), a perturbacao da gravidade solar e a pressao da radiagao solar.

Figura 8.7 - Graficos de ag versus ey mostrando a evolugdo da vida 1til na regido pro-
xima ao asteroide 433 Eros (6rbitas diretas 8.7(a) e 6rbita retrograda 8.7(b))
desconsiderando a pressao da radiagao solar.
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A Figura 8.8 fornece as grades de condigoes iniciais nas proximidades do asteroide
1620 Geographos, onde a Figura 8.8 (a) mostra orbitas diretas e 8.8 (b) 6rbitas
retrogradas. Observe que a espagonave nao pode orbitar naturalmente o asteroide
1620 Geographos por um periodo de 365 dias. A duracao méaxima é de 10 dias, mas
esse tempo é bom o suficiente para fazer observacoes ao redor do asteroide, entao
estas Orbitas encontradas podem ter aplicacoes praticas. Esses resultados ocorrem
devido a pequena massa do asteroide 1620 Geographos, que faz com que a pressao da
radiagao solar se torne significativa, fazendo com que a nave colida com o asteroide

ou escape da esfera de sua influéncia.

Observe que ha uma faixa estreita de cor vermelha. Sao regides nas quais as érbitas
sobrevivem por mais tempo, tanto para as orbitas diretas quanto para as retrogradas.
Para tempos mais longos que isso, a sonda escapara do sistema ou colidird com o
asteroide. E possivel observar que as érbitas sobrevivem de 4 a 8 dias nas regides do
lado direito da faixa estreita vermelha, enquanto as 6rbitas na regido a esquerda da
faixa vermelha sobrevivem de 0 a 3 dias. O raio do periastro (r, = a(1—e)) coincide

com a posicdo da faiza estreita vermelha (FEV), e chamaremos aqui de 7., -
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As regides em que r, < 7,,,, estdo proximas ao asteroide. Nesta regido, o campo
gravitacional do asteroide é forte, fazendo com que a espaconave seja atraida pelo
asteroide ou realize um swing-by e escape rapidamente do sistema. Por outro lado,
em regioes onde 7, > 7,..4, & perturbagao do Sol, especialmente o PRS, domina

a dinamica e leva a espagonave a escapar do sistema em poucos dias.

Observe que ha uma faixa estreita a aproximadamente 7 km da superficie do aste-
roide 1620 Geographos, onde as érbitas duram 60 dias. Essas regides nas quais as
6rbitas sobrevivem por mais tempo existem para érbitas diretas e retrogradas, sendo
maiores para as Orbitas retrogradas. Chamaremos essas regioes de faixa limitada,
cujo semi-eixo maior serd chamado de @pounded range- Vale a pena notar que a faixa
limitada nao sao as regides limitadas, pois definimos regioes limitadas como o espaco
onde a vida 1til da sonda dura pelo menos 1 ano. Para 6rbitas diretas (Figura 8.8
(a)), as dérbitas sobrevivem por 60 dias com baixa excentricidade (g < 0,3). Por
outro lado, para érbitas retrogradas (Figura 8.8 (b)), as érbitas sobrevivem por 2

meses para excentricidades de até ey ~ 0.8.

Figura 8.8 - Gréficos de ag versus ey mostrando o tempo de vida 1til na regido préxima
ao asteroide Geographos (6rbitas diretas 8.8 (a) e érbitas retrogradas 8.8 (b))
considerando a pressao da radiacdo solar.
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As Figuras 8.9 (a) e 8.9 (b) fornecem informacoes sobre o destino final das 6rbitas
ap6s o tempo de integracao mostrado nas Figuras 8.8 (a) e 8.8 (b), respectivamente.
As regioes amarelas indicam que a sonda escapou da esfera de influéncia do aste-

roide. As regides azuis mostram as condig¢Oes iniciais que levam a sonda a colidir
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com o asteroide. Comprovando nosso argumento, observe que, para orbitas que co-
mecam proximas a superficie do asteroide Geographos, a espagonave é capturada,
terminando em colisdo com o asteroide. Orbitas com r, > 7,,,., fazem com que
as particulas sejam ejetadas do sistema. Observe que o limite entre as regides azul
e amarela é justamente a estreita faixa vermelha de 1620 Geographos. E esse limite
que define se a érbita sera capturada ou ejetada do sistema. No geral, vemos que uma

espagonave nao pode orbitar o asteroide 1620 Geographos por um longo periodo.

Figura 8.9 - Orbitas diretas 8.9 (a) e 6rbitas retrégradas 8.9 (b) em torno do asteroide
Geographos. Regioes de colisao com o asteroide (azul) e regides de ejecao do
sistema (amarelo). A regido branca representa os locais com condigdes iniciais
dentro do asteroide.
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Também fizemos uma analise considerando 433 Eros. Alguns estudos anteriores ana-
lisaram a dindmica orbital em torno deste asteroide, negligenciando as perturbagoes
do Sol ou considerando apenas a perturbacao da gravidade solar, devido ao dominio
gravitacional do asteroide (SCHEERES et al., 2000; CHANUT et al., 2014; ??). Para
realizar uma investigagdo complementar aos resultados disponiveis na literatura, in-
vestigamos a dinamica orbital de uma espaconave com 40km < a9 < 1000 km,
levando em consideracao o efeito da gravidade solar e da pressao da radiagdo solar.
Nossos resultados sao apresentados na Figura 8.10 (a) para as orbitas diretas e 8.10
(b) para érbitas retrogradas. Vemos que hd uma faixa estreita vermelha (comegando
em aproximadamente ag ~ 200 km e ¢y = 0) em que a espagonave sobrevive por

cerca de 30 dias. Essa regiao corresponde ao 7p,,, do asteroide 433 Eros.
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Observe que, em orbitas diretas, quando r, < r,,,,, 0 movimento da particula em
torno do asteroide 433 Eros ¢ instavel devido a forma de 433 Eros e as perturbagoes
provenientes do Sol. Observe que, fazendo uma pequena variacdo nas condigoes
iniciais, isto gera trajetorias completamente diferentes para a particula, refletindo
na vida util das oérbitas e, consequentemente, no destino final da particula. Por
outro lado, existem regides com solugoes que permanecem delimitadas proximas ao

asteroide 433 Eros quando consideramos érbitas retrégradas (veja Figura 8.10 (b)).

A poeira espacial geralmente existe em torno de asteroides e planetas em Orbitas
diretas. Por outro lado, é improvavel que érbitas retrégradas surjam naturalmente.
Portanto, regides onde érbitas retrogradas sobrevivem e orbitas diretas nao sobrevi-
vem sao Otimas opgoes para colocar uma espagonave, devido ao fato de que, nessas
regides, a probabilidade de haver poeira espacial é baixa, diminuindo o risco de uma
espagonave colidir com alguma particula de poeira (ARAUJO et al., 2015b; ARAUJO
et al., 2017).

Figura 8.10 - Graficos de ag versus ey mostrando a evolugdo da vida ttil na regido pro-
xima ao asteroide 433 Eros (6rbitas diretas 8.7(a) e érbita retrégrada 8.7(b))
considerando a pressao da radiacdo solar.
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Observe que, quando consideramos a pressao da radiacao solar, as 6rbitas delimita-
das que existiam ao redor de Eros deixam de existir. Esse fato mostra que o efeito
da perturbagao da pressao da radiacao solar é muito maior que a perturbagao da
gravidade solar. Isso ocorre porque a perturbacao da gravidade solar envolve ter-

mos diretos e indiretos, ou seja, a diferenca entre a acdo do Sol na nave espacial e
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do asteroide, como mostra as Equagdes 8.18 - 8.20, estas diferencas sdo pequenas
quando a espagonave estd préxima do asteroide (~ 10~7). Por outro lado, a PRS
atua diretamente no veiculo, sem termo indireto para compensi-lo, e isso torna o
efeito da pressio da radiacdo solar muito maior (~ 107*). Nao hd duvida de que,
se diminuirmos a relagao de massa da area A/m, ou se usarmos um menor coefici-
ente de refletividade (C,), poderemos encontrar uma regiao cada vez maior onde a

espagonave permanecera em Orbita ao redor do asteroide por mais tempo.

As Figuras 8.11 (a) e 8.11 (b) fornecem informagoes sobre o destino final das érbitas
apos o tempo de integragado mostrado nas figuras 8.10 (a) e 8.10 (b), respectivamente.
Observe que, para orbitas diretas, quando r, < 7,,,, km, a sonda colide com o
asteroide ou escapa da esfera de influéncia do asteroide devido a dinamica complexa
do movimento. Para érbitas retrogradas, vemos que existem orbitas proximas a
superficie do asteroide (em preto) que sobrevivem por toda integragdo numérica, ou

seja, que permanecem limitadas.

Figura 8.11 - Orbitas diretas 8.11 (a) e érbitas retrégradas 8.11 (b) em torno do asteroide
433 Eros. Regioes de colisao com o asteroide (azul), orbitas que sobrevivem
por 365 dias (preto) e regides de ejecao do sistema (amarelo). A regido branca
representa os locais com condigGes iniciais dentro do asteroide.
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Através das Figuras 8.10 (a) e 8.10 (b), vemos que quando r, > 7,,,,, para dife-
rentes condigOes iniciais, o tempo de vida da espagonave é semelhante. Observe que,
para pequenas variagoes das condigoes iniciais, a espagonave tem aproximadamente

o mesmo tempo de vida e provavelmente o mesmo destino final. Esta afirmacao pode
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ser vista nas Figuras 8.11 (a) e 8.11 (b). Note que para r, > r,,,,, todas as érbitas
sdo ejetadas do sistema (amarelo). Isso acontece porque, a& medida que nos afastamos
do corpo central, o efeito perturbador do Sol se torna maior e, consequentemente,

faz com que a espagonave (ou particula de poeira) escape da esfera de influéncia do

asteroide.

Finalmente, grades de condigoes iniciais foram usadas para investigar o movimento
de uma espagonave em torno de 243 Ida, como mostrado nas Figuras 8.12 (a) e
8.12 (b). Os elementos orbitais usados para construir as grades de condicdes iniciais
mostradas na Figura 8.12 sao idénticas as utilizadas no asteroide 433 Eros. Observe
que, para orbitas diretas préximas ao asteroide (50 km < ag < 108 km) e baixa
excentricidade, é possivel observar solugoes que permanecem limitadas em torno do
asteroide 243 Ida. Foi precisamente nessa regiao que uma lua foi observada orbitando
o asteroide 243 Ida, denominada de Dactyl, em que ¢ a prova de que a técnica usada

aqui funciona muito bem.

Figura 8.12 - Graficos de ag versus ey mostrando o tempo de vida de uma espagonave
na regiao préxima ao asteroide 243 Ida (Orbitas diretas 8.12(a) e drbitas
retrogradas 8.12(b)) considerando a pressdo da radiagao solar.
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Por outro lado, existe uma grande regiao com solugoes que permanecem limitadas
em torno de 243 Ida quando consideramos orbitas retrégradas e ag < 200 km,
conforme mostrado na Figura 8.12 (b) (SANCHEZ; PRADO, 2019). Observe que essas

regides existem mesmo quando a excentricidade é alta.
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Figura 8.13 - Orbitas diretas 8.13 (a) e érbita retrégrada 8.13 (b) em torno do asteroide
433 Eros. Regioes de colisao com o asteroide (azul), orbitas que sobrevivem
por 365 dias (preto) e regides de ejecao do sistema (amarelo). A regido branca
representa os locais com condigOes iniciais dentro do asteroide.
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A Figura 8.13 fornece informacgoes sobre o destino final das érbitas apds o tempo de
integragao mostrado na Figura 8.11. A partir das informagoes mostradas na Figura
8.13 (a), é possivel concluir que as érbitas diretas ao redor do asteroide 243 Ida sao
instaveis quando ag > 120 km. Observe que pequenas variagoes na condigao inicial
fazem com que o destino final da nave espacial mude completamente, fazendo com

que a nave colida ou se afaste do asteroide.

Para orbitas retrogradas, observe que, quando 200 km < ap < 850 km, a maioria
das drbitas colide com o asteroide 243 Ida. Existem algumas érbitas que sao ejetadas
do sistema quando ag ~ 700 km. Quando ay > 850 km, devido a baixa forca
gravitacional de 243 Ida, as drbitas tendem a escapar da esfera de influéncia do

asteroide.

Da mesma forma que ocorreu com o asteroide 433 Eros, é possivel encontrar regides
em torno do asteroide 243 Ida nas quais, para as orbitas diretas a regiao é instavel,
enquanto para as Orbitas retrogradas a regiao é limitada, sdo locais interessantes

para colocar uma espagonave, como ja explicado.
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8.8 Consideracgoes

Neste trabalho, desenvolvemos um modelo simplificado para representar o campo
gravitacional de asteroides alongados (convexos ou nao) com distribui¢do de massa
espacial, inspirado no modelo de particulas ligadas existente. O objetivo deste mo-
delo simplificado é usar um modelo de ligacao tripla de particulas tridimensional com
simetria axial que consiste essencialmente de particulas de trés pontos distribuidas
no espaco e duas hastes rigidas com massa desprezivel. Comparado ao modelo de
ponto de massa, foi demonstrado que existem faixas de distdncias entre asteroides
e particula onde a precisao do modelo proposto é melhor, mas ainda mantém um
pequeno tempo de processamento em comparacao aos modelos de alta fidelidade. O
modelo simplificado foi entao aplicado aos asteroides 1620 Geographos, 433 Eros e
243 Ida. Os resultados indicam que o tripolo de massa em rotacao tridimensional
tem vantagens sobre o modelo do tripolo de massa em rotacao bidimensional em ter-
mos de precisao e obtém resultados proximos aos modelos de alta fidelidade usando

muito menos tempo e esforco computacional.

Os resultados focaram no estudo dindmico de uma espagonave em torno dos as-
teroides 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida, para drbitas diretas e retrogradas,
considerando uma relacao drea/massa A/m = 0,01 m?/kg. Encontramos solugoes
que permanecem limitadas nas proximidades desses asteroides. Além disso, essa re-
gioes indicam bons lugares para procurar um novo membro do sistema de asteroides,

como exemplificado pelo asteroide 243 Ida.

Observou-se que nenhuma érbita sobrevive por 365 dias ao redor do asteroide Geo-
graphos quando consideramos a pressao da radiacao solar. Por outro lado, encontra-
mos orbitas que permanecem limitadas em torno dos asteroides 433 Eros e 243 Ida.
Algumas solugoes existem para Orbitas diretas, enquanto outras existem para orbitas
retrogradas. Considerando o asteroide 433 Eros, as orbitas que permanecem limita-
das existem apenas para érbitas retrégradas. Por outro lado, quando investigamos o
asteroide 243 Ida, encontramos érbitas que permanecem limitadas nas duas formas,
tanto nas oOrbitas diretas quanto nas retrogradas. A determinacao dessas regioes é
importante quando se trata de aplicagoes astronduticas, porque as regioes no espago
em que as orbitas permanecem limitadas para érbitas retrogradas e que escapam do
asteroide para 6rbitas diretas sao adequadas para colocar uma espagonave, devido
ao baixo risco de colisoes com particulas de poeira e fornecem estabilidade para a
6rbita, reduzindo as manobras orbitais necessarias para manter a espacgonave orbi-

tando o asteroide. Assim, modelos simplificados podem ser usados para auxiliar no
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pré-projeto de missoes reais.

Finalmente, vale mencionar que devido a pequena dimensao dos corpos celestes aqui
analisados nossos objetivos nos permitem negligenciar com seguranca o fendémeno
de sombreamento na pressao da radiacao solar. No entanto, aplica¢oes futuras desse
modelo podem envolver o estudo de érbitas polares, considerando os efeitos do feno-

meno de sombreamento na pressao da radiagao solar.
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9 CONCLUSOES

As consideragoes finais e a visao critica da Tese podem ser divididas em varias

contribuigoes:

Uma configuracao do sistema binario de asteroide sincrono utilizando um modelo
de dipolo em rotagao. Conduzir uma investigagdo dindmica de uma espagonave em
torno de um sistema de multiplos asteroides oferece um ambiente extremamente
rico. Extrair informagdes precisas através de abordagens analiticas ¢ bastante desa-
fiador e requer um ntmero significativo de suposigoes restritivas. Por esse motivo, no
Capitulo 6.5 é oferecida uma abordagem numérica a dindmica de um veiculo espa-
cial nas proximidades de um sistema de asteroides binario. Utilizamos as equagoes
do movimento de uma particula no problema restrito de quatro corpos sincronos
(PR4CS) para modelar um sistema de asteroide bindrio. O principal objetivo deste
capitulo é construir grades de condigoes iniciais, que relacionam o semi-eixo maior e
a excentricidade, a fim de quantificar a vida 1til de uma espaconave quando liberada
préxima do corpo menos massivo do sistema bindrio (modelado como um dipolo de
massa em rotagao). Realizamos uma anélise do tempo de vida da espagonave, consi-
derando varias razoes de massa de um sistema binario de asteroides e investigando o
comportamento de um veiculo espacial nas proximidades deste sistema. Analisamos
orbitas diretas e retrogradas. Este estudo investigou Orbitas que sobrevivem por,
pelo menos, 500 periodos orbitais do sistema (que é de aproximadamente um ano)
sem colidir ou escapar do sistema. Neste trabalho, levamos em consideracao as forgas
gravitacionais do sistema de asteroides binarios e a pressao de radiagao solar (Pq)-
Encontramos varias regides onde as orbitas diretas e retrogradas de uma espago-
nave sobrevivem durante todo o tempo de integracao (um ano) quando a pressao
da radiagao solar é levada em consideragao. Evidéncias numéricas mostram que as
Orbitas retrogradas tém uma regido maior de condi¢des iniciais que geram orbitas

que sobrevivem por um ano, em comparacao as Orbitas diretas.

No Capitulo 2 a partir da equag¢ao do movimento do problema restrito de quatro cor-
pos sincrono no sistema de referéncia girante, foi possivel encontrar érbitas planares
em torno dos pontos de equilibrio L; e Ly. Toda a metodologia para encontrar as
6rbitas periddicas necessaria foi detalhada, que em geral se da, através da lineariza-
¢ao das equagoes do movimento em forma matricial e da transformacao dessa matriz
para a forma diagonal. A partir dai, foi possivel determinar as condi¢oes iniciais, do
vetor no espaco de fase, que geram solugoes periédicas neste modelo, que até entao

nao tinha sido realizada em nenhum outro trabalho. Nés observamos a influéncia
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que a dimensao do asteroide menos massivo e da razao de massa do sistema tem na
dindmica de uma espagonave que esta localizada em uma orbita planar em torno de
um ponto de equilibrio colinear. Mais especificamente, observamos como o periodo,
a amplitude e a forma da orbita é modificada com mudanga desses parametros (d e
1*). Baseado na teorema do cilindro, encontramos uma familia de 6rbitas em torno

dos pontos de equilibrio colineares (L1 e Ly).

Dando um passo mais adiante, e inspirado nos asteroides do tipo A, nés calculamos
familias de 6rbitas periédicas (planares e halo), bem como suas estabilidades e bifur-
cagoes. Familias de orbitas planares e Halo foram calculadas em torno desses pontos
de equilibrio e descobrimos que quanto mais préximas as érbitas periddicas estao
do ponto de equilibrio, mais instaveis elas sdao. Observamos que a estabilidade das
orbitas peridédicas em torno dos pontos de equilibrio depende do tamanho do corpo
secundario e da razao de massa do sistema. Observamos que quanto mais alongado
o corpo secundario, mais instaveis sao as érbitas planares. Além disso, detectamos
6rbitas halo instaveis e estaveis quando d = 0 e quando d # 0. Também obser-
vamos que, mantendo a distribuicao de massa constante, quanto mais alongado o
corpo secundario, menores sao os periodos orbitais das érbitas planares e halo em

torno dos pontos de equilibrio.

Inspirado nos asteroides Tipo B (sistemas totalmente sincronos), no Capitulo 5 nés
determinamos os pontos de equilibrio e realizamos uma andlise das curvas de ve-
locidade zero no Problema Restrito de Trés Corpos Totalmente Sincronos. Para
executar esta tarefa, foi necessario obter as equagoes de movimento, em um refe-
rencial girante, de uma espagonave com massa desprezivel que orbita em torno de
um sistema constituido por dois corpos massivos. Assumimos que os dois corpos
massivos possuiam formas irregulares e foram modelados como um dipolo de massa
em rotagao. Esta é uma maneira mais geral de usar o modelo do dipolo de massa
em rotagao, quando comparada aos capitulos anteriores. As coordenadas dos pontos
de equilibrio foram determinadas nos casos em que y = 0 ey # 0. Foram en-
contrados cinco pontos de equilibrio, todos eles no plano do movimento dos corpos
primarios. Os resultados mostraram que quando variamos a dimensao do corpo Mo,
a posigao do ponto de equilibrio colinear mais distante de M, (L3) praticamente
nao é alterado. Ou seja, uma particula que estd localizada neste ponto de equilibrio
nao percebe a dimensao do corpo M,. Por outro lado, os pontos de equilibrio coli-
neares mais proximos de My (Lq, Ls), modificam consideravelmente suas posigoes
quando alteramos a dimensao do corpo M,. Observamos também que, os pontos de

equilibrio L; e Ly se afastam de Ms,, quando a massa de M, aumenta. Isso se deve
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ao fato de que o aumento da massa de M, é diretamente proporcional ao aumento
da forga gravitacional deste corpo, tornando necessaria uma nova configuragao para
obter o equilibrio. Também realizamos uma analise do movimento dos pontos de
equilibrio colineares quando modificamos a dimensao do corpo M. Foi possivel ob-
servar que a medida que aumentamos a dimensao de M;, as posi¢oes dos pontos
de equilibrio Lq, e Ly praticamente permanecem inalterados, devido a estes pontos
estarem distantes do corpo M;. Em compensacao, a posicao do ponto de equilibrio
L3 é influenciado pela variagdo da dimensao do corpo M;. As regides de contorno
da particula de massa desprezivel foram obtidas usando a Curva de Velocidade Zero
(CVZ) para diferentes valores da constante de Jacobi. No sistema analisado aqui, as
regides permitidas para o movimento de uma particula aumentam quando o valor

da constante de Jacobi diminui.

No Capitulo 6 foi investigado a dindmica de um veiculo espacial na vizinhanga de um
sistema especifico de asteroide binario (2017YE5). Sua escolha foi devido a um artigo
recentemente submetido a revista MNRAS em que evidéncias observacionais suge-
rem que este sistema é possivelmente um cometa adormecido da familia de Jupiter.
As caracteristicas deste sistema indicam que o sistema 2017 YEb5 tem caracteristi-
cas superficiais semelhantes aos niicleos cometarios, e tendo em vista que o binario
2017 YE5 tem uma 6rbita tipica de cometas, esse objeto é possivelmente um cometa
extinto da familia de Jupiter, sendo o primeiro assim identificado. Nés investigamos
as Orbitas periédicas em torno desse sistema utilizando como ferramenta as segoes
de Poincaré. Foi encontrado varias orbitas periddicas na vizinhanga desse sistema,
e foi possivel calcular a estabilidade dessas orbitas periédicas. Em seguida, vimos a
influencia da pressao da radiacao solar em um veiculo espacial que se encontra nes-
sas Orbitas periddicas encontradas. Finalmente, calculamos os valores minimos que
uma manobra impulsiva precisa aplicar a um veiculo espacial para permitir trans-
feréncias entre os pontos de equilibrio colineares. Vimos que durante o tempo de
tranferéncias, a influencia do Sol nao altera significativamente a energia necessaria

para realizar a manobra e nem a trajetoria percorrida pelo veiculo espacial.

No Capitulo 7 nés utilizamos o modelo disponivel na literatura do tripolo de massa.
Mas diferentemente dos trabalhos encontrado na literatura, que focaram na valida-
¢ao do modelo de tripolo simétrico e assimétrico, nés realizamos uma investigacao
semi-analitica do modelo do tripolo devido a esta andlise nao ter sido ainda reali-
zada nos trabalhos da literatura com esse modelo. Neste capitulo, investigamos a
dindmica qualitativa na vizinhanca de um asteroide de forma convexa usando um

modelo de tripolo baseado na existéncia de trés pontos de massa ligados entre si por
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hastes com comprimentos determinados e massas despreziveis. Investigamos de que
forma os pontos de equilibrio (tanto suas posigoes quanto as condigoes de existén-
cia) dependem dos principais pardmetros de um asteroide, tal como rotacao, forma e
distribuicao de massa. Observamos que, dependendo da configuragao do asteroide, é
possivel encontrar de quatro até seis pontos de equilibrio externos. Fizemos também
uma analise topoldgica das curvas de velocidade zero em fun¢ao do angulo azimu-
tal do asteroide. Um caso particular ocorre quando consideramos & = 90°, onde
retornamos ao Problema Restrito Classico de Trés Corpos. Todos os resultados que
obtemos foram aplicadas a quatro corpos celeste, validando assim toda a analise

semi-analitica realizada neste capitulo.

Finalmente, com objetivo de dar um passo em dire¢do a um cendrio mais realista,
e mesmo assim mantendo uma modelagem simplificada, no Capitulo 8 nés determi-
namos toda a equacao matematica do modelo do tripolo tridimensional. Buscamos
este modelo devido ao fato de que os asteroides tem distribuicdo de massa espacial.
Um método de otimizagao nao linear é usado para determinar os parametros do
nosso modelo tridimensional, minimizando os erros dos pontos de equilibrio externo
em relagao as solugoes calculadas de forma mais realista, o modelo poliédrico, que
sao assumidos como os valores reais do sistema. O modelo considerado neste ar-
tigo é entao aplicado a trés asteroides irregulares reais, estes sao, 1620 Geographos,
433 Eros e 243 Ida. Os resultados mostram que o atual modelo de ligagao tripla
de particulas tridimensional fornece melhor precisao quando comparado com o mo-
delo de ponto de massa ou o modelo axissimétrico de ligacao tripla de particulas
disponivel na literatura (bidimensional). Além disso, é possivel aproximar bastante
da modelagem mais realista (modelo do poliedro) mas mantendo menos tempo e
esforco computacional nas simulagdes. A partir deste modelo tridimensional, reali-
zamos simulacoes para caracterizar regioes com solugoes que permanecem limitadas
ou que escapam de cada asteroide sob analise. Investigamos utilizando uma incli-
nacao inicial de 0° (érbitas diretas) e 180° (Orbitas retrogradas). Nas simulagoes,
consideramos o campo gravitacional do asteroide, a atragao gravitacional do Sol e
a pressao da radiacao solar. Evidéncias numéricas mostraram que uma espagonave
nao sobrevive por muito tempo nas proximidades do asteroide 1620 Geographos
quando consideramos a pressao de radiagao solar. Por outro lado, encontramos re-
gides com solucoes que permanecem delimitadas em torno dos asteroides 433 Eros
e 243 Ida. Comparamos nossos resultados aos resultados obtidos usando o modelo
gravitacional do Mascon baseado em uma forma poliédrica. N6s encontramos uma
boa concordancia entre os dois modelos. O tempo computacional para gerar o po-

tencial gravitacional utilizando o nosso modelo tridimensional é cerca de 200 vezes
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mais rapido que a abordagem de Mascon, utilizada em Chanut et al. (2015a).

Trabalhos futuros podem ser desenvolvidos utilizando este modelo, considerando,
por exemplo, uma 6rbita eliptica do primario menos massivo em torno do centro
de massa do sistema. Na verdade este trabalho foi realizado por Idrisi et al. (2021)
inspirado no modelo criado por nés. Mas uma sugestao seria agora, considerar os dois
corpos como o dipolo de massa em rotagao no problema eliptico. Também se pode
investigar a influéncia da dimensao do dipolo nas érbitas tridimensional, fazendo
uma analise, por exemplo, das grades de condic¢ao inicial do semi-eixo maior versus
inclinacao da érbita. Outro trabalho que pode ser realizado a partir deste modelo
é considerar diferente a massa do dipolo e até mesmo a forma achatada de cada
dipolo, uma vez que consideramos em nossa analise que as duas massa do dipolo sao

pontuais e possuem a mesma massa.

Finalmente, como linhas de pesquisa para trabalhos futuros sugere-se o desenvol-
vimento de uma analise semi-analitica do modelo do tripolo tridimensional para
compreender a influencia dos principais pardmetros na dindmica de uma espagonave
na vizinhanca de um asteroide convexo, isto seria um bom ponto de partida. Tam-
bém é possivel utilizar o modelo do tripolo em um sistema binério de asteroides, em
que o segundo asteroide pode ser modelado como um ponto de massa, um dipolo
de massa em rotagao, um corpo modelado com um elipsoide triaxial, dentre outros.
Analisar de que forma o angulo azimutal e de elevacao influenciam na estabilidade

das 6rbitas periddicas é também uma continuagao natural deste trabalho.
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