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�s�ćfvdsbcdfćet®fc²isvfvdikc̄c�i|}sbc��lisvbc°c±��

ºE»N¼@½¾EFMJJC½MGEF@¿@¾AE½C»M¼@½¾@FÀEAF;ÁÂÃÂ7ÄÅÆÃÇÁÈÂ7ÉÊËÌÍÅÈ7Î<ÏÐF5ÉÇÑÆÁÂ7<ÒÓÅÆËÂÐF@¼
ÔÕÖÕ×ÖØÕØÙÐFÚJFÕÛÜÙ×FÝÞEAßACEFEà»CM¿FG@FáAMJâ¿CMãÐF»E¼FäN½GM¼@½¾EF½EFåFÔæFGEFMA¾çFèæFGEFº@»A@¾EF½æ
ÙÕçéèÔÐFG@FÙÔFG@F½EB@¼êAEFG@FØÕØÕç

ºE»N¼@½¾EFMJJC½MGEF@¿@¾AE½C»M¼@½¾@FÀEAF=ÆÁÉÌÁëëÊ78ËìS<3387;<736538731:í87Î<ÏÐF5ÉÇÑÆÁÂ7<ÒÓÅÆËÂÐ
@¼FÔÕÖÕ×ÖØÕØÙÐFÚJFÕÛÜÙîFÝÞEAßACEFEà»CM¿FG@FáAMJâ¿CMãÐF»E¼FäN½GM¼@½¾EF½EFåFÔæFGEFMA¾çFèæFGEFº@»A@¾E
½æFÙÕçéèÔÐFG@FÙÔFG@F½EB@¼êAEFG@FØÕØÕç

ºE»N¼@½¾EFMJJC½MGEF@¿@¾AE½C»M¼@½¾@FÀEAF8ËÓÂËÁÂ7RÅÆËÊËìÂ7TÅÆÓÊÌÍÁËÁ7ìÅ78ëïÅÁìÊ7=ÆÊìÂÐF9ÍÅðÅ7ìÂ
3ÅÆñÁòÂ7ìÅ7=óÉô[ÆÊìÇÊòõÂÐF@¼FÔÕÖÕ×ÖØÕØÙÐFÚJFÕÛÜØéFÝÞEAßACEFEà»CM¿FG@FáAMJâ¿CMãÐF»E¼FäN½GM¼@½¾EF½E
åFÔæFGEFMA¾çFèæFGEFº@»A@¾EF½æFÙÕçéèÔÐFG@FÙÔFG@F½EB@¼êAEFG@FØÕØÕç

ºE»N¼@½¾EFMJJC½MGEF@¿@¾AE½C»M¼@½¾@FÀEAFÄÊÁÉÊ7ìÅ76ëÁñÅÁÆÊ74ÅÆÆÊ7Î<ÏÐF5ÉÇÑÆÁÂ7<ÒÓÅÆËÂÐF@¼
ÔÕÖÕ×ÖØÕØÙÐFÚJFÙÕÜÕ×FÝÞEAßACEFEà»CM¿FG@FáAMJâ¿CMãÐF»E¼FäN½GM¼@½¾EF½EFåFÔæFGEFMA¾çFèæFGEFº@»A@¾EF½æ
ÙÕçéèÔÐFG@FÙÔFG@F½EB@¼êAEFG@FØÕØÕç

ºE»N¼@½¾EFMJJC½MGEF@¿@¾AE½C»M¼@½¾@FÀEAF3ÊËìÆÂ7ìÊ73ÁëñÊ7RÅÆËÊËìÅÉ7Î<ÏÐF5ÉÇÑÆÁÂ7<ÒÓÅÆËÂÐF@¼
ÔÕÖÕ×ÖØÕØÙÐFÚJFÙÙÜØöFÝÞEAßACEFEà»CM¿FG@FáAMJâ¿CMãÐF»E¼FäN½GM¼@½¾EF½EFåFÔæFGEFMA¾çFèæFGEFº@»A@¾EF½æ
ÙÕçéèÔÐFG@FÙÔFG@F½EB@¼êAEFG@FØÕØÕç

ºE»N¼@½¾EFMJJC½MGEF@¿@¾AE½C»M¼@½¾@FÀEAFSÁÓÊ7ìÅ79ÑÉÉÁÊ7;ÂïÁËÃÂÉ7Î<ÏÐF5ÉÇÑÆÁÂ7<ÒÓÅÆËÂÐF@¼
ÔÕÖÕ×ÖØÕØÙÐFÚJFÙÙÜéèFÝÞEAßACEFEà»CM¿FG@FáAMJâ¿CMãÐF»E¼FäN½GM¼@½¾EF½EFåFÔæFGEFMA¾çFèæFGEFº@»A@¾EF½æ
ÙÕçéèÔÐFG@FÙÔFG@F½EB@¼êAEFG@FØÕØÕç

÷FMN¾@½ø»CGMG@FG@J¾@FGE»N¼@½¾EFÀEG@FJ@AF»E½ä@ACGMF½EFJC¾@FÞùÀÜÖÖJ@Cç¼»ø»çúEBçêAÖB@ACà»MçÞ¾¼¿Ð



���������� �����	
����
����
������������������

����������� !"��" #�$ %&�����"���&�'���& ���(�"��)��"�!����*�!�&�!�&*+�%,�"��*�&�#�!)�&$�&�*$����'�-�&,��*��"�!����)

�.���,��/&�*����0 ���

1234567284949:;81<49=>51?:78459@ABCD@B9>949:;81<49EFE9GHIDDJBHK

LMNMOPQRSTUVWXYZ[\\YV]̂V_̀ab_c__ded_fg_g̀hie jklV]̂Vm_debmd



“Nós somos uma maneira do Cosmos conhecer a si mesmo.”

Carl Sagan
em “Cosmo”, 1980
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RESUMO

Este trabalho tem como foco a utilização de uma abordagem do modelo simplificado
objetivando compreender o comportamento dinâmico não-linear de uma partícula na
vizinhança do campo gravitacional de corpos celestes de formato irregular (asteroi-
des e cometas). Um foco particular é analisar a influência dos principais parâmetros,
tais como, velocidade de rotação, forma e distribuição de massa em torno destes pe-
quenos corpos irregulares. A ideia geral é de que, a partir de modelos simplificados,
podemos compreender o gradiente gravitacional na vizinhança dos sistemas múlti-
plos de asteroides, abranger um grande números de sistemas e não apenas um em
específico, e ainda assim, gastando muito menos tempo e esforço computacional.
Trajetórias particulares podem ser estudadas sob modelos mais precisos (tal como
o modelo do poliedro) ao considerar as etapas finais de uma missão real, mas um
conhecimento geral do campo de gravidade baseado em um pequeno número de pa-
râmetros é muito útil nos primeiros estágios do projeto de uma missão. Pontos de
equilíbrio, curvas de velocidade zero, variedades invariantes, bifurcações, órbitas de
Lyapunov planares, órbitas de halo, transferência de baixa energia, órbitas homo-
clínicas, etc, são apenas meros exemplos do que é abordado nesta tese. Além de
investigar órbitas (de maneira genérica), que não podem ser projetadas no clássico
problema de dois corpos, nós construímos modelos simplificados que reproduzem a
dinâmica de um veículo espacial de maneira mais realista quando comparado aos
modelos simplificados existentes na literatura. Isso é conseguido através do método
de otimização considerando uma abordagem tridimensional, possibilitando obter re-
sultados mais precisos e dando mais um passo em direção a um cenário mais realista.

Palavras-chave: Modelo simplificado. Órbitas periódicas. Dinâmica orbital. Trajetó-
rias espacial. Mecânica celeste.

xi





SEARCH FOR ORBITS AROUND LAGRANGIAN POINTS ON A
TRIPLE ASTEROID AND ORBITAL TRANSFERS

ABSTRACT

This work focuses on the use of a simplified model approach aiming to understand
the dynamic environment in the vicinity of asteroids and comets. A particular focus
is to analyze the influence of the main parameters, such as spin fo the asteroide,
shape and mass distribution around these small irregular bodies. The general idea
is that, from simplified models, we can understand the gravitational gradient in the
vicinity of multiple asteroid systems, cover a large number of systems and not just
one in particular, and yet, spending less time and effort computational. Of course
particular trajectories can be studied under more accurate models when considering
the final steps of a real mission, but a general knowledge of the gravity field based
in a small number of parameters is very useful in first stages of mission design.
Equilibrium points, zero velocity curves, invariant manifolds, bifurcations, planar
Lyapunov orbits, halo orbits, low energy transfer, homoclinic orbits, etc., are only
mere examples of what is covered in this thesis. In addition to investigating orbits
(in a generic way) that cannot be projected in the classic two-body problem, we
build simplified models that reproduce the dynamics of a spacecraft in a more re-
alistic scenario when compared to the simplified models existing in the literature.
This is achieved through the optimization method considering a three-dimensional
approach, making it possible to obtain more accurate results and taking another
step towards a more realistic scenario.

Keywords: Simplified model. Periodic orbits. Orbital dynamic. Space trajectories.
Celestial mechanics.
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1 INTRODUÇÃO

O problema de n corpos, baseado na segunda lei de Newton e na lei da gravitação
universal, está entre os modelos mais gerais para descrever o movimento de uma
partícula de massa sujeita ao campo gravitacional de outros n − 1 corpos em um
espaço tridimensional. A equação do movimento que rege o movimento dos corpos
celestes é descrito por um sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares,
que podem ser determinadas utilizando a mecânica clássica.

Através do uso das leis citadas anteriormente, é possível chegar a uma aproximação
considerável com relação ao movimento dos corpos celestes que vagam no Sistema
Solar.

Uma análise qualitativa da dinâmica do modelo de n corpos é bastante complicada e
tem sido objeto de estudos aprofundados na área de Mecânica Celeste, onde a mai-
oria dos resultados foi obtido numericamente. Existem duas principais razões que
dificultam a compreensão do cenário global. Em primeiro lugar, as equações dife-
renciais que regem o movimento planetário não possuem solução de forma fechada,
exceto em casos raros. Além disso, o movimento muitas vezes pode ser caótico,
devido à alta não linearidade da dinâmica.

O projeto preliminar de trajetórias faz parte de toda missão espacial que visa deter-
minar o caminho que um veículo espacial deve seguir de um ponto de partida para
um destino especificado. Geralmente, nos estágios iniciais do projeto de uma missão
espacial, são utilizados modelos simplificados para avaliar a viabilidade, estimar cus-
tos e determinar a trajetória em primeira aproximação. O problema de dois corpos,
também conhecido como o problema de Kepler, o modelo mais simples disponível,
tem sido amplamente utilizado. Ao longo da maior parte da história, quando se
tratava de exploração espacial, os cientistas aeroespaciais usavam o problema dos
dois corpos para modelar o movimento de um veículo espacial, já que esse era o
modelo mais simples disponível na época. O problema de dois corpos é um modelo
bem estabelecido que fornece resultados confiáveis quando aplicada à região do es-
paço de fase em que a atração de um corpo prevalece sobre os outros. Esse método
levou a trajetórias impressionantes de missões como Voyager, Cassini, Juno, entre
outras (MEGAN, 2018). Embora a mecânica orbital fosse otimizada visando reduzir
o máximo possível o ∆V , as missões espaciais ainda exigiam grandes quantidades
de combustível para alcançar seus destinos. Devido à ambição e ao desejo dos seres
humanos de explorar cada vez mais extensivamente o espaço, a dinâmica tradicional
de dois corpos utilizada em missões passadas começou a produzir valores elevados
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de ∆V , dificultando assim futuras missões espaciais (KOON et al., 2006).

Nas últimas décadas, foi alcançada uma visão muito mais profunda do problema
restrito de três corpos (PRTC). Ao levar em consideração um corpo massivo adici-
onal, o veículo espacial (S/C) pode explorar a dinâmica natural do campo vetorial
gravitacional de uma maneira mais favorável. Não apenas uma órbita mais próxima
da ideal é alcançada, mas novos tipos de soluções surgem como parte do modelo mais
realista. Usando essas novas soluções para projetar trajetórias orbitais, missões que
seriam impossíveis agora se tornam viáveis, e as extensões de exploração através do
sistema solar alcançaram novos níveis.

Existe uma região com uma grande concentração de pequenos corpos celestes entre
as órbitas dos planetas Marte e Júpiter, que é comumente conhecida como Cinturão
Principal de Asteroides. Além disto, existem asteroides que possuem o afélio no
cinturão de asteroide, mas o periélio pode interceptar a órbita de planetas internos.
Estes asteroides representam um perigo em potencial para o planeta Terra, devido ao
risco de colisão e também têm grande importância científica, pois são uma espécie de
laboratório para desvendar como era o Sistema Solar na época de sua formação, pois
acredita-se que muitos desses objetos ainda carregam na sua composição elementos
que indicariam a composição original do disco formador do sistema solar.

Devido a sua grande importância científica, houve grande interesse, nas últimas déca-
das, na exploração desses pequenos corpos (asteroides e cometas) que circulam pelo
Sistema Solar (PAMELA; MISRA, 2011). Com a evolução da tecnologia, foi possível
observar, nos anos 90, pela primeira vez, uma lua orbitando um asteroide (PAMELA

et al., 2013). Até aquela época, acreditava-se que asteroides e cometas eram corpos
solitários. Posteriormente, foram encontrados vários sistemas de asteroides duplos
e triplos, bem como asteroides com anéis (PAMELA et al., 2013; RIBAS et al., 2014).
Embora tenha havido muitas descobertas, somente no século seguinte os veículos
espaciais foram enviados para estudar esses novos corpos celestes a distâncias mais
curtas. No ano de 2000, o asteroide Eros recebeu em sua superfície o veículo espacial
norte-americano NEAR Shoemaker (YEOMANS et al., 2000). Em 2003, a sonda japo-
nesa Hayabusa coletou e analisou dados do asteroide Itokawa (SANDFORD, 2011).
No ano de 2012, a sonda espacial Dawn foi enviada pelos Estados Unidos ao aste-
roide Vesta, com o objetivo de coletar dados que ajudariam a entender a origem e a
formação do Sistema Solar (PAMELA et al., 2013). Em novembro de 2013, a Missão
ROSETTA, lançada pela ESA (Agência Espacial Européia), realizou uma conquista
histórica: um voo bem sucedido com o pouso suave e inovador da sonda espacial Phi-

2



lae no cometa 67P/ChuryumovGerasimenko (PAMELA et al., 2013). A NASA lançou
a sonda Osiris-Rex em 2016, na direção do asteroide Bennu (antigo 1999rq36), que
chegou ao corpo celeste em 2018. A missão tem o objetivo de coletar dados de as-
teroides e retornar com amostras coletadas em meados de 2023 (MASSAGO et al.,
2017).

Estima-se que cerca de 15% da população de NEAs (Near Earth Asteroids, ou em
português, Asteroides Próximos da Terra), com diâmetro maior que 0,3 km, se-
jam binários (PRAVEC et al., 2006; MARGOT et al., 2015). A maioria desses sistemas
binários envolve um corpo primário maior (primário mais massivo) e um corpo se-
cundário pequeno (primário menos massivo) (PRAVEC et al., 2006; ZHANG et al., 2020;
PRAVEC; HARRIS, 2007; WALSH et al., 2008). Normalmente os corpos primários mais
massivo têm formas esféricas e rotações rápidas. Essas rotações sugerem que o prin-
cipal mecanismo de formação desses sistemas binários é a fissão de rotação com o
efeito YORP como mecanismo de rotação predominante (PADDACK, 1969; PRAVEC;

HARRIS, 2007; PRAVEC et al., 2006). O mecanismo físico do efeito YORP se dá atra-
vés da radiação eletromagnética proveniente do Sol que interage com a superfície
de um asteroide ou cometa. Esta interação ocorre da seguinte maneira: a radiação
Solar é refletida difusamente pela superfície do asteroide e parte da radiação é absor-
vida pelo asteroide. A energia absorvida (energia interna) pelo asteroide é emitida
em forma de radiação térmica (calor). Sabendo que os fótons possuem momento,
cada uma dessas interações produz um impulso na superfície do asteroide, provo-
cando mudanças no momento angular do corpo em relação ao seu centro de massa
(PADDACK, 1969).

Existem diversos tipos de sistemas binários de asteroides, que são agrupados de
acordo com suas propriedades (rotação, razão das massas e diâmetros) (PRAVEC;

HARRIS, 2007). As características desses grupos também sugerem diferentes me-
canismos de formação. A Figura 1.1 é o compilamento de várias informações de
diferentes artigos e fornece informações sobre o comportamento dinâmico e tama-
nhos de asteroides que circulam pelo Sistema Solar (PRAVEC, 2005; PRAVEC et al.,
2007; AGARWAL et al., 2017; MARGOT et al., 2015). A Figura 1.1 foi retirada do site
(http://www.johnstonsarchive.net/astro/asteroidmoons.html) por ser bastante di-
dática. Os asteroides do grupo A contêm pequenos binários que passam próximo a
Terra (Near Earth Orbit (NEO)), que cruzam a órbita de Marte (Mars Cros) e aste-
roides do cinturão principal (MBAs), com diâmetros primários menores que 10 km
e a razão de diâmetros entre os componentes menores que 0,6. A rotação rápida do
primário mais massivo deste grupo apoia a ideia de formação por fissão de rotação.
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O Grupo B consiste em pequenos corpos do cinturão principal de asteroide (MBAs)
duplamente síncronos com componentes quase do mesmo tamanho e o Grupo L
representa grandes MBAs com pequenos satélites (PRAVEC; HARRIS, 2007).

Figura 1.1 - Figura representativa fornecendo informações sobre os tipos de asteroides
binários.

Fonte: Johnston (2021).

A maioria dos asteroides do tipo A são sistemas síncronos, ou seja, o período de
rotação do corpo secundário é igual ao período orbital em torno do centro de massa
do sistema (PRAVEC et al., 2006; PRAVEC et al., 2016). Por outro lado, os asteroi-
des do tipo B são sistemas de asteroides que possuem dimensões semelhantes, com
D1/D2 > 0,6, onde D1 significa diâmetro do primário e D2 é o diâmetro do se-
cundário. Os objetos binários desse grupo são denominados totalmente síncronos
(asteroides duplamente sincrônicos), isto é, os dois componentes do sistema giram
com o período de rotação igual ao período orbital do sistema. Simulações dinâmicas
revelaram que muito provavelmente os sistemas binários sofrem um processo caótico
de dissipação de energia envolvendo as forças de maré que os fazem evoluir para um
sistema síncrono (JACOBSON; SCHEERES, 2011). De acordo com Jacobson e Scheeres
(2011), quanto maior a razão entre as massas dos corpos do sistema binário, mais
rapidamente pode ser alcançada a sincronização. Isso pode acontecer porque cada
membro do sistema exerce forças de maré de mesma proporção um sobre o outro.
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Segundo esses autores, os binários totalmente síncronos podem levar cerca de 104

anos para atingir esse tipo de acoplamento rotação-órbita após a fissão, como já foi
observado em alguns sistemas binários (por exemplo, o NEO 69230 Hermes). Esse
tempo pode ser menor para o caso de componentes de massas iguais e maior para
sistemas com razões de massas de cerca de 0,2. Dessa forma, como a maioria dos
sistemas tem razões de massas menores do que 0,6, temos encontrado na literatura
uma maior quantidade de sistemas com apenas o componente secundário acoplado
com o movimento orbital (PRAVEC et al., 2016).

O estudo desses pequenos corpos e suas peculiaridades fornece informações cien-
tíficas e tecnológicas importantes, pois sua exploração pode fornecer respostas a
aspectos fundamentais, como por exemplo, a composição original do disco formador
do Sistema Solar (MERLINE et al., 2002), conforme já mencionado. Um dos campos de
aplicação para o estudo de asteroides é a Dinâmica Gravitacional, área na qual são
estudados os movimentos dos corpos que compõem o Sistema Solar, considerando
sua formação e evolução. Além disso, a exploração de asteroides e seus sistemas é
ideal para testar tecnologias importantes, como os experimentos de demonstração
em órbita (In-Orbit-Demonstration) (FERRARI et al., 2016).

Um dos tópicos mais relevantes na área de astrodinâmica é o estudo do movimento
de um veículo espacial nas proximidades desses sistemas específicos, o que ajuda a
projetar futuras missões espaciais. A missão “Asteroid Impact and Deflexion Asses-
sment” (AIDA) é um dos exemplos do estudo de asteroides e é uma parceria entre
a ESA e a NASA. Essa missão foi criada com o objetivo de considerar dois projetos
diferentes: o Double Asteroid Redirection Test (DART), da NASA, que terá a função
de ser o impactor cinético; e Asteroid Impact Mission (AIM), da ESA, que funci-
onará como um monitor de sistema binário antes e depois do impacto, coletando
dados de asteroides e implantando um veículo espacial na superfície do asteroide
menor. A exploração científica de pequenos corpos abre um novo horizonte para a
atividade industrial na área de mineração de asteroides (SCHEERES et al., 2000).

O desenvolvimento de missões direcionadas a asteroides e cometas permitiu o surgi-
mento de uma área específica de pesquisa em astrodinâmica: o estudo e quantificação
da estabilidade e navegabilidade de órbitas de naves espaciais próximas a corpos em
rotação irregular (SCHEERES et al., 2000). A exploração de asteroides e cometas é
uma tarefa bastante desafiadora, devido ao fato de que cada corpo tem sua própria
característica física como forma, densidade, rotação, distribuição de massa, dentre
outros. Então, desenvolver uma modelagem matemática do campo gravitacional nas
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proximidades desses corpos celestes é uma tarefa bastante complexa. Muitas vezes
as características físicas dos asteroides só são descobertas após uma aproximação ou
até mesmo após o pouso do veículo espacial na superfície do asteroide (SCHEERES

et al., 2000). Devido a isto, é necessário desenvolver as equações de forma flexível,
isto é, que abranjam o maior número de parâmetros possível.

Estudos na área de exploração de asteroides são de grande importância e envol-
vem múltiplas disciplinas, entre elas ciência e tecnologia, controle, mecânica celeste
e astronomia. A maioria dos asteroides e cometas tem uma forma irregular. Ao
planejar uma missão espacial para visitar esses objetos, surge uma pergunta: “como
representar efetivamente o campo gravitacional desses pequenos corpos irregulares?”
(ELIPE; LARA, 2003; BARTCZAK; BREITER, 2003). Vários modelos matemáticos fo-
ram propostos para superar essa dificuldade. Geralmente, a expansão de harmônicos
esféricos é usada para modelar a Terra e outros planetas, pois esses corpos celestes
mais massivos (quando comparados aos asteroides) têm uma forma que se asseme-
lha a uma esfera (ELIPE; RIAGUAS, 2003). Por outro lado, quando o corpo não se
assemelha com uma esfera, essa expansão não é mais conveniente e, em alguns casos,
a convergência não pode ser garantida (ELIPE; RIAGUAS, 2003). Além disso, a ex-
pansão de coeficientes de Legendre de baixa ordem geralmente não fornece uma boa
aproximação para o movimento de uma partícula, devido ao fato de que os termos
de ordem superior podem gerar divergências após várias iterações (RIAGUAS et al.,
1999; JIANG; BAOYIN, 2018).

Devido a variedade de corpos irregulares, vários modelos foram criados para re-
presentar matematicamente o potencial gravitacional de corpos com formas não
esféricas. O foco aqui não é mencionar todos os modelos conhecidos na literatura,
mas apenas mencionar os mais relevantes. Um desses modelos é o modelo harmônico
elipsoidal, proposto por Hobson (1955) e aprimorado por Pick et al. (1973) (CUI;

QIAO, 2014). Existe também o modelo conhecido como Problema Restrito Completo
de (Dois ou) Três corpos (SCHEERES, 2004; BELLEROSE; SCHEERES, 2008). A pala-
vra “Completo” significa que a distribuição em massa de um ou de ambos os corpos
primários está sendo levada em consideração. Bellerose e Scheeres (2008) aplicou
este modelo ao sistema de asteroides binário 1999 KW4 e analisou o movimento
de um veículo espacial usando curvas de velocidade zero, pontos de equilíbrio e a
constante de Jacobi.

Um modelo amplamente utilizado para representar o campo gravitacional de obje-
tos de forma irregular é o modelo poliédrico (WERNER, 1994; WERNER; SCHEERES,
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1997; SCHEERES et al., 2000). Este modelo é considerado um modelo preciso e não
apresenta problemas de convergência (SCHEERES et al., 2000). Devido à sua alta pre-
cisão, o modelo poliédrico tem sido amplamente utilizado em projetos de missões
reais para analisar a dinâmica do veículo espacial perto de asteroides. Como desvan-
tagem, o modelo poliédrico geralmente contém milhares de parâmetros (vértices e
faces) necessários para garantir sua alta precisão. Portanto, este modelo requer um
alto esforço computacional para realizar as simulações. Além disso, uma investigação
sobre propriedades gerais da dinâmica do veículo espacial em função dos parâme-
tros do modelo se torna muito difícil. Isso ocorre porque, no modelo poliédrico, os
parâmetros utilizados se misturam, produzindo uma influencia mista no campo gra-
vitacional efetivo dos corpos irregulares dificultando a compreensão de identificar
quais os principais parâmetros que mais influênciam na dinâmica de uma partí-
cula na vizinhança desses corpos. Portanto, muitas vezes, é preferível usar modelos
simplificados para aproximar a distribuição do potencial de pequenos corpos.

O problema de tempo computacional foi parcialmente resolvido no trabalho de Cha-
nut et al. (2015a), onde os autores reduziram consideravelmente o tempo computa-
cional (∼ 30 vezes) aplicando o modelo gravitacional Mascon, conforme apresentado
no trabalho de Geissler et al. (1996), usando uma forma poliédrica buscando mode-
lar o campo gravitacional externo de pequenos corpos celestes. Para mais detalhes
sobre esta abordagem, também encaminhamos os leitores para Venditti (2013) e
Aljbaae et al. (2017).

Modelos simplificados costumam ser usados para aproximar o campo gravitacional
de corpos irregulares, exigindo menos esforço computacional e produzindo resultados
consideráveis em um curto período de tempo. Além disso, um modelo simplificado
pode frequentemente determinar uma expressão analítica simples para calcular o
campo gravitacional de corpos irregulares (YANG et al., 2018). Outra vantagem do
uso de um modelo simplificado é que podemos analisar facilmente as consequên-
cias de um determinado parâmetro na dinâmica dos asteroides, como, por exemplo,
a estabilidade dos pontos de equilíbrio (ZENG et al., 2015; SANTOS et al., 2017a),
a distribuição de órbitas periódicas estáveis (LAN et al., 2017), bem como auxiliar
no projeto da órbita (WANG et al., 2017) e no controle de feedback (YANG et al.,
2017). Além disso, modelos simplificados podem ser usados para determinar as re-
giões permitidas de “hovering” (YANG et al., 2015). Uma maneira eficaz de analisar
a superfície de um asteroide é pairar com o corpo fixo em uma região próxima ao
asteroide, onde o veículo espacial mantém sua posição constante em relação ao aste-
roide. Um ótimo local para colocar um veículo espacial fixo no corpo são os pontos
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de equilíbrio, devido ao fato de serem locais que recebem um distúrbio mínimo. Ji-
ang et al. (2014) investigou esse aspecto e classificou os coletores próximos a esses
pontos em oito tipos. Essas posições fixas em relação ao corpo podem ser usadas
para obter medições precisas de uma região na superfície do asteroide alvo e facilitar
as manobras de descida e ascensão de um veículo espacial cuja missão é retornar à
Terra com amostras (BROSCHART; SCHEERES, 2005). Tais manobras foram usadas
na missão Hayabusa (SCHEERES, 2004).

Assim, vários modelos simplificados foram propostos para representar matemati-
camente asteroides irregulares, como os mostrados nas referências (RIAGUAS et al.,
1999; WERNER, 1994; RIAGUAS et al., 2001), que investigaram a dinâmica de uma
partícula sob o campo gravitacional de um asteroide modelado como uma linha
reta. Outros trabalhos que também investigaram o movimento de uma partícula em
torno de pequenos corpos celestes, considerando um modelo simplificado, usaram
uma placa plana (BLESA, 2006), um cubo homogêneo (LIU et al., 2011b), um elip-
soide triaxial (GABERN et al., 2006), um cubo homogêneo girante (LIU et al., 2011a),
um segmento reto duplo e finito (JAIN; SINHA, 2014), um dipolo de massa em rota-
ção (ZENG et al., 2015; SANTOS et al., 2017a), um tripolo de massa em rotação (LAN

et al., 2017), entre outros. Esses trabalhos, mostraram a utilidade de usar modelos
simplificados para identificar os principais parâmetros que dominam o movimento
de uma partícula em torno de certos sistemas de asteroides.

1.1 Motivação e objetivo

Um dos maiores desafios no campo da astrodinâmica que visam explorar asteroides e
cometas é derivar modelos matemáticos para compreender a dinâmica de um veículo
espacial na vizinhança destes corpos irregulares e alongados. O campo gravitacional
que atua no veículo espacial que viaja na vizinhança desses corpos é muito complexo
devido ao efeito da rápida rotação dos asteroides e cometas, juntamente com suas
formas irregulares.

Devido a este cenário, as perguntas que surgem são: será que é possível encontrar um
modelo matemático simplificado, que pode ser utilizado em uma ampla variedade
de asteroides binários (ao invés de apenas um sistema em específico), compreender a
influência dos principais parâmetros dos asteroides na dinâmica de uma partícula na
vizinhança destes pequenos corpos celestes e ainda assim obter resultados próximos
aos de modelos de alta fidelidade usando menos tempo e esforço computacional ?

Esta tese utiliza a abordagem matemática de modelos simplificados objetivando
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explorar de que maneira os principais parâmetros de um sistema simples ou binário
de asteroide influenciam no ambiente dinâmico na vizinhança destes corpos. Além
de realizar um estudo de forma genérica buscando compreender, também buscamos
criar modelos simplificados, que representam o campo gravitacional de uma classe
de asteroides de maneira mais confiável, quando comparados a modelos existentes
na literatura e assim, dando mais um passo a um cenário mais realista. Neste último
estudo, utilizamos o método de otimização para encontrar os parâmetros ótimos do
modelo simplificado aplicados em sistemas de asteroides específicos.

Trajetórias particulares podem ser estudadas sob modelos mais precisos ao consi-
derar as etapas finais de uma missão real, mas um conhecimento geral do campo
gravitacional baseado em um pequeno número de parâmetros é muito útil nos pri-
meiros estágios do projeto de uma missão.

1.2 Organização do trabalho

O Capítulo 2 utiliza o Problema Restrito Síncrono de Quatro Corpos no sistema de
referência girante para buscar por órbitas planares em torno dos pontos de equilíbrio
L1 e L2. Ao linearizar as equações de movimento, é possível obter os autovetores e
autovalores, e com esses valores, é possível determinar as estimativas iniciais para
encontrar órbitas planares em torno dos pontos de equilíbrio pelo método de Newton.
Em seguida, uma família de órbitas é construída em torno dos pontos de equilíbrio
L1 e L2. O estudo é realizado modificando alguns parâmetros, tais como a razão
de massa do sistema e a dimensão do corpo secundário. O principal objetivo deste
Capítulo é investigar de que forma esses parâmetros influenciam nas órbitas planares.

No Capítulo 3 buscamos realizar um estudo mais geral em relação ao Capítulo 2.
Além de analisar as órbitas periódicas planares, buscamos por órbitas halo, calcula-
mos a estabilidades dessas órbitas bem como investigamos a relação que existe entre
o período, estabilidade e contante de Jacobi dessas órbitas periócas em função da
razão de massa e da dimensão do corpo secundário. Este Capítulo busca analisar
os asteroides do tipo A, onde a maioria são asteroides do tipo NEO (Near Earth
Asteroid) e que tem o movimento síncrono do corpo secundário em torno do centro
de massa do sistema.

O Capítulo 4 é uma extensão dos Capítulos 2 e 3, em que utilizamos as equações do
Problema Restrito Síncrono de Quatro Corpos (PRSQC) para modelar um sistema
de asteroides binário no sistema inercial. O principal objetivo deste trabalho é cons-
truir grades de condições iniciais, que relacionam semi-eixo maior e excentricidade,
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a fim de quantificar a vida útil de um veículo espacial quando liberado próximo
ao corpo menos massivo do sistema binário (modelado como um dipolo de massa
em rotação) em função da razão de massa do sistema. Realizamos uma análise do
tempo de vida do veículo espacial considerando várias razões de massa de um sistema
binário de asteroides e investigamos o comportamento de um veículo espacial nas
proximidades desse sistema. Analisamos órbitas diretas e retrógradas. Este estudo
investiga órbitas que sobrevivem por, aproximadamente, um ano. Neste trabalho,
levamos em consideração as forças gravitacionais do sistema binário de asteroides e
a pressão de radiação solar (PRS). O intuito é buscar regiões onde as órbitas diretas
e retrógradas de um veículo espacial sobrevivem ao longo do tempo de integração
(um ano) quando a pressão da radiação solar é levada em consideração.

O Capítulo 5 analisa os asteroides do tipo B, em que o movimento orbital de cada
asteroide em torno de seu próprio eixo é igual ao movimento de translação do sistema
em torno do centro de massa. Sendo assim, é denominado aqui que estes sistemas
são totalmente síncronos. O objetivo deste Capítulo é investigar de que maneira
a razão de massa e a dimensão dos corpos primários influenciam nas posições dos
pontos de equilíbrio e nas curvas de velocidade zero. Este problema é denominado
de problema restrito totalmente síncrono de cinco corpos. Para realizar esta tarefa, é
necessário obter as equações de movimento de uma partícula de massa infinitesimal
viajando na vizinhança de um sistema composto por dois outros corpos massivos.
Os dois corpos massivos (primários) são assumidos como tendo formas irregulares e
são modelado como um dipolo de massa em rotação.

Ainda pensando nos asteroides tipo B, no Capítulo 6 realizamos trabalhos aplicados
a um sistema binário em específico, conhecido como 2017 YE5. A ideia principal
deste Capítulo é analisar a dinâmica de um veículo espacial que se encontra na vizi-
nhança desse sistema binário de asteroide. Neste Capítulo nós calculamos a posição
dos pontos de equilíbrio, a constante de Jacobi necessária para abrir os canais de
transportes que surgem em torno desses pontos de equilíbrio, bem como calculamos
as órbitas periódicas do sistema utilizando como ferramenta a seção de Poincaré. Fi-
nalmente calculamos o ∆V necessário para realizar uma transferência de um ponto
de equilíbrio para outro deste sistema.

O Capítulo 7 busca compreender o ambiente dinâmico e complexo nas proximidades
de asteroides irregulares que possuem uma forma arqueada a partir de modelos sim-
plificados. Neste Capítulo assumimos o modelo simplificado denominado de modelo
do tripolo em rotação, baseado na existência de três pontos de massa conectados
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entre si por hastes com determinado comprimentos e massas desprezíveis. O prin-
cipal objetivo deste Capítulo é entender de que maneira os principais parâmetros
(distribuição de massa, forma e velocidade angular) influenciam no surgimento, po-
sição e na estabilidade dos pontos de equilíbrio, tal como na topologia das curvas
de velocidade zero. Todo conceito obtido teoricamente é então aplicado em alguns
sistemas reais, tais como, asteroides 8567, 243 Ida e 433 Eros e também em Fobos,
um dos satélites naturais de Marte.

O último Capítulo desta Tese (Capítulo 8) busca desenvolver um modelo simpli-
ficado para descrever os campos gravitacionais de asteroides alongados arqueados.
A relação entre o modelo simplificado e o asteroide real é construído baseado nas
localizações dos pontos de equilíbrio. O modelo proposto consiste em representar um
asteroide alongado usando um sistema de partículas triplas conectadas no espaço
tridimensional. Este modelo é uma extensão dos modelos anteriores disponíveis na
literatura que se concentra apenas em modelos planares. Um método de otimização
não linear é usado para determinar os parâmetros de nosso modelo, minimizando
os erros de todos os pontos de equilíbrio externos em relação às soluções calculadas
com um modelo mais realista, o modelo do poliedro. O modelo considerado neste
artigo é então aplicado a três asteroides reais irregulares 1620 Geographos, 433 Eros
e 243 Ida.
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2 ÓRBITAS PLANARES EM TORNO DOS PONTOS DE EQUILÍ-
BRIO L1 E L2 NA VIZINHANÇA DE UM SISTEMA BINÁRIO SÍN-
CRONO DE ASTEROIDES

Este Capítulo fornece uma breve revisão da literatura a respeito do modelo simplifi-
cado que utilizamos neste Capítulo e nos três que sucedem, e aborda as equações do
movimento do problema restrito síncrono de quatro corpos (PRS4C). O PRS4C é
utilizado para representar a força gravitacional na vizinhança de um sistema binário
síncrono de asteroides, onde o primário menos massivo é considerado como um corpo
alongado irregular. O problema é restrito porque a massa de um dos corpos (neste
caso, o veículo espacial) é desprezível. Supõe-se também que o período de rotação
do asteroide com forma irregular em torno de seu próprio eixo e o período de trans-
lação desses asteroides em torno do centro de massa do sistema sejam os mesmos,
suportando o nome Problema Restrito Síncrono de Quatro Corpos. Este trabalho
foi baseado nos asteroides tipo A. Os resultados encontrados neste Capítulo e nos
dois que sucedem este, utilizamos o modelo baseado no dipolo de massa em rotação,
inicialmente introduzida por Chermnykh (1987) e também estudado por Kokoriev e
Kirpichnikov (1988) e Kirpichnikov e Kokoriev (1988). Supõe-se neste modelo que
o campo gravitacional de duas massas localizadas no eixo de simetria do corpo está
muito próximo do campo gravitacional de um corpo axialmente simétrico.

O modelo do dipolo de massa em rotação aplicado em asteroides alongados foi
desenvolvido por Zeng et al. (2015). Estudos mais recentes de Zeng et al. (2016a)
utilizaram um modelo dipolo aprimorado levando em conta o achatamento de ambos
os corpos primários. Zeng et al. (2016b) encontraram até 13 pontos de equilíbrio
no plano xy, devido à forma não esférica dos corpos primários. Zeng et al. (2016b)
também analisou essas trajetórias e estudou os efeitos do sobrevoo de forma analítica,
encontrando uma relação interessante entre o sobrevoo e a integral de Jacobi. (ZENG

et al., 2016) investigou as propriedades dinâmicas nas proximidades de um corpo
alongado (usando o modelo dipolo) para investigar a influência da razão de força
(k), a razão de massa (µ) e a forma oblata (A2) dos primários na distribuição dos
pontos de equilíbrio no plano xy. Por meio dessa análise dinâmica, (ZENG et al., 2016)
observou que os pontos de equilíbrio não colineares existem apenas para 0,37 < k

< 2,07, e esses equilíbrios não dependem de µ. Em Zeng et al. (2016a), a influência
dos parâmetros k, µ e A2 (achatamento do segundo primário) nas posições dos
pontos de equilíbrio fora do plano e na estrutura topológica das curvas de velocidade
zero foram analisadas. Zeng et al. (2016a) observou que a forma oblata do segundo
primário influencia muito a distribuição dos pontos de equilíbrio fora do plano. Esses
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trabalhos, entre outros, mostraram que, usando modelos simplificados, é possível
identificar os principais parâmetros que governam a dinâmica em torno de certos
sistemas de asteroides (SANTOS et al., 2017a; SANTOS et al., 2017b; ZENG et al., 2018).

O objetivo deste Capítulo é procurar órbitas em torno dos pontos de equilíbrio L1

e L2 do PRS4C. A partir das equações de movimento de um sistema binário de
asteroides, onde um dos asteroides é modelado como um dipolo de massa em rota-
ção, buscamos determinar as condições iniciais das órbitas de Lyapunov. O estudo é
realizado modificando a razão de massa do sistema e a dimensão do corpo modelado
como um do dipolo de massa. Ao linearizar as equações de movimento, é possível
obter os autovetores e os autovalores e, com esses valores, é possível determinar as
estimativas iniciais para encontrar órbitas periódicas ao redor dos pontos de equi-
líbrio. Uma vez encontradas as condições iniciais, será possível, através de métodos
numéricos iterativos, encontrar uma solução para o problema não linearizado através
do método de Newton. Em seguida, uma família de órbitas é construída em torno
dos pontos de equilíbrio L1 e L2.

O trabalho desenvolvido neste Capítulo foi apresentando na American Institute of
Aeronautics and Astronautics (AIAA) ocorrido em Salt Lake City, na cidade de
Utah (USA), 2018, e publicado na Advances in the Astronautical Sciences conforme
pode ser verificado através da referência (SANTOS et al., 2018).

2.1 Introdução

O interesse em analisar, investigar e entender a dinâmica de um satélite em torno
dos pontos de equilíbrio aumentou nos últimos anos, devido às vantagens que es-
ses pontos oferecem quando se trata de missões espaciais (CANALIAS; MASDEMONT,
2016). Várias missões espaciais próximas aos pontos de equilíbrio colineares foram
concluídas, estão em execução ou estão sendo preparadas para o futuro próximo
(HECHLER et al., 2008; KNUTSON; HOWELL, 2012). O ISEE-3 foi lançado em 1978 e
inseriu um veículo espacial em uma órbita periódica nas proximidades do ponto de
equilíbrio L1 do sistema Sol-Terra, com o objetivo de fazer estudos das interações
Terra-Sol (RICHARDSON, 1980). Essa foi o primeiro veículo espacial artificial a ser
enviada para um ponto de equilíbrio. Sua principal missão era investigar a estrutura
do vento solar nas proximidades da Terra (CANALIAS; MASDEMONT, 2016; HECHLER

et al., 2008). Desde então, várias agências espaciais consideraram órbitas periódicas
ou quase periódicas ao redor dos pontos de equilíbrio como órbitas-alvo para seu
veículo espacial, usado com os satélites SOHO (HUBER et al., 1996), MAP, ACE,
Genesis, entre outros, e existem vários projetos futuros que pretendem usar órbi-
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tas em torno de pontos de equilíbrio para desenvolver suas missões, como NGST,
Herschel-Planck, LUMIO mission, James Webb Space Telescope que substituirá o
Telescópio Espacial Hubble e que tem a intenção de orbitar o ponto de equilíbrio
L2 do sistema Sol-Terra (CANALIAS; MASDEMONT, 2016; KNUTSON; HOWELL, 2012;
FOLTA, 2004).

Conforme descrito acima, várias pesquisas contribuíram para uma melhor compre-
ensão do Problema Restrito Circular de Três Corpos, mas a ação de várias pertur-
bações não foram levadas em consideração em muitos desses problemas. O modelo
clássico não considera algumas das forças perturbadoras, como a forma irregular de
um dos corpos primários, os efeitos de arrasto de Poynting-Robertson e a pressão da
radiação solar. Alguns dos trabalhos expressivos no Problema Restrito Circular de
Três Corpos foram produzidos por referências como Chernikov (1970), Bhatnagar e
Chawla (1979), Sharma (1987), Kunitsyn e Tureshbaev (1985), Lukyanov (1988).

Para a realização deste estudo, utilizamos um modelo baseado no dipolo de massa
em rotação, visto de um sistema de coordenadas girante. Considera-se neste modelo
que o campo gravitacional de dois corpos de massas pontuais compõe o corpo M2

(primário menos massivo) e está localizado no eixo de simetria de um asteroide
axialmente simétrico, representando dessa maneira como um corpo alongado.

2.2 Equação do movimento no sistema girante

Nesse Capítulo, supõe-se que o movimento de uma partícula de massa desprezível
(P (x, y, z)) seja governado pelas forças gravitacionais dos corpos M1 e M2. O corpo
de massa infinitesimal não afeta a dinâmica dos corpos primários. A unidade de
distância é normalizada para ser a distância do corpo M1 até centro de massa do
corpo M2, que é formado por dois corpos hipotéticos com massas m21 e m22. O corpo
mais massivo do sistema é adotado para ser o ponto com massa m1. O corpo menor
é modelado como uma massa de dipolo em rotação composta pelas massas m21 e
m22, como mostra a Figura 2.1.
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Figura 2.1 - Imagem representativa da forma geométrica do sistema em estudo (não em
escala).

Tomando unidades convenientes de massa, tempo e comprimento (unidades canôni-
cas), é possível simplificar as equações de movimento. A origem do sistema de coor-
denadas girante é definida como o centro de massa do sistema. Neste sistema girante,
o primário mais massivo (M1) possui massa m1 = 1− 2µ∗ e está sempre localizado
na posição x1 = (−2µ∗, 0, 0). As massas dos dois corpos hipotéticos que formam o
corpo M2 são m21 = m22 = µ∗, e estão localizadas em x21 = (−2µ∗ +1−d/2, 0, 0) e
x22 = (−2µ∗ + 1 + d/2, 0, 0), respectivamente, onde d é a distância entre os corpos
m21 e m22 e µ∗ é a razão de massa definida por µ∗ = m21

(m1+m21+m22) . Nesta análise,
consideramos que o período de rotação do corpo menos massivo (M2) em torno de
seu eixo principal é igual ao período de translação em torno do centro de massa
do sistema em uma órbita circular, tornando o movimento síncrono. A unidade de
tempo é definida de modo que o período de rotação do dipolo de massa é igual a
2π. A partir das unidades canônicas mencionadas definidas, a função lagrangiana do
sistema é dada por 2.1 (BROUCKE, 1969):

Lrotating(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) = (ẋ2 + ẏ2 + ż2) + (xẏ − yẋ)/2 + (x2 + y2)/2

+ ((1− 2µ∗)/r1 + µ∗/r21 + µ∗/r22), (2.1)

onde
r1 =

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + z2, (2.2)

16



r21 =
√

(x− x21)2 + (y − y21)2 + z2, (2.3)

r22 =
√

(x− x22)2 + (y − y22)2 + z2. (2.4)

A formulação Hamiltoniana pode ser obtida a partir da formulação Lagrangiana. O
momento conjugado (p) é dado por

px = ∂L

∂ẋ
= ẋ + y, (2.5)

py = ∂L

∂ẏ
= ẏ − x, (2.6)

pz = ∂L

∂ż
= ż. (2.7)

onde px, py e pz estão associados ao momento conjugado do veículo espacial em
relação aos eixos x, y z respectivamente.

Usando a transformação de Legendre (q, q̇) Λ→ (∂L
∂q̇

) onde q, q̇ são as coordenadas e
velocidades da partícula, respectivamente, obtemos

H = ẋpx + ẏpy + żpz − Lrotating. (2.8)

Depois de fazer algumas simplificações matemáticas, é possível encontrar a função
Hamiltoniana, que é dada por:

H(x, y, px, py) =
p2

x + p2
y + p2

z

2 − (xpy − ypx)
2 −

(1− 2µ∗

r1
+ µ∗

r21
+ µ∗

r22

)
. (2.9)

Observe que o Hamiltoniano H é uma função das coordenadas e do momento con-
jugado p do veículo espacial. Devido ao fato do Hamiltoniano ser independente do
tempo, é possível dizer que seu valor é conservado (BENACCHIO, 2007; BROUCKE,
1968; WORTHINGTON, 2012; THORNTON; MARION, 2011). Definimos o potencial efe-
tivo como

Ω = x2 + y2

2 +
(1− 2µ∗

r1
+ µ∗

r21
+ µ∗

r22

)
. (2.10)

Da função Hamiltoniana, dada pela Equação 2.9, é possível determinar as equações
de movimento do veículo espacial no sistema de referência girante, dadas por:
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ẍ− 2ẏ = Ωx, (2.11)

ÿ + 2ẋ = Ωy, (2.12)

z̈ = Ωz, (2.13)

onde Ωx, Ωy e Ωz é o gradiente do potencial efetivo em função de x, y e z, respecti-
vamente.

As Equações 2.11, 2.12 e 2.13 têm a mesma aparência da equação de movimento do
problema restrito clássico dos três corpos, que tem sido extensivamente estudado na
comunidade científica (MCCUSKEY, 1963; SZEBEHELY, 1967; MOLTON, 1960).

Da mesma maneira que o Problema Restrito Circular de Três Corpos possui uma
integral do movimento, denominada de integral de Jacobi (SZEBEHELY, 1967). Esta
integral do movimento também existe no problema restrito síncrono de quatro cor-
pos, e é dado por:

v2 = 2Ω− C∗ (2.14)

onde v é a velocidade da partícula e C∗ é uma constante de integração.

Prova : Considerando o movimento no espaço xyz e multiplicando a Equação 2.11
por 2ẋ, a Equação 2.12 por 2ẏ e a Equação 2.13 por 2ż e, adicionando todos eles,
temos que

2ẋẍ + 2ẏÿ + 2żz̈ = 2ẋ
∂Ω
∂x

+ 2ẏ
∂Ω
∂y

+ 2ż
∂Ω
∂z

, (2.15)

que pode ser escrita como

d(ẋ2 + ẏ2 + ż2)
dt

= 2dOmega

dt
. (2.16)

Integrando a Equação 2.16 em relação ao tempo, nós encontramos que

v2 = 2Ω− C∗, (2.17)

como queríamos demonstrar.

Observe que a Equação 2.14 é uma função que depende da posição da partícula e
de uma constante de integração que foi chamada por C∗, que é parte integrante das
equações de movimento. C∗ será denominada de constante de Jacobi modificada,
para diferenciar da constante de Jacobi utilizada no Problema restrito de três cor-
pos (DUTT; ANILKUMAR, 2014; REN; SHAN, 2014; SZEBEHELY, 1967; MCCUSKEY,
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1963). Observe que a Equação 2.14 mostra que, para um determinado valor de C∗,
a velocidade é uma função da posição do corpo. A constante de integração C∗ de-
pende da posição e velocidade iniciais da partícula (MCCUSKEY, 1963). Portanto,
quando a constante de integração C∗ é determinada numericamente a partir das
condições iniciais, a Equação 2.14 determina o módulo da velocidade do corpo com
massa desprezível em todos os pontos do espaço. Inversamente, para uma deter-
minada velocidade, a Equação 2.14 fornece a forma geométrica dos locais onde o
corpo pode estar. Em particular, se a velocidade for igual a zero na Equação 2.14,
uma região onde a velocidade da partícula é zero será encontrada (MOLTON, 1960),
que são denominadas de Curvas de V elocidade Zero. Em termos matemáticos, essa
curva é definida por 2Ω−C∗ = 0 (MCCUSKEY, 1963). Escrevendo esta condição em
coordenadas cartesianas, é possível obter a Equação 2.18.

x2 + y2

1 + 2(1− 2µ∗)
r1

+ 2µ∗

r21
+ 2µ∗

r22
= C (2.18)

O movimento da partícula só é possível em regiões onde 2Ω > C∗, caso contrá-
rio, o quadrado da velocidade seria negativo, o que é uma impossibilidade física
(SZEBEHELY, 1967; MOLTON, 1960; SANTOS et al., 2017a).

Embora semelhantes, as equações de movimento desenvolvidas neste trabalho di-
ferem das do Problema dos Três Corpos Restritos Clássicos pelo pseudo-potencial
usado nas Equações 2.11 - 2.13 . As soluções de equilíbrio em relação ao sistema
girante ocorrem quando a derivada parcial da função de pseudo-potencial é igual a
zero, ou seja, Ωx = Ωy = Ωz = 0 e ẋ e ẏ = 0. Essas soluções são conhecidas como
pontos de equilíbrio correspondentes a posições fixas no sistema girante, onde existe
um equilíbrio entre as forças gravitacionais e centrífugas associadas à rotação do sis-
tema. Essas soluções de equilíbrio fazem com que uma partícula posicionada em um
desses pontos se mantenha estacionária em relação ao sistema girante (PUSHPARAJ;

SHARMA, 2016).

Para determinar a posição dos pontos de equilíbrio e determinar os autovalores
(cálculo de estabilidade), foi considerado µ∗ = 0, 005284 e a dimensão do corpo se-
cundário (em unidades canônicas) d = 0, 131440. Esses valores atribuídos a razão
de massa e a dimensão do dipolo são baseados no par de asteroides (Alpha-gamma)
do sistema triplo, conhecido como 2001SN263 (SANTOS et al., 2017a). A Tabela 2.1
fornece informações a respeito da localização dos pontos de equilíbrio do sistema
estudado e também quando consideramos o PRCTC, para fim de comparação (SAN-
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TOS et al., 2017a).

Tabela 2.1 - Posição dos pontos de equilíbrio para o sistema estudado (µ∗ = 0, 005284 e
d = 0, 131440) e também para o sistema considerando os corpos primários
como pontos de massa (µ∗ = 0, 005284 e d = 0).

Posições dos pon-
tos de equilíbrio do
sistema estudado
(Alpha−Gamma)

Posições dos pontos
de equilíbrio conside-
rando os corpos como
ponto de massa

x0 y0 x0 y0
L1 0.821830 0 0.845006 0
L2 1.172874 0 1.149257 0
L3 -1.004406 0 -1.004403 0
L4 0.491087 0.865094 0.489432 0.866025
L5 0.491087 -0.865094 0.489432 -0.866025

2.3 Linearização do problema restrito síncrono de quatro corpos nos
pontos de equilíbrio

Primeiramente vamos relembrar a equação do movimento do Problema restrito sín-
crono de quatro corpos no espaço.



ẋ

ẏ

ż

ẍ

ÿ

z̈


=



ẋ

ẏ

ż

u̇

v̇

ẇ


=



u

v

w

x + 2v − (1−2µ∗)(x−x1)
((x−x1)2+y2+z2)3/2 − µ∗(x−x21)

((x−x21)2+y2+z2)3/2 − µ∗(x−x22)
((x−x22)2+y2+z2)3/2

y − 2u− (1−2µ∗)y
((x−x1)2+y2+z2)3/2 − µ∗y

((x−x21)2+y2+z2)3/2 − µ∗y
((x−x22)2+y2+z2)3/2

− (1−2µ∗)z
((x−x1)2+y2+z2)3/2 − µ∗z

((x−x21)2+y2+z2)3/2 − µ∗z
((x−x22)2+y2+z2)3/2


(2.19)

Simplificando a notação, vamos escrever a Equação 2.19 da seguinte forma

ẋ

ẏ

ż

u̇

v̇

ẇ


=



u

v

w

2v + DxΩ
−2u + DyΩ

DzΩ


(2.20)
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onde u, v, w ∈ R3, u = ẋ, v = ẏ e w = ż e DxΩ é a derivada parcial de Ω em relação
a variável x. A mesma notação é utilizada para as coordenadas y e z.

Seja x′ = (x, y, z, u, v, w) ∈ R6 o vetor de estado e f : R6 → R6 dado por

f(x) =



f1

f2

f3

f4

f5

f6


=



u

v

w

2v + DxΩ
−2u + DyΩ

DzΩ


(2.21)

então os pontos de equilíbrio L1, L2, L3, L4 e L5 são os zeros de f(x). A linearização
sobre qualquer um desses pontos de equilíbrio é

ẋ = DLi
f(x)x (2.22)

onde DLi
significa que a derivada está sendo computada no ponto de equilíbrio Li.

2.4 Análise da estabilidade dos pontos de equilíbrio

Para determinar a estabilidade linear dos pontos de equilíbrio (Lk; k = 1, 2, 3, 4 e
5), é necessário transferir a origem do sistema de coordenadas para a posição dos
pontos de equilíbrio (x0 , y0 , z0 ) e, em seguida, linearizar as equações de movimento
em torno desses pontos, obtendo os resultados mostrados a seguir.

ξ̈ − 2η̇ = Ωxx(x0, y0, z0)ξ + Ωxy(x0, y0, z0)η + Ωxz(x0, y0, z0)ζ (2.23)

η̈ + 2ξ̇ = Ωyx(x0, y0, z0)ξ + Ωyy(x0, y0, z0)η + Ωyz(x0, y0, z0)ζ (2.24)

ζ̈ = Ωzx(x0, y0, z0)ξ + Ωzy(x0, y0, z0)η + Ωzz(x0, y0, z0)ζ (2.25)

Nas Equações 2.23 - 2.25, ξ, η e ζ definem uma vizinhança em torno do ponto de
equilíbrio e as derivadas parciais em (x0, y0, z0) significam que o valor é calculado no
ponto de equilíbrio que está sendo analisado. As derivadas parciais são mostradas
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nas Equações 2.26 - 2.31.

Ωxx = 1 + 3(1− 2µ∗)(x− x1)2

((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 −
1− 2µ∗

((x− x1)2 + y2 + z2)3/2)

+ 3µ∗(x− x21)2

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x21)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗(x− x22)2

((x− x22)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x22)2 + y2 + z2)3/2

(2.26)

Ωyy = 1 + 3(1− 2µ∗)y2

((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 −
1− 2µ∗

((x− x1)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗y2

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x21)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗y2

((x− x22)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x22)2 + y2 + z2)3/2

(2.27)

Ωzz = 3(1− 2µ∗)z2

((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 −
1− 2µ∗

((x− x1)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗z2

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x21)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗z2

((x− x22)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x22)2 + y2 + z2)3/2

(2.28)

Ωxy = Ωyx = 3(1− 2µ∗)(x− x1)2y

((x− x1)2 + y2)5/2 + 3µ∗(x− x21)2)y
((x− x21)2 + y2)5/2

+ 3µ∗(x− x22)y
((x− x22)2 + y2)5/2

(2.29)

Ωxz = Ωzx = 3(1− 2µ∗)(x− x1)z
((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 + 3µ∗(x− x21)z

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2

+ 3µ∗(x− x22)z
((x− x22)2 + y2 + z2)5/2

(2.30)
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Ωyz = Ωzy = 3(1− 2µ∗)yz

((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 + 3µ∗yz

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2

+ 3µ∗yz

((x− x22)2 + y2 + z2)5/2

(2.31)

Devido ao fato de que os pontos de equilíbrio para o modelo do dipolo de massa em
rotação estarem no plano xy, a Equação 2.25 é desacoplada (ela não depende de ξ

e η). Substituindo os valores de µ∗ e d, a Equação do movimento 2.25 se torna

ζ̈ = −ϑζ (2.32)

em que ϑ é uma constante.

A Equação 2.32 mostra que o movimento perpendicular ao plano xy é periódico com
frequencia ω =

√
ϑ. O movimento na direção z é, portanto, limitado com

ζ = c3 cos(
√

ϑt) + c4 sin(
√

ϑ)t (2.33)

onde c3 e c4 são constantes de integração.

Agora vamos investigar o movimento no plano xy. Para determinar a estabilidade
do sistema linear, devemos encontrar os autovetores e os autovalores de Dxf(x).
Lembre-se de que λ é um autovalor se e somente se

det(Dxf(x)− λI) = 0. (2.34)

As raízes características não triviais da Equação 2.34 são agora obtidas. É natural
escrever a equação característica não triviais da Equação 2.23 e 2.24 da seguinte
forma (JIANG, 2015)

∣∣∣∣∣∣ λ2 − Ωxx(x0, y0) −2λ− Ωxy(x0, y0)
2λ− Ωxy(x0, y0) λ2 − Ωyy(x0, y0)

∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.35)

uma vez que Ωxz = Ωyz = 0.

A equação de quarta ordem em λ é dada por:

λ4 + (4− Ω0
xx − Ω0

yy)λ2 + Ω0
xxΩ0

yy − (Ω0
xy)2 = 0 (2.36)
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onde Ω0
xx é a abreviação de Ωxx(x0, y0). A mesma notação é usada para as outras

derivadas parciais.

Um ponto de equilíbrio será linearmente estável se a Equação 2.36, avaliada no ponto
de equilíbrio, possuir quatro raízes puramente imaginárias ou raízes complexas com
partes reais negativas (KUMARI; KUSHVAH, 2014; ZENG et al., 2016a; MCCUSKEY,
1963).

Utilizando o modelo adotado neste Capítulo, Santos et al. (2017a) mostrou que a
linearização sobre os pontos de equilíbrio L1 e L2 fornece uma estrutura de autovalor
do tipo sela× centro× centro (saddle× center× center). Isto indica que um par de
raízes reais (sela), ±σ, corresponde às variedades unidimensionais na direção estável
e uma variedade unidimensional na direção instável. Os outros dois pares de raízes
imaginárias, (centro× centro) ±iν e ±iω, sugerem que, além do subespaço central
ser quadridimensional, existe um comportamento oscilatório nas proximidades do
ponto de equilíbrio para o sistema linear (HOWELL, 1984; HAAPALA et al., 2015). Os
autovalores centrais correspondem a oscilações no plano xy ( ±iν), enquanto que
as outras raízes centrais produzem oscilações fora do plano ( ±iω) (HOWELL, 1984;
HAAPALA et al., 2015). Isto sugere que existem órbitas periódicas e quase periódicas
em torno desses pontos de equilíbrio e nós tentaremos encontra-las considerando o
modelo não linear para o modelo adotado nesta Capítulo. Observe que para todas as
direções instáveis existe uma direção estável, e que a taxa de expansão da primeira
é exatamente a taxa de contração da segunda. Isso fortalece nossa intuição de que
o sistema (que é hamiltoniano) preserva o volume do espaço de fase e portanto é
conservativo.

2.5 Computando as órbitas periódicas em torno dos pontos de equilíbrio

Na Seção 2.2 foi desenvolvida as equações de movimento de uma partícula sujeita a
força gravitacional de um sistema binário de asteroides, e na Seção 2.3 analisamos a
dinâmica linear sobre os pontos de equilíbrio. Nesta seção, abordaremos a metodolo-
gia utilizada para encontrar as órbitas periódicas em torno dos pontos de equilíbrio
a partir das equações linearizadas e, em seguida, com a alteração apropriada das
coordenadas, buscamos essas soluções periódicas utilizando o sistema não linear.

2.6 Metodologia

É conhecido na literatura que na teoria dos sistemas lineares uma matriz sempre
pode ser transformada para a forma canônica da Jordan, em que esta matriz é
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diagonalizada por seus autovalores (MORRIS et al., 1974; MEYER; HALL, 1992). Para
o sistema de matriz linearizada do Problema restrito síncrono de quatro corpos,
em um determinado ponto de equilíbrio, a matriz terá de fato autovalores distintos
(MURRAY; DERMOTT, 1999; MIRELES, 2006a). Considere o sistema

ẋ = Ax (2.37)

Para determinar o valor de A, precisamos fazer

A = ∂f

∂x
(2.38)

em que x = (x, y, z, vx, vy, vz) e ẋ é dada pela Equação 2.21.

Diferenciando a Equação 2.38, nós encontramos que

A =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

f4,x f4,y f4,z 0 2 0
f5,x f5,y f5,z −2 0 0
f6,x f6,y f6,z 0 0 0


(2.39)

A matriz A é semelhante a matriz D se, e somente se, existe uma matriz invertível
T tal que A = TDT −1. Observe que se A é semelhante a D então D é semelhante a
A. T é a matriz de transformação linear. Com isso, nós podemos escreve

ẋ = TDT −1x (2.40)

em que D é a matriz diagonalizada dos autovalores e T é a matriz dos autovetores
da matriz A. A matriz D é uma matriz diagonal composta pelos autovalores de A,
como mostra a Equação 2.41 (MURRAY; DERMOTT, 1999)

D =


λ1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · λn

 . (2.41)

Seja y as variáveis do sistema diagonalizável, então, através da matriz de transfor-
mação linear T , podemos obter o sistema de variáveis no domínio original x através
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da expressão
x = Ty. (2.42)

Considerando a transformação linear invertível T −1x = y, temos que

ẏ = T −1ẋ. (2.43)

A partir daí, podemos manipular as equações algebricamente, conforme mostrado a
seguir

ẋ = TDT −1x,

ẋ = TDy,
(2.44)

multiplicando T −1 em ambos os lados, temos que

T −1ẋ = T −1TDy,

ẏ = Dy,
(2.45)

ou, alternativamente, na forma de componentes

ẏi = λiyi, (i = 1, 2, ..., n) (2.46)

cuja condições iniciais são dadas por y0 = T −1x0. Podemos notar que o último
termo da Equação 2.45 é diagonalizado e, consequentemente, desacoplado. Portanto,
podemos escrever o fluxo da seguinte maneira (MURRAY; DERMOTT, 1999; MIRELES,
2006a).

y = eDty0 =


eλ1t · · · 0

... . . . ...
0 · · · eλnt

y0. (2.47)

Vale a pena ressaltar que essa forma de exponencial só é válida devido ao fato de
que consideramos que o sistema é diagonalizado. Transformando esse fluxo de volta
nas coordenadas originais, obtemos (MURRAY; DERMOTT, 1999; MIRELES, 2006a)

x(t) = TeDtT −1x0 (2.48)

Uma maneira mais simples e útil que também nos ajuda na análise global a partir
de um sistema linear é considerar apenas a matriz do sistema D. Já que esta é
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diagonalizada, o seu comportamento dinâmico é facilmente analisado.

Em resumo, os autovalores com Re(λ) > 0 dão origem a soluções instáveis, Re(λ) < 0
produzem soluções estáveis e, finalmente, Re(λ) = 0 geram soluções oscilatórias
(MIRELES, 2006a). Então, a partir do sistema y, podemos escolher soluções com o
comportamento que desejarmos, bastando apenas escolher y0 de forma que anule
certos modos de vibração e amplifiquem outros. Uma vez que a combinação linear
de condições iniciais desejada é encontrada, podemos transformar essas condições
iniciais no domínio original, a partir da relação x0 = Ty0, e a solução transformada
terá as mesmas propriedades (provavelmente incorporadas de maneira diferente).

Nós sabemos que a estrutura dos autovalores do sistema linearizado em L1, L2, L3,
L4 e L5 foram obtidas por Santos et al. (2017b), e são mostradas na Tabela 2.6 para
o sistema de asteroide 2001SN363. Embora os autovalores apresentem resultados
diferentes para diferentes distribuição de massa dos corpos, sua estrutura (sela ×
centro × centro) se mantem.

Tabela 2.2 - Autovalores da equação característica do problema síncrono restrito de três
corpos usando um modelo de dipolo de massa.

λ1 λ2 λ3 λ4
L1 -3,5451 3,5451 -2,7275i 2,7275i
L2 -2,5784 2,5784 -2,1144i 2,1144i
L3 -0,1659 0,1659 -1,0090i 1,0090i
L4 0,2759i 0,2759i -0,9611i 0,96117i
L5 -0,2759i 0,2759i -0,9611i 0,96117i

Fonte: Santos et al. (2017a).

Considere a dinâmica linearizada em torno do ponto de equilíbrio L1. Adotaremos
as coordenadas x = (ξ; η; u; v) para as variáveis físicas no sistema linearizado.
Para diferenciar, usaremos as coordenadas x′ = (x; y; ẋ; ẏ) para as variáveis físicas
no sistema não linear e, por fim, y = (y1; y2; y3; y4) para as variáveis do sistema
diagonalizado.

Como dito anteriormente, a dinâmica linearizada no ponto de equilíbrio L1 e L2 tem
uma direção instável e uma direção estável, e um centro bidimensional (quadridi-
mensional no caso espacial) no problema planar, que é a análise que investigaremos.

Vamos agora buscar as condições iniciais para encontrar uma órbita periódica em
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torno do ponto de equilibrio colinear considerando as equações do sistema lineari-
zado.

Se nós especificarmos uma condição inicial qualquer, possivelmente, quando rea-
lizarmos a integração numérica, a partícula se afastará rapidamente do ponto de
equilíbrio, devido as componentes reais (estável e instável) dominarem o comporta-
mento da partícula, pois estão associados ao crescimento (ou contração) exponencial.
Para uma melhor compreensão deste efeito, construímos o gráfico mostrado na Fi-
gura 2.2, que mostra o comportamento do deslocamento r da partícula em função
do tempo t, onde r é dada pelas soluções da equação linearizada r =

√
ξ2 + η2.

Figura 2.2 - Distância r da partícula em função do tempo t.

Agora, suponha que, em vez de especificar uma condição inicial qualquer para o
sistema, desejamos encontrar uma órbita em torno do ponto de equilíbrio L1 (no
sistema linearizado) com algum comportamento desejado, como por exemplo, uma
órbita periódica. Isto se torna fácil se nós utilizarmos o sistema diagonalizado (y0)
para determinar as condições iniciais.

Como queremos minimizar a componente na direção instável da trajetória não linear,
devemos escolher as condições iniciais que correspondem ao movimento harmônico
do sistema linear. Vamos começar com um y0 inicial de forma que y0 = (0; 0; y3;
y4), em que os valores iniciais diferentes de zero podem ser números complexos. Na
verdade, se desejamos obter soluções reais nas coordenadas x, devemos considerar y3

e y4 como conjugados complexos. Então, por simplicidade, vamos buscar por valores
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complexo conjugados, conforme mostrado a seguir

y1(0) = 0

y2(0) = 0

y3(0) = 0, 5× 10−4

y4(0) = 0, 5× 10−4

no sistema diagonalizado. Transformando essas condições de volta as coordenadas
originais do sistema linear, a partir das transformação x0 = Ty0, encontramos que

ξ(0) = −0.080443788793979× 10−4

η(0) = 0

u(0) = 0

v(0) = 0.912889566843729× 10−4

(2.49)

Se desejarmos simular os sistemas lineares e não lineares do mesmo estado físico,
devemos lembrar que a origem no sistema linear (0; 0; 0; 0) corresponde ao ponto
(L1; 0; 0; 0) no sistema não linear. Então as coordenadas x devem ser pensadas como
pequenos deslocamentos do ponto de equilíbrio, e as coordenadas x′ são as variáveis
físicas para o problema restrito síncrono de quatro corpos. Com isso, as condições
iniciais no sistema não linear são dadas por

x(0) = 0.821821955621121

y(0) = 0

ẋ(0) = 0

ẏ(0) = 0.912889566843729× 10−4

(2.50)

devido ao fato do ponto de equilíbrio L1 estar na posição x = 0.8218322684714467.
Essas condições iniciais, conforme mostrada na Equação 2.50, foram escolhidas para
anular os autovetores instáveis e estáveis, e fornecem um movimento harmônico ao
sistema linear. Utilizando a Equação 2.48, podemos encontrar as soluções temporais
do sistema linearizado. Considerando as condições iniciais mostradas na Equação
2.50, o movimento da partícula será oscilatório, conforme mostrada na Figura 2.3.
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Figura 2.3 - Solução da equação linearizada de r em função do tempo t.

2.7 Encontrando as condições iniciais no sistema não linear

Agora que sabemos encontrar as condições iniciais que geram soluções periódicas
utilizando o sistema linear em torno de qualquer ponto de equilíbrio colinear, o
que acontece se nós utilizarmos a mesma condição inicial do sistema linearizado nas
nossas equações de movimento não lineares? A Figura 2.4 mostra o resultado quando
considerando a mesma condição inicial utilizando o sistema não linear.

Figura 2.4 - Trajetória das condições iniciais do sistema linear utilizando as Equações não
lineares.

É possível observar, pela Figura 2.4, que a não linearidade transforma nossa ór-
bita periódica do sistema linear em uma órbita não periódica no sistema não linear.
Antes de obtermos uma órbita periódica no problema não linear, vamos primeiro
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comentar sobre alguns tópicos importantes para uma melhor compreensão. Assim
como no PRCTC, as equações de movimento do PRSQC são invariantes à transfor-
mação t = −t; y = −y. Devido a essa invariância, se uma condição inicial arbitrária
(x0; y0; ẋ0; v̇0)T for integrada para frente no tempo, a trajetória resultante será simé-
trica, em relação ao eixo x, da trajetória integrada para trás no tempo a partir da
condição inicial (x0;−y0;−ẋ0; v̇T

0 ). Essas informações podem ser conhecidas a par-
tir do teorema do espelho (SZEBEHELY, 1967; MOLTON, 1960). Considerando nosso
problema e dizendo isto de outra maneira temos que, se uma partícula cruza perpen-
dicularmente o eixo x duas vezes (em duas passagens), esta é uma órbita periódica.
Então, não precisamos analisar uma órbita inteira para determinar se essa órbita
é periódica ou não. Basta apenas realizar a integração numérica por meio período
orbital (T/2). Observe que a condição inicial que nós encontramos, conforme mos-
trada na 2.50, fornece que o primeiro cruzamento com o eixo x é perpendicular. Isto
é, se nós temos uma condição inicial de tal forma que x0

′ = (x0; 0; 0; ẏ0)T seja
perpendicular ao plano xy, então se outro cruzamento perpendicular pode ser encon-
trado, x′(T/2) = (x; 0; 0; ẏ)T , a órbita será periódica com período T (BRAKWELL;

BROWN, 1979; HOWELL, 1984). Agora vamos abordar dois conceitos importantes,
que são a Matriz de transição de estado (State transition Matrix) e a Matriz de
Monodromia (Monodromy matrix).

2.8 Matriz de transição de estado

Para satisfazer a necessidade de relacionar as mudanças nas condições iniciais no
tempo t0 a um tempo final tf , a equação do movimento é reescrita de um conjunto
de três equações diferenciais de segunda ordem para um conjunto de seis equações
variacionais de primeira ordem, conforme mostrada na Equação 2.38. A matriz da
Equação 2.38 é chamada de State Propagation Matrix (A(t)) (Matriz Jacobiana)
e contém a Hessiana do pseudo potencial, derivada da expansão da serie de Taylor
truncada sobre a solução de referência. Em resumo, a matriz A corresponde à matriz
do sistema linearizado em torno de um ponto de equilíbrio.

A solução para a equação variacional mostrada na Equação 2.38 (A(t)) é a Matriz
de transição de estado (MTE), e é mostrada na Equação 2.51. Esta matriz mapeia
variações no estado no tempo t0 ao estado do tempo t, refletindo assim a sensibili-
dade do estado final no tempo t para perturbações no estado inicial no tempo t0. É
também chamada de matriz de sensibilidade, pois contém informações sobre as sen-
sibilidades do estado final (no tempo t) para variações no estado inicial (no tempo
t0). Dada alguma perturbação inicial, δx(t0), relativa ao estado inicial de referência
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xref (t0), a MTE é tipicamente empregado para prever a variação subsequente do
estado final em relação a xref (tf ) em um tempo futuro tf , ou seja, δx(tf ). A MTE é
uma matriz de derivadas parciais que relaciona os estados, isto é (BOSANAC, 2016;
HAAPALA, 2010),

Φ(t, t0) = ∂x(t))
∂x(t0)

=



∂x(t)
∂x(t0)

∂x(t)
∂y(t0)

∂x(t)
∂z(t0)

∂x(t)
∂ẋ(t0)

∂x(t)
∂ẏ(t0)

∂x(t)
∂ż(t0)

∂y(t)
∂x(t0)

∂y(t)
∂y(t0)

∂y(t)
∂z(t0)

∂y(t)
∂ẋ(t0)

∂y(t)
∂ẏ(t0)

∂y(t)
∂ż(t0)

∂z(t)
∂x(t0)

∂z(t)
∂y(t0)

∂z(t)
∂z(t0)

∂z(t)
∂ẋ(t0)

∂z(t)
∂ẏ(t0)

∂z(t)
∂ż(t0)

∂ẋ(t)
∂x(t0)

∂ẋ(t)
∂y(t0)

∂ẋ(t)
∂z(t0)

∂ẋ(t)
∂ẋ(t0)

∂ẋ(t)
∂ẏ(t0)

∂ẋ(t)
∂ż(t0)

∂ẏ(t)
∂x(t0)

∂ẏ(t)
∂y(t0)

∂ẏ(t)
∂z(t0)

∂ẏ(t)
∂ẋ(t0)

∂ẏ(t)
∂ẏ(t0)

∂ẏ(t)
∂ż(t0)

∂ż(t)
∂x(t0)

∂ż(t)
∂y(t0)

∂ż(t)
∂z(t0)

∂ż(t)
∂ẋ(t0)

∂ż(t)
∂ẏ(t0)

∂ż(t)
∂ż(t0)


(2.51)

Os elementos da matriz Φ(t, t0) são definidos como ϕij de forma que Φ(t, t0) =
{ϕij}n,n

i=1,j=1. Juntamente com as seis equações diferenciais não-lineares dadas pela
Equação 2.21, os 36 elementos da MTE de primeira ordem são numericamente in-
tegrados com uma simulação numérica e usados em vários algoritmos de correção
diferencial, que nada mais é do que o método Newton-Rapson. A matriz de transição
de estados (MTE) é obtida integrando as equações variacionais de t até t0, conforme
ilustrado na Equação 2.52 (BOSANAC, 2016; HAAPALA, 2010).

ẋ = f(x, t)
Φ̇(t, t0) = A(t)Φ(t, t0)

com a condição inicial

 x(t0) = x0

Φ(t0, t0) = I6x6
(2.52)

A MTE possui as seguintes propriedades:

Φ(t0, t0) = I

Φ(t2, t0) = Φ(t2, t1)Φ(t1, t0)

Φ(t0, t1) = Φ−1(t1, t0)

A MTE é uma ferramenta poderosa no refinamento de trajetórias periódicas e con-
tém informações valiosas sobre a dinâmica e estabilidade que dependem da trajetó-
ria. A MTE está associada à resolução de um problema de valor de contorno em dois
pontos formulado. Um caso especial dessa matriz é o das trajetórias periódicas, que
fornece informações excepcionais sobre o autovetores, como os modos (in)estáveis
para trajetórias de variedades hiperbólicas. Em um problema sem solução analítica
de forma fechada, a capacidade de prever a resposta de uma solução a mudanças
nas condições iniciais é crítica.
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A MTE desempenha um papel importante na determinação de uma órbita periódica
e de sua estabilidade. É uma parte essencial para o esquema de correção diferencial
utilizado para a investigação realizada neste trabalho, que se baseia nas derivadas de
um estado final em relação a um determinado estado inicial. A variação de primeira
ordem de uma solução de referência x(t) é dada pela Equação 2.53

δx(t + δt) = Φ(t0, t)δx(t0) + ẋ(t)δt (2.53)

onde δt é a variação no tempo.

A Equação 2.53 deve ser empregada na resolução de um problema de valor de con-
torno em dois pontos pelo método de Newton Rapson, considerando que o tempo
final é livre.

2.9 Matriz de monodromia

Outras informações importantes que obtemos a partir da matriz de transição de
estado são as propriedades que podemos extrair de uma órbita periódica depois de
computar a MTE após um período orbital. Os resultados da MTE que obtemos
depois de um período orbital é bastante importante e recebe um nome especial, de-
nominada de Matriz de Monodromia. Dito de outra forma, a matriz de monodromia
é simplesmente a matriz de transição de estado após um período orbital, e contém
informações sobre a estabilidade de toda a órbita.

M = Φ(t0 + T ; t0) (2.54)

A matriz de monodromia é definida em termos de seis autovalores. Devido à na-
tureza simplética da matriz de monodromia, os autovalores de M (Equação 2.54)
ocorrem em pares recíprocos, como afirmado no Teorema de Lyapunov (YAKUBO-

VICH; STARZHINSKII, 1975; BOSANAC, 2016).

Teorema de Lyapunov Se λj é um autovalor da matriz de monodromia Φ(t0 +
T ; t0) de um sistema t-invariante, então λ−1

j também é um autovalor de Φ(t0+T ; t0),
com a mesma estrutura de divisores elementares.

Existem dois autovalores unitários devido à existência da constante de Jacobi e à
periodicidade exata da solução (BROUCKE, 1969; ESCRIBANO, 2013).

Um dos autovalores unitários possui um autovetor que aponta na direção do fluxo.
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Isto implica que se perturbarmos a órbita na direção tangente a órbita periódica,
esta órbita continuará periódica. Isto ocorre devido ao fato de que qualquer ponto
em uma órbita periódica é um ponto periódico para o fluxo. (Em qualquer ponto da
trajetória, podemos iniciar uma órbita periódica).

O outro autovalor unitário surge devido a um fenômeno menos trivial. O autovetor
correspondente a esse autovalor aponta na direção da mudança na energia. Dito de
outra forma, todo ponto de um sistema hamiltoniano tem uma energia associada.
Isto decorre simplesmente do fato de que o hamiltoniano é conservado ao longo
de trajetórias. Devido ao sistema ser conservativo, a energia ao longo da trajetória
desse ponto é constante, mas essa normalmente não será a única órbita com uma
determinada energia (MIRELES, 2006b; BOSANAC, 2016; MEYER; HALL, 1992).

Os autovalores restantes descrevem a dinâmica de uma partícula próxima à órbita
(em primeira ordem). Uma vez que a matriz de monodromia é uma matriz real, seus
autovalores são reais (ou complexos, que aparecem em pares conjugados complexos
no círculo unitário), (ESCRIBANO, 2013).

Os autovalores de M no plano, para o modelo adotado neste trabalho, ocorrem da
seguinte forma, (1, 1, λ1, 1/λ1, λ2 e 1/λ2), implicando que os autovalores reais são
recíprocos. No plano, encontramos que existe um autovalor muito grande (λ1) e um
muito pequeno (1/λ1). Os autovetores correspondentes aos autovalores com λ > 1
sugerem que existe uma variedade instável (expansão) e, consequentemente (devido
ao par recíproco), existem autovalores com λ < 1, que sugerem variedades estáveis
(contração).

2.10 Esquema de correção diferencial

Esta Seção trata de descrever um problema de valor de contorno em dois pontos
com o tempo livre, cuja solução é obtida pelo método Newton-Rapson, conforme
descrito por Brakwell e Brown (1979).

A busca por órbitas periódicas simétricas no plano xy se traduz na busca de traje-
tórias com dois cruzamentos perpendiculares ao eixo x, isto é y0 = ẋ0 = 0 e yT/2 =
ẋT/2 = 0.

A primeira condição (x0
′ = (x0; 0; 0; ẏ0)T ) já é satisfeita, pois encontramos as

condições iniciais que iniciam as órbitas perpendiculares ao eixo x. A outra condi-
ção (x′(T/2) = (x; 0; 0; ẏ)T ) é direcionada por meio de um esquema de correção
diferencial baseado em variações de primeira ordem, conforme mostrado na Equa-
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ção 2.53. Os parâmetros que procuramos são (x0; ẏ0; T/2), que denominaremos de
variáveis livres. É desejável ajustar esses três parâmetros para conduzir a órbita em
direção a um cruzamento perpendicular, de modo que as condições de periodicidade
sejam conhecidas. A variação de uma dada órbita inicial de referência, x0

′ = (x0;
0; 0; ẏ0)T , é inserida na Equação 2.53 para fornecer o estado final perturbado no
tempo T/2 (BRAKWELL; BROWN, 1979; RUSSELL, 2006; BOSANAC, 2012),

δyT/2

δẋT/2

 =
∂x(T/2)

∂x(t0)
∂x(T/2)
∂ẏ(t0) ẏT/2

∂ẏ(T/2)
∂x(t0)

∂ẏ(T/2)
∂ẏ(t0) ẍT/2



δx0

δẏ0

δt

 . (2.55)

Para que o sistema de Equações 2.55 se torne completamente determinado, a cor-
reção deve ser aplicada a apenas dois parâmetros. Como queremos manter fixo o
valor de x0, então o esquema de correção diferencial é obtido buscando soluções com
a mesma posição de cruzamento x (ou seja, δx0 = 0) e considerando que a órbita
de referência termine com alguns valores próximos de zero para yT/2 e ẋT/2. Isto é,
basta apenas ajustar a velocidade inicial (ẏ) e o tempo T/2 que estamos integrando.
Com objetivo de zerá-los para a órbita corrigida, δyT/2 e δẋT/2 são definidos como
−yT/2 e −ẋT/2, respectivamente (BRAKWELL; BROWN, 1979; RUSSELL, 2006; BOSA-

NAC, 2012; BOSANAC, 2016). A solução para as incógnitas fornece a forma final da
correção diferencial usada neste estudo quando procuramos órbitas simétricas em
relação ao eixo x, δẏ0

δt

 =
Φxẏ ẏT/2

Φẏẏ ẍT/2

−1 δyT/2

δẋT/2

 . (2.56)

onde consideramos Φmn(T/2, 0) = ∂xm(T/2)
∂xn(t0) . Como a correção decorre de uma lineari-

zação, as condições iniciais da órbita devem estar na vizinhança da solução buscada,
e com isso a Equação 2.56 é válida, desde que seja fornecida uma trajetória de refe-
rência quase axissimétrica. Por isso a importância de encontrar as condições iniciais
no sistema linearizado (que pode ser obtida analiticamente) e usá-las como condi-
ção inicial para buscar a órbita periódica no sistema não linear (RUSSELL, 2006;
MIRELES, 2006b; HOWELL, 1984).

2.11 Retornando para a dinâmica não linear

Vamos retormar agora nosso raciocínio. Nós vimos como determinar as condições
iniciais de posição e velocidade no sistema linear, conforme explicado na Seção 2.6.
Nós encontramos as condições iniciais que fornecem um movimento harmônico no
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sistema linear conforme mostrada na Equação 2.50.

Observe que ainda não determinamos a nossa estimativa inicial do período da ór-
bita (ou meio período), T/2, e isto deve ser determinado. A estimativa inicial que
utilizamos para meio período da órbita (T/2), foi obtida da seguinte forma. Nós
integramos os dados iniciais encontrados utilizando o sistema não linear, conforme
mostrado na Figura 2.4. A trajetória resultante se move na direção positiva de y, se
afastando do eixo x. Foi identificado o tempo em que a partícula leva para retornar
retornar ao eixo x. O momento em que isso ocorre é T/2. Fazendo isto, descobrimos
que no tempo T/2 = 1,45, y(T/2) = 1, 9839 × 10−4. Agora, nós temos todas as
condições necessárias para iniciar o método de Newton-Rapson. Sabendo que nosso
estado inicial é perpendicular ao eixo x e que nosso estado final não é perpendicular,
mas próximo a ele, podemos usar o esquema de correção diferencial para conduzir
nosso estado final em direção a um cruzamento perpendicular do eixo x, que teria
os estados finais ẋ = 0 e y = 0.

Depois de 14 iterações, nós encontramos as condições iniciais do sistema não linear,
dadas por

ẏ = 3, 4873969820× 10−5,

T/2 = 1, 151799448654493
(2.57)

que nos fornece a condição inicial

x(0) = 0, 821821955621121

y(0) = 0

ẋ(0) = 0

ẏ(0) = 0, 000034873969820

(2.58)

e o período T é dado por 2T/2 = 2,303598897308985.

Integramos essas condições iniciais durante esse período e a órbita é mostrada na
Figura 2.5. Os resultados mostram que realmente encontramos a órbita de Lyapunov
(órbita planar). A energia da órbita planar mostrada na Figura 2.5 é Cplanar =
3,201731105540248.
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Figura 2.5 - Órbita planar em torno do ponto de equilíbrio L1.

Podemos observar na Figura 2.5 duas trajetórias. A trajetória preta é o caminho se-
guido pelo veículo espacial utilizando as condições iniciais encontradas considerando
o sistema linear. Por outro lado, a trajetória azul é a órbita que um veículo espa-
cial faria com as condições iniciais encontradas pelo programa utilizando o método
descrito nesta Seção.

2.12 Familia de Lyapunov e órbitas Halo

Se a matriz de monodromia de uma órbita periódica possuir exatamente dois au-
tovalores unitários, esta órbita é denominada de elementar (MEYER; HALL, 1992;
MIRELES, 2006b). Para uma órbita periódica, temos o seguinte teorema.

Teorema do cilindro Uma órbita periódica elementar de um sistema hamiltoni-
ano reside em um cilindro suave de soluções periódicas parametrizadas pela integral
hamiltoniana.

Depois de encontrar uma órbita de Lyapunov (ou Halo) e observar que ela é uma
órbita elementar, ou seja, possui exatamente dois autovalores unitários, podemos
usar essa informação como um ponto de partida para se mover ao longo do cilindro.
Neste trabalho, nós usamos as condições iniciais da primeira órbita de Lyapunov
encontrada, conforme mostrada na Seção 2.11, como ponto de partida para encontrar
uma nova órbita de Lyapunov considerando um pequeno acréscimo na componente
x, onde consideramos o acréscimo de ∆x = 0, 0001. Se encontrarmos outra órbita de
Lyapunov aqui, iteramos o processo. Dessa maneira, calculamos o cilindro a partir
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do teorema.

2.13 Resultados

As condições iniciais obtidas para o sistema em estudo, usando a razão de massa de
µ∗ = 0, 005284, considerando o caso clássico d = 0, são:

i) Para a órbita de Lyapunov em torno de L1, quando d = 0, é

x0L1 = [0, 89696483, 0, 0,−0, 3370635541809143]T

com um período orbital de 3,083 unidades canônicas.

ii) Para a órbita de Lyapunov em torno de L2, quando d = 0, é

x0L1 = [1, 18638324, 0, 0,−0, 2609113622544423]T

com um período orbital de 3,54 unidades canônicas.

As órbitas planares em torno de L1 e L2 são mostradas nas Figuras 2.6 e 2.7, em
vermelho e verde, respectivamente.

Figura 2.6 - Órbita planar em torno de L1 (vermelho) e L2 (verde). O corpo M2 está
plotado de preto.
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Figura 2.7 - Os corpos primários plotados com asteriscos pretos e a órbita planar em torno
de L1 (vermelho) e L2 (verde).

2.14 Órbitas de Lyapunov considerando a dimensão do dipolo

Alguns resultados numéricos foram obtidos considerando d ̸= 0 do corpo M2 e
assumindo µ∗ = 0, 005284. Este valor adotado corresponde a razão de massa do
sistema Alpha-Gamma do sistema de asteroide 2001SN263.Foram assumidos vários
valores da dimensão d de M2, modificando a dimensão do dipolo de massa em rotação
de 0 a 500 metros, usando um passo de 100 metros. A proposta dessa variação é
entender como a dimensão do dipolo influencia as órbitas planares próximo de M2,
isto é, ao redor dos pontos de equilíbrio L1 e L2.

Os resultados mostrados aqui foram obtidos para C∗ = 3, 10, para o qual os gargalos
em torno de L1 e L2 estão abertos. Com as condições iniciais corretas, foi possível
encontrar órbitas de Lyapunov em torno dos pontos de equilíbrio L1 (vermelho) e
L2 (verde), como mostrado na Figura 2.8. Todas as trajetórias orbitam no sentido
horário.

A Figura 2.8 mostra que, à medida que aumentamos a dimensão do dipolo de massa,
as órbitas planares se tornam mais deformadas, cada vez mais se assemelhando a
uma forma de rim. Observe que a dimensão do dipolo praticamente não altera a
amplitude da órbita planar. Na Figura 2.8 (a), a dimensão do dipolo é zero, ou seja,
o corpo M2 é modelado como um ponto de massa.
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Figura 2.8 - Órbitas planares em torno dos pontos de equilíbrio L1 (vermelho) e L2 (verde).
(a) Órbita planar considerando d = 0 (Figura da esquerda). (b) Órbita planar
considerando d = 300 (Figura do meio). (c) Órbita planar considerando
d = 500 (Figura da direita).

Na Figura 2.8 (b), a dimensão do dipolo é de 300 metros e, finalmente, na figura 2.8
(c), a dimensão do dipolo é de 500 metros.

A Figura 2.9 (a) mostra as órbitas planares em torno dos pontos L1 e L2. A legenda
no lado superior direito relaciona a dimensão do dipolo (em metros) com a cor da
órbita. Quando a órbita planar é verde, por exemplo, isso implica que a dimensão
do dipolo é de 500 metros. A Figura 2.9 (b) é uma aproximação da órbita planar em
torno de L1, que é o ponto de equilíbrio mais próximo do dipolo. Podemos verificar
através da Figura 2.9 (b) que, à medida que aumentamos a dimensão do dipolo, a
órbita se torna mais deformada.

Figura 2.9 - Órbitas planares em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2 para várias di-
mensões do dipolo. (a) Órbita planar considerando C∗ = 3, 10. (Figura da
esquerda). (b) Ampliação de regiões contendo órbitas planares em torno de
L1 (Figura direita).
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Embora a dimensão do dipolo não afete consideravelmente a amplitude da órbita,
ela influencia o período da órbita. À medida que a distância dos corpos que formam
o dipolo aumenta, para C∗ = 3, 10, o período orbital das órbitas planares em torno
do ponto de equilíbrio L1 e L2 diminui, conforme mostrado na Figura 2.10 (a) e (b),
respectivamente.

Figura 2.10 - Período da órbitas planares em função da dimensão do dipolo.

(a) Período da órbita planar em função da dimensão do dipolo para o ponto de
equilíbrio L1 usando a constante de Jacobi C∗ = 3, 10. (Figura da esquerda). (b)
Período da órbita planar em função da dimensão do dipolo para o ponto de
equilíbrio L2 usando a constante de Jacobi C∗ = 3, 10 (Figura direita).

Observamos que a amplitude da órbita planar em torno de L1 é menor em relação
à amplitude em torno de L2, o que torna seu período menor, devido ao fato da
partícula descrever uma trajetória menor.

O ajuste da curva foi realizado para encontrar uma expressão analítica relacionando
o período das órbitas planares em função da dimensão do dipolo, considerando
C∗ = 3, 10. A expressão analítica encontrada no ajuste da curva para o período
orbital em função da dimensão do dipolo em torno dos pontos de equilíbrio L1 e
L2 foi um polinômio de terceiro grau, conforme mostrado nas Equações 2.59 e 2.60,
respectivamente.

T 3,10
L1 = 5, 52× 10−10d3 − 1, 21× 10−6d2 + 1, 21××10−5d + 3, 08 (2.59)

T 3,10
L2 = 4, 54× 10−10d3 − 1, 27× 106d2 + 1, 53××10−5d + 3, 54 (2.60)
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O índice superior e inferior do período T indica a constante de Jacobi usada para
esta expressão e o ponto de equilíbrio relacionado, respectivamente.

As Figuras 2.11 e 2.12 mostram as curvas de velocidade zero (CVZ), uma órbita
planar (azul) em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2, respectivamente, o corpo
primário mais massivo modelado como um ponto de massa (asterisco vermelho), o
primário menos massivo modelado como um dipolo de massa em rotação (asterisco
preto) e as posições dos pontos de equilíbrio (círculos). As constantes de Jacobi
correspondentes a essas figuras são C∗ = 3, 10, para as quais os pescoços em torno
de L1 e L2 estão abertos. Para obter esses resultados mostrados nas Figuras 2.11 e
2.12, nós adotamos que a dimensão do dipolo é de 500 metros e a razão de massa
µ∗ = 0, 005284.

Figura 2.11 - Órbita planar em torno do ponto de equilíbrio L1 e curva de velocidade zero.
Constante de Jacobi C∗ = 3, 10.

A partir das órbitas planares encontradas, usando uma estratégia de continuação
abordada na seção 2.12, foi possível encontrar famílias de órbitas em torno dos
pontos de equilíbrio em estudo. Essas famílias de órbitas planares são mostradas
nas Figuras 2.13 e 2.14. O programa utilizado foi baseado no software desenvolvido
por JD Mireles James, com algumas modificações feitas para se adequar ao sistema
em estudo (MIRELES, 2006a; MIRELES, 2006b). Uma família de órbitas foi construída
em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2, como mostrado nas Figuras 2.13 e 2.14,
respectivamente.
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Figura 2.12 - Órbita planar em torno do ponto de equilíbrio L2 e curva de velocidade zero.
Constante de Jacobi C∗ = 3, 10.

Figura 2.13 - Família de órbitas planares em torno do ponto de equilíbrio L1.

Pode ser visto, nas Figuras 2.13 e 2.14, que, à medida que aumentamos a amplitude
das órbitas planares, elas se aproximam do corpo primário menos massivo, fazendo
com que as órbitas se tornem cada vez mais deformadas, assumindo uma forma de
rim. Se a forma alongada do primário menos massivo não fosse levada em conside-
ração, essas órbitas seriam menos deformadas e a partícula de massa infinitesimal
seguiria outra trajetória. Os asteriscos pretos, próximos aos pontos de equilíbrio L1

e L2, são os corpos das massas m21 e m22, respectivamente, que formam o dipolo de
massa.
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Figura 2.14 - Família de órbitas planares em torno do ponto de equilíbrio L2.

Os círculos são as posições dos pontos de equilíbrio L1 (lado esquerdo) e L2 (lado
direito).

Ao diminuir a constante de Jacobi para C∗ = 3, 01, as regiões proibidas diminuem,
aumentando assim as regiões onde o movimento do veículo espacial é permitido.
Os resultados mostrados aqui foram obtidos usando C∗ = 3, 01. Com as condições
iniciais corretas, foi possível encontrar as órbitas planares em torno dos pontos de
equilíbrio L1 e L2 considerando a constante de Jacobi C∗ = 3, 01, como mostra a
Figura 2.15.

Figura 2.15 - Órbita planar em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2 considerando a
constante de Jacobi C∗ = 3, 01.

(a) Órbita planar considerando d = 0 (Figura da esquerda). (b) Órbita planar
considerando d = 300 (Figura do meio). (c) Órbita planar considerando d = 500
(Figura da direita.)
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Observamos que, quando a constante de Jacobi diminui, há um aumento de energia,
fazendo com que a amplitude da órbita se torne cada vez maior. Na Figura 2.15 (a),
a dimensão do dipolo é zero, ou seja, o corpo M2 é modelado como um ponto de
massa. Na Figura 2.15 (b), a dimensão do dipolo é de 300 metros e, finalmente, na
Figura 2.15 (c), a dimensão do dipolo é de 500 metros.

Figura 2.16 - Órbitas planares em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2.

(a) Família de órbitas planares considerando C∗ = 3, 01 (Figura da esquerda). (b)
Aproximação na órbita planar em torno de L1 (Figura direita).

A Figura 2.16 (a) mostra as órbitas planares em torno dos pontos L1 e L2 conside-
rando a constante de Jacobi C∗ = 3, 01. A legenda no lado superior direito relaciona
a dimensão do dipolo (em metros) com a cor da órbita. Quando a órbita planar é
rosa, por exemplo, isso implica que a dimensão do dipolo é de 400 metros. A Figura
2.16 (b) é uma aproximação em torno da órbita planar na vizinhança de L1. Verifi-
camos que, à medida que aumentamos a dimensão do dipolo, a órbita se torna mais
deformada.

Para entender como a amplitude dessas órbitas se comportam em função do tama-
nho do dipolo, a região superior das órbitas ao redor do ponto de equilíbrio L2 foi
ampliada e mostrada na Figura 2.17.

Podemos ver que a amplitude da órbita difere muito pouco à medida que mudamos
a dimensão do dipolo, isto é, a medida que o primário menos massivo se torna cada
vez mais alongado. A variação da amplitude é de 0,004967 unidades canônicas, o
que equivale a 18,89 metros.
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Figura 2.17 - Amplitude das órbitas de Lyapunov considerando a constante de Jacobi
C∗ = 3, 01.

Observe que, nesse caso, o período da órbita se torna maior à medida que aumenta-
mos a dimensão do dipolo. Isso se deve ao fato de que, quando a energia do veículo
espacial aumenta, a órbita se torna cada vez mais deformada à medida que aumen-
tamos a dimensão do dipolo. À medida que a órbita se torna mais deformada, o
caminho percorrido pelo veículo espacial se torna maior, aumentando seu período
orbital. Embora quando a partícula esteja perto do dipolo a aceleração seja maior,
porque o campo gravitacional é mais intenso, o desvio que a partícula sofre é consi-
derável, tornando o tempo necessário para concluir um período relevante. Isso pode
ser observado observando as figuras 2.18 (a) e 2.18 (b).

O período da órbita em torno de L2 é maior porque sua amplitude é maior em relação
à órbita planar em torno de L1. O ajuste da curva foi realizado para encontrar uma
expressão analítica relacionando o período das órbitas planares com a dimensão do
dipolo, considerando C∗ = 3, 01. A expressão analítica encontrada no ajuste da curva
para o período orbital em função da dimensão do dipolo em torno dos pontos de
equilíbrio L1 e L2 foi um polinômio de quarto grau, conforme mostrado nas Equações
2.61 e 2.62, respectivamente.

T 3,01
L1 = 3, 33×10−12d4−4, 78×10−9d3 +1, 96××10−6d2 +3, 08−4, 45×10−6d+4, 16

(2.61)
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Figura 2.18 - Período da órbitas planares em função da dimensão do dipolo.

(a) Para o ponto de equilíbrio L1 usando a constante de Jacobi C∗ = 3, 01. (Figura
da esquerda). (b) Para o ponto de equilíbrio L2 usando a constante de Jacobi
C∗ = 3, 01 (Figura direita).

T 3,01
L2 = 7, 92×10−12d4−1, 04×10−8d3 +4, 13××10−6d2 +6, 93−4, 45×10−5d+4, 38

(2.62)
O índice superior e inferior do período T indica a constante de Jacobi usada para
esta expressão e o ponto de equilíbrio relacionado, respectivamente.

As Figuras 2.19 e 2.20 mostram as curvas de velocidade zero (CVZ) quando a di-
mensão do dipolo é de 500 metros e a razão de massa do sistema é µ∗ = 0, 005284. As
Figuras 2.11 e 2.12 mostram a órbita planar (azul) em torno dos pontos de equilíbrio
L1 e L2, respectivamente, o primário mais massivo (asterisco vermelho), o primário
menos massivo (asterisco preto) e as posições dos pontos de equilíbrio (círculos). A
constante de Jacobi relacionada a essas figuras é C∗ = 3, 01.

Devido à diminuição da constante de Jacobi em relação aos casos anteriores (Figuras
2.11 e 2.12), a energia fica maior, tornando áreas proibidas cada vez menor, como
podemos ver nas Figuras 2.19 e 2.20 .

Da mesma forma que fizemos anteriormente, nós encontramos famílias de órbitas
em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2. Essas famílias de órbitas planares são
mostradas nas Figuras 2.21 e 2.22. Uma família de órbitas foi construída em torno
dos pontos de equilíbrio L1 e L2, como mostrado nas Figuras 2.21 e 2.22, respecti-
vamente.
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Figura 2.19 - Órbita planar em torno do ponto de equilíbrio L1 e curva de velocidade zero.
Constante de Jacobi C∗ = 3, 01.

Figura 2.20 - Órbita planar em torno do ponto de equilíbrio L2 e curva de velocidade zero.
Constante de Jacobi C∗ = 3, 01.

2.15 Órbitas planares variando a razão de massa

Nesta seção, o trabalho consiste em investigar as órbitas planares quando mantemos
a dimensão do dipolo de massa em rotação constante e modificamos a razão de massa
do sistema. A dimensão do dipolo é mantida constante no valor d = 250 metros.
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Figura 2.21 - Família de órbitas planares em torno do ponto de equilíbrio L1.

Figura 2.22 - Família de órbitas planares em torno do ponto de equilíbrio L2.

Foram consideradas situações em que a massa do primário menos massivo (dipolo)
apresenta valores de 0,05; 0,1; 0,15 e 0,2. Esses valores fazem com que M1 se torne
menos massivo e, consequentemente, M2 se torne mais massivo. A Figura 2.23 mostra
as órbitas planares para várias proporções de massa, considerando a constante de
Jacobi C∗ = 3, 10.

As cores das órbitas estão relacionadas à razão de massa do sistema. Quando a razão
de massa é µ∗ = 0, 1, por exemplo, a curva é preta.
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Figura 2.23 - Órbitas planares em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2 para diferentes
proporções de massa. C∗ = 3, 10.

Pode ser visto na Figura 2.23 que, à medida que aumentamos a razão de massa
do sistema, o ponto de equilíbrio L1 muda consideravelmente, fazendo com que as
órbitas ao redor dessa ponto também se alterem, se deslocando no mesmo sentido
do movimento do ponto de equilíbrio L1. Por outro lado, o ponto de equilíbrio L2

se move muito pouco, o que faz com que as órbitas em torno desse ponto se tornem
concêntricas. Devido ao fato de que, à medida que aumentamos a razão de massa
do sistema, os pontos de equilíbrio L1 e L2 se afastam mais do dipolo de massa em
rotação, as órbitas planares se tornem menos deformadas.

A Figura 2.24 mostra as órbitas planares para várias razões de massa, considerando
a constante de Jacobi C∗ = 3, 01.

2.16 Considerações

Neste Capítulo, realizamos uma análise das órbitas planares em torno dos pontos
de equilíbrio L1 e L2 no problema restrito síncrono de quatro corpos. As estimativas
iniciais para órbitas foram encontradas a partir da linearização das equações de
movimento.
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Figura 2.24 - Órbitas planares em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2 para diferentes
proporções de massa. C∗ = 3, 01.

Na modelagem, consideramos que um dos corpos primários era um ponto de massa
(primário mais massivo) e o outro foi modelado como um dipolo de massa em ro-
tação, cuja rotação é sincronizada com o sistema. É possível notar que, quando
levamos em consideração a forma alongada de um dos primários, comparada ao pro-
blema clássico restrito de três corpos, as trajetórias encontradas diferem entre si,
fazendo com que as órbitas desse modelo sofram maiores desvios devido aos efeitos
gravitacionais de M2. Foi observado que a modificação no tamanho de M2 não altera
substancialmente a amplitude da órbita, mas afeta significativamente o período e
o formato da órbita, fazendo com que a órbita planar fique mais deformada. Tam-
bém fizemos uma investigação numérica modificando a razão de massa do sistema.
Descobrimos que, quando aumentamos a razão de massa, o ponto de equilíbrio L1

muda consideravelmente, fazendo com que a órbita planar em torno desse ponto de
equilíbrio também se afaste de M2. Por outro lado, o ponto de equilíbrio L2 tem um
deslocamento sutil, à medida que aumentamos a razão de massa do sistema, fazendo
com que as órbitas planares em torno de L2 se tornem concêntricas. Embora os pon-
tos de equilíbrio colineares sejam instáveis, ainda sim, são considerados regiões do
espaço onde recebem o menor distúrbio. Portanto, essas regiões são bons lugares para
colocar um veículo espacial e podem ser usadas como órbitas de estacionamento.
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3 ANÁLISE NUMÉRICA DO MOVIMENTO ORBITAL EM TORNO
DE UM SISTEMA BINÁRIO DE ASTEROIDE USANDO O MODELO
DO DIPOLO

3.1 Introdução

O estudo do ambiente dinâmico nas proximidades de um sistema binário de asteroi-
des é de grande interesse para o projeto de missões de exploração e também para
a ciência planetária. Por isso, a investigação e análise de pequenos corpos celestes
se tornaram uma questão fundamental na exploração do espaço profundo. Mas en-
tender o comportamento dinâmico de uma partícula na vizinhança desses pequenos
corpos tem sido um desafio para a astrodinâmica. Esse desafio ocorre devido à com-
binação da rápida rotação dos asteroides em torno de seu próprio eixo com a atração
gravitacional não esférica, tornando o ambiente não linear e governando a dinâmica
de uma espaçonave próxima à sua superfície.

Com o objetivo de compreender o ambiente dinâmico na vizinhança de corpos irre-
gulares, Chappaz e Howell (2015) investigou a estabilidade de órbitas periódicas em
torno de um sistema de asteroides binários síncronos considerando o modelo elip-
sóide triaxial (CHAPPAZ; HOWELL, 2015). Chappaz e Howell (2015) observou que
a forma não esférica do corpo secundário influencia significativamente o comporta-
mento das órbitas halo em torno de L1 e L2. Liang et al. (2019) utilizou o problema
restrito lincado de três corpos para investigar a influência da velocidade angular dos
asteroides nas bifurcações das órbitas periódicas (planar, halo e vertical). Liang et
al. (2019) descobriu uma nova bifurcação sob variação da velocidade angular ω e
da constante de Jacobi C utilizando uma razão de massa fixa µ. Para realizar a in-
vestigação numérica deste Capítulo, utilizaremos o modelo simplificado denominado
problema restrito síncrono de três corpos, idealizado por Santos et al. (2017b).

Com base nos asteroides do tipo A, consideraremos em nossa análise que o primário
mais massivo tem uma forma esférica e diâmetro de 5 km, uma vez que os asteroides
do tipo A têm um diâmetro menor que 10 km (PRAVEC; HARRIS, 2007). Sabendo que,
em média, a órbita do corpo secundário dos asteroides do tipo A é, aproximadamente,
4,8 raio do primário, então consideramos que a distância entre os corpos massivos é
de 12 km. Esse 12 km é nosso fator de normalização de distância. É conhecido na
literatura que, para os asteroides do tipo A, o tamanho do corpo secundário está
entre 4 % e 58 % do tamanho do primário mais massivo, cuja faixa de razão de
massa varia de 6,4 × 10−5 a 2,0 × 10−1. Com base nessa evidência, consideraremos
nesta análise uma faixa de razão de massa de 1× 10−5 − 1× 10−1 e a dimensão do
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corpo secundário de 0 a 2000 metros.

Não foi encontrado na literatura nenhuma trabalho analisando a influencia do alon-
gamento do corpo secundário e da razão de massa do sistema na estabilidade e
bifurcação das órbitas planares e halo. Na proposta deste Capítulo, o foco está no
comportamento de uma partícula de massa negligenciável na vizinhança de um sis-
tema binário de pequenos corpos do tipo A (NEAs e MBAs). O objetivo é construir
uma estrutura para investigar os comportamentos gerais de um terceiro corpo, a fim
de entender como o parâmetro d (dimensão do dipolo) juntamente com a razão de
massa (µ∗) do sistema influencia na estabilidade, período e bifurcação das órbitas
periódicas em torno dos pontos de equilíbrio (planar e halo).

3.2 Equação do movimento

As Equações do movimento para o trabalho adotado neste Capítulo utiliza as mes-
mas definições mostradas na Seção 2.2. A única diferença é a respeito da definição
da razão de força k que iremos acrescentar nesta Seção. Sendo assim, as equaçõs do
movimento de uma partícula de massa infinitessimal na vizinhança deste sistema é
dada pela Equação 2.20, onde o potencial generalizado é dado por

Ω = x2 + y2

2 + k
(1− 2µ∗

r1
+ µ∗

r21
+ µ∗

r22

)
. (3.1)

O parâmetro adimensional k representa a razão entre as acelerações gravitacionais
e centrífugas, k = G(M)/(ω2D3), onde M é a massa total do sistema em kg, ω é a
velocidade angular orbital do sistema binário em rad/s, D é a distância, em metros,
entre M1 e o centro de massa de M2 e, finalmente, G é a constante universal de
gravidade sistema internacional de unidades (ZENG et al., 2015; FENG et al., 2016).

Os parâmetros livres do sistema são d, µ∗ e k, que correspondem, respectivamente,
ao tamanho de M2, a distribuição de massa e um parâmetro responsável pela rotação
do asteroide. Quando k é igual a 1, os corpos orbitam o centro de massa do sistema
sem quaisquer forças internas no dipolo. Por outro lado, quando k < 1 o dipolo está
se alongando, enquanto está se comprimindo quando k > 1. O problema restrito
clássico de três corpos corresponde ao caso particular d = 0 e k = 1 (MCCUSKEY,
1963). Além disso, quando d ̸= 0 e k = 1, temos o problema restrito síncrono de três
corpos (SANTOS et al., 2017a).
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3.3 Análise de estabilidade do ponto de equilíbrio no espaço tridimen-
sional

Para determinar a estabilidade linear dos pontos de equilíbrio (Li; i = 1, 2, 3, 4 e 5),
é necessário transferir a origem do sistema de coordenadas para a posição dos pontos
de equilíbrio (x0 , y0 , z0 ) e então linearizar as equações de movimento em torno desses
pontos, obtendo os resultados mostrados abaixo.

ξ̈ − 2η̇ = Ωxx(x0, y0, z0)ξ + Ωxy(x0, y0, z0)η + Ωxz(x0, y0, z0)ζ (3.2)

η̈ + 2ξ̇ = Ωyx(x0, y0, z0)ξ + Ωyy(x0, y0, z0)η + Ωyz(x0, y0, z0)ζ (3.3)

ζ̈ = Ωzx(x0, y0, z0)ξ + Ωzy(x0, y0, z0)η + Ωzz(x0, y0, z0)ζ (3.4)

onde as derivadas parciais em (x0, y0, z0) significam que o valor é calculado no ponto
de equilíbrio que está sendo analisado. Derivadas parciais são mostradas nas Equa-
ções 3.5 - 3.10.

Ωxx = 1 + k( 3(1− 2µ∗)(x− x1)2

((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 −
1− 2µ∗

((x− x1)2 + y2 + z2)3/2)

+ 3µ∗(x− x21)2

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x21)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗(x− x22)2

((x− x22)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x22)2 + y2 + z2)3/2 )

(3.5)

Ωyy = 1 + k( 3(1− 2µ∗)y2

((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 −
1− 2µ∗

((x− x1)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗y2

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x21)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗y2

((x− x22)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x22)2 + y2 + z2)3/2 )

(3.6)
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Ωzz = k( 3(1− 2µ∗)z2

((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 −
1− 2µ∗

((x− x1)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗z2

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x21)2 + y2 + z2)3/2

+ 3µ∗z2

((x− x22)2 + y2 + z2)5/2 −
µ∗

((x− x22)2 + y2 + z2)3/2 )

(3.7)

Ωxy = Ωyx = k(3(1− 2µ∗)(x− x1)2y

((x− x1)2 + y2)5/2 + 3µ∗(x− x21)2)y
((x− x21)2 + y2)5/2

+ 3µ∗(x− x22)y
((x− x22)2 + y2)5/2 )

(3.8)

Ωxz = Ωzx = k( 3(1− 2µ∗)(x− x1)z
((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 + 3µ∗(x− x21)z

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2

+ 3µ∗(x− x22)z
((x− x22)2 + y2 + z2)5/2 )

(3.9)

Ωyz = Ωzy = k( 3(1− 2µ∗)yz

((x− x1)2 + y2 + z2)5/2 + 3µ∗yz

((x− x21)2 + y2 + z2)5/2

+ 3µ∗yz

((x− x22)2 + y2 + z2)5/2 )
(3.10)

Vimos que a linearização em torno de L1 e L2, considerando k = 1 fornece um par
de autovalores reais (saddle), correspondendo a variedades unidimensionais estáveis
e instáveis, e um par de autovalores imaginários, sugerindo um subespaço central
bidimensional no plano xy, que é responsável por um comportamento oscilatório em
torno do ponto de equilíbrio do sistema linear (HOWELL, 1984; HAAPALA et al., 2015).
Portanto, em geral, para L1 e L2, o tipo de estabilidade é saddle× center× center.
O Teorema de Lyapunov garante, para o caso planar, a existência de uma família de
órbitas periódicas emanando de cada um dos pontos de equilíbrio colinear. Assim,
para o caso espacial, são esperadas duas famílias de órbitas periódicas em torno de
L1 e L2. Para o modelo adotado, observou-se que a natureza dos autovalores dos
pontos de equilíbrio colinear não é alterado quando variamos d e µ∗.
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3.4 Pontos de equilíbrio colineares em função da razão entre as acelera-
ções gravitacionais e centrífugas

Para determinar como k afeta as posições dos pontos de equilíbrio colineares, con-
sideramos µ∗ = 1× 10−3 e d = 0, 0833 unidades canônicas.

A Figura 3.1 mostra as coordenadas x de L1, L2 e L3 como uma função de k. Como
estão em ambas as extremidades do eixo x, as posições de L2 (curva à direita) e L3

(curva à esquerda) são mais afetadas do que L1. Considere que existem três forças

Figura 3.1 - Coordenadas x dos pontos de equilíbrio L1, L2 e L3 para diferentes valores
de k.

agindo sobre o sistema: (i) a força gravitacional de M1; (ii) a atração gravitacional
de M2; e (iii) a força centrífuga, que é diretamente proporcional à velocidade angular
do sistema em torno do centro de massa e à distância entre o ponto de equilíbrio e o
centro de massa do sistema. Assim, à medida que diminuímos a velocidade angular
do sistema de asteroides em torno do centro de massa k se torna maior, com isso,
é necessário aumentar a distância entre P e o centro de massa para que a força
centrífuga permaneça no mesmo valor e contrabalançe as forças gravitacionais de
M1 e M2, que permanecem inalteradas. Assim, L2 e L3 se afastam do centro de
massa do sistema. Embora L1 também se afaste do centro de massa do sistema, ele
o faz de uma maneira mais sutil. Isso ocorre porque ao se afastar do centro de massa
do sistema, L1 se aproxima de M2. À medida que a força gravitacional aumenta,
uma força de equilíbrio é necessária para evitar que L1 chegue muito perto de M2.
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Conforme mostrado na Figura 3.1, as coordenadas x de L2 e L3 tendem a ± ∞,
respectivamente, quando k → ∞, ou seja, quando o sistema de asteroides para de
girar. Isso implica que L2 e L3 deixam de existir quando os asteroides estão estáticos.
Por outro lado, o ponto de equilíbrio L1 continua existindo quando k → ∞, devido
ao equilíbrio entre as forças gravitacionais entre M1 e M2.

3.5 Índice de estabilidade e bifurcações

As informações que podem ser obtidas através da análise do espaço de fase incluem
pontos de bifurcação e estabilidade. Os autovalores (e/ou multiplicadores caracterí-
sitcos) relacionados à matriz de monodromia são usados para mensurar a estabili-
dade das soluções, e para determinar os tipos de bifucações que surgem no espaço
de solução. Como já dito anteriormente, todas as soluções examinadas neste estudo
possuem seis multiplicadores característicos em pares recíprocos. Como a solução é
periódica, dois dos seis multiplicadores são unitários, conforme mencionado na seção
2.9.

Os outros quatro multiplicadores caracterísitcos contém um par associado ao su-
bespaço estável/instável e o par final representa o subespaço central. Em resumo,
a matriz de monodromia, considerando uma órbita particular, tem multiplicadores
caracterísitcos da forma 1, 1, λ1, 1/λ1, λ2 e 1/λ2. Os índices de estabilidade ofere-
cem uma medida útil da estabilidade orbital. Seguindo Broucke (1969), neste artigo
consideramos que o índice de estabilidade é definido como si = |λi + 1/λi|, i = 1, 2.

Uma órbita periódica é instável e existe um fluxo natural para fora e para dentro da
órbita se qualquer índice de estabilidade tiver magnitude maior do que 2, isto é, se si

> 2. Por outro lado, uma órbita periódica é estável e não possui subespaço instável
se si < 2 (ZIMOVAN-SPREEN et al., 2020). A magnitude do índice de estabilidade está
diretamente relacionada com à taxa de fluxo de chegada/partida. Quanto maior o
valor de si, mais instável é a órbita periódica.

Para tornar os resultados mais didáticos, nós assumimos que, s1 está relacionado ao
índice de estabilidade que estão associados ao subspaço estável/instável (λWs/λWu).
Por outro lado, assumimos que s2 é o índice de estabilidade considerando o par que
representa o subespaço central.

Bifurcações podem ocorrer quando si = 2. Neste estudo, não consideramos nos
resultados os pares de autovalores unitários.

As características dos tipos de bifurcações que surgem dependem dos autovalores
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(multiplicadores caracterísitcos) das órbitas periódicas, que são obtidas a partir da
matriz de monodromia.

Mais detalhes a respeito de colisão de multiplicadores caracterísitcos estão além do
escopo desta tese.

3.6 Órbitas periódicas em torno do primeiro e segundo pontos de equi-
líbrio colineares em função do parâmetro de massa e do tamanho do
dipolo

As órbitas periódicas são de interesse especial para explorar o comportamento di-
nâmico de uma partícula de massa negligenciável na vizinhança de dois corpos pri-
mários.

Os resultados a seguir foram obtidos calculando aproximadamente 3500 órbitas de
cada família, partindo de uma condição inicial com amplitude muito baixa, e con-
tinuando as famílias até que as órbitas obtidas se aproximassem da superfície dos
asteroides. Para encontrar órbitas periódicas simétricas, consideramos k = 1, ou
seja, os corpos orbitam o centro de massa do sistema sem quaisquer forças internas.

Cada família foi calculada para diferentes valores de µ∗ e d para destacar o efeito
da distribuição de massa do sistema e da forma alongada do corpo secundário sobre
o comportamento dinâmico de um veículo espacial nas proximidades de o sistema
binário.

Em particular, estamos interessados na estabilidade dessas soluções periódicas que
podem ser determinadas pela análise dos autovalores (ou multiplicadores caracterís-
ticos) da matriz de monodromia. Dada a natureza simplética do sistema dinâmico,
se λ é um multiplicador característico, então 1/λ também é, assim como λ e 1/λ

. Assim, as soluções periódicas investigadas têm seis multiplicadores característicos
que aparecem em pares recíprocos, sendo dois deles unitários (BOSANAC, 2016). Os
outros quatro podem estar associados ao subespaço central ou ao subespaço está-
vel/instável. Em geral, uma órbita particular tem seis multiplicadores característicos
da forma 1, 1, λ1, 1/λ1, λ2 e 1/λ2.

Como as órbitas periódicas que crescem a partir dos pontos colineares herdam as
propriedades de estabilidade de L1, L2 e L3, os autovalores da matriz de monodromia
dessas órbitas e os índices de estabilidade correspondentes aparecem como: (i) um
par trivial de valores unitários, resultando em s0 = 2; (ii) um par real recíprocos,
resultando em s1 > 2; e (iii) um par de autovalores conjugados complexos com
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valor absoluto unitário, implicando s2 < 2. Assim, dado que, para os subconjuntos
das famílias de órbita periódica (OP) próximas aos equilíbrios, s1 está relacionado
ao subespaço estável/instável (λWs/λWu), enquanto s2 é o índice de estabilidade
correspondente ao par responsável pelo subespaço central.

3.7 Órbitas planares

Nesta seção e nas próximas que seguem neste Capítulo, queremos investigar a in-
fluuência do alongamento do corpo secundário e da razão de massa do sistema nas
órbitas planares e halo. Visto isso, assumimos a partir daqui que a razão de força
é unitária (k = 1). A Figura 3.2 mostra uma família de órbitas planares em torno
de L1 com µ∗ = 10−5 e d = 0. As órbitas obtidas não cruzam o asteroide, embora
como visto na Figura 3.2, conforme a amplitude aumenta ao longo da família, as
órbitas se expandem da vizinhança do ponto de equilíbrio em direção à superfície
do secundário (asterisco preto).

Figura 3.2 - Órbitas planares em torno do ponto de equilíbrio L1.

Na figura, as órbitas vermelhas indicam onde ocorrem as bifurcações, ou seja, quando
um dos índices de estabilidade s1 ou s2 atinge o valor crítico 2.

Embora muitas bifurcações existam em sistemas dinâmicos, apenas dois tipos de
bifurcações são de particular interesse para o foco deste trabalho, que são a forquilha
e as bifurcações de multiplicação de período (period-multiplying bifurcations).
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Uma família de órbitas periódicas sofre uma bifurcação do tipo forquilha quando a
estabilidade da órbita periódica muda conforme um parâmetro evolui, que em nosso
caso é a constante de energia C∗. Durante este tipo de bifurcação local, um par
de autovalores (não triviais) da matriz de monodromia passa pelos valores críticos
λ1 = 1/λ1 (ou λ2 = 1/λ2) = + 1 do círculo unitário. Consequentemente, o índice
de estabilidade passa por s1 (ou s2) = 2 (BOSANAC, 2016). Além disso, a estabili-
dade das órbitas periódicas muda ao longo de uma família, uma família adicional
de um período semelhante é formada. Essa nova família de órbitas tem a mesma
estabilidade que os membros da família original antes do surgimento da bifurcação.
Por outro lado, uma bifurcações de multiplicação de período é identificada quando
um par de autovalores não triviais (λ1,2 e 1/λ1,2, onde λ1,2 significa λ1 ou λ2), passa
por λ1,2 = 1/λ1,2 = - 1 do círculo unitário. Portanto, representa um valor crítico do
índice de estabilidade, tal que |s1,2| = | − 2| (BOSANAC, 2016).

Ao construir as famílias de órbitas planares, com d = 0 e µ∗ = 10−5, observamos que
o índice de estabilidade (s2) atinge o valor crítico três vezes para órbitas planares
em torno de L1 e L2, como pode ser visto nas Figuras 3.3 e 3.4. Em ambas as
figuras, o eixo horizontal exibe o valor mínimo de x ao longo das órbitas. O índice
de estabilidade s1 não atinge o valor crítico para µ∗ e d.

Figura 3.3 - Índice de estabilidade (s2) em torno L1 considerando d = 0 e µ∗ = 10−5.

Para µ∗ = 10−5, o ponto de equilíbrio L1 está localizado na posição x = 0, 981278,
y = 0 e z = 0, enquanto L2 está na posição x = 1, 01892, y = 0 e z = 0.
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Figura 3.4 - Índice de estabilidade (s2) em torno L2 considerando d = 0 e µ∗ = 10−5.

As órbitas com amplitude menores estão próximas do ponto de equilíbrio (lado
direito das Figuras 3.3 e 3.4) e a primeira bifurcação ocorre para uma órbita de
pequena amplitude (x ≈ 0,984205 para L1 e x ≈ 1,01577 para L2). À medida
que continuamos a família planar, o índice de estabilidade s2 mostrado nas Figuras
3.3 e 3.4 continuam aumentando, atinge um máximo, diminui e atinge o valor 2
novamente, onde ocorre outra bifurcação, com x ≈ 0,99408 para L1 e x ≈ 1,0056
para L2.

Conforme continuamos as famílias de órbitas planares em torno de L1 e L2, o índice
de estabilidade diminui, atinge um mínimo, aumenta e novamente atinge o valor
crítico 2, onde ocorre outra bifurcação. Após a terceira bifurcação, o índice de es-
tabilidade aumenta ainda mais e não detectamos bifurcações adicionais, visto que,
como as órbitas estão muito próximas do centro de massa do corpo secundário, nosso
método de Newton deixa de encontrar as órbitas planares, convergindo para uma
família de órbitas completamente diferente.

As Figuras 3.5 (a), (b) e (c) fornecem informações sobre os tipos de bifurcações que
ocorrem ao longo da família de órbitas planares. Para µ∗ = 10−5 e d = 0, analisando
o caminho dos multiplicadores característicos nas Figuras 3.5 (a) e (b), descobrimos
que a primeira bifurcação é uma bifurcação do tipo forquilha supercrítico, enquanto
o segundo corresponde a um caso de uma forquilha subcrítico. Isso sugere que novas
famílias de órbitas periódicas aparecem nessas regiões quando a bifurcação ocorre
(FENG et al., 2016). De fato, após a primeira bifurcação (órbita periódica de baixa
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amplitude) é possível detectar órbitas halo, enquanto após a segunda bifurcação
surge a família de órbitas axiais (GREBOW, 2006). Ao contrário das órbitas planares
de Lyapunov, as órbitas halo e axial são tridimensionais.

A Figura 3.5 (c) mostra o comportamento dos autovalores na terceira bifurcação.
Os multiplicadores característicos começam no plano imaginário e se movem até que
colidam no eixo real negativo e passam a obter apenas valores reais no eixo negativo.
Portanto, os autovalores indicam uma bifurcações de multiplicação de período.

Figura 3.5 - (a) Comportamento dos multiplicadores característicos na primeira bifurca-
ção forquilha em torno de L1 e L2. (b) Comportamento dos multiplicado-
res característicos na segunda bifurcação forquilha em torno de L1 e L2. (c)
Comportamento dos multiplicadores característicos que leva à bifurcações de
multiplicação de período em torno de L1 e L2. Nestes casos, consideramos
d = 0 e µ∗ = 10−5.

A Figura 3.6 fornece informações sobre o índice de estabilidade (considerando os
valores de s2) quando aumentamos a dimensão do dipolo de 0 metros, ou seja, o
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corpo é modelado como um ponto de massa, até a dimensão de 2000 metros. Nesta
análise, consideramos a razão de massa constante no valor de µ∗ = 10−5. Quando
consideramos o dipolo como um corpo de massa pontual (d = 0), é possível observar
três bifurcações (a curva vermelha passa pelo valor crítico três vezes). Podemos
observar que à medida que aumentamos a dimensão do corpo alongado, o segundo e
terceiro ponto de bifurcação nas órbitas planares em torno de L1 deixam de existir,
ou dificilmente são encontrados sem que a partícula cruze com o corpo secundário.
Observe que quanto maior o tamanho do dipolo, menor será a família da órbita
planar encontrada.

Figura 3.6 - Índice de estabilidade da órbita planar em torno de L1 para diferentes valores
de d.

3.8 Influência do parâmetro de massa e o tamanho do dipolo nas órbitas
planares

Agora, investigaremos como as órbitas planares evoluem em função do tamanho
do dipolo e da razão de massa em unidades canônicas. Com o fator de nor-
malização sendo D = 12000 metros, o tamanho do dipolo usado em nosso es-
tudo foram d = 0, 500, 1000, 1500 e 2000 metros e a razão de massa foram
µ∗ = 10−5, 10−4, 10−3, 10−2, 10−1.
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Figura 3.7 - Índice de estabilidade da órbita planar em torno de L2 para diferentes valores
de d.

As Figuras 3.8 e 3.9 fornecem informações sobre o índice de estabilidade s1 das
órbitas planares em torno de L1 e L2, respectivamente, em função de d e µ∗. Em
ambas as figuras, o codificado de cores representa o tamanho do dipolo (d).

Figura 3.8 - Índice de estabilidade (s1) das órbitas planares em torno de L1 para diferentes
valores de d e µ∗.

Primeiro, investigaremos as soluções quando d varia e µ∗ é mantido constante. Note
que, nas Figuras 3.8 e 3.9, em geral, quando o tamanho do dipolo aumenta, as órbitas
planares se tornam mais instáveis.
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Figura 3.9 - Índice de estabilidade (s1) das órbitas planares em torno de L2 para diferentes
valores de d e µ∗.

Isso significa que quanto maior o corpo secundário, mais instáveis são as órbitas
planares na vizinhança dos pontos de equilíbrio.

Se considerarmos d = 0, que corresponde ao CRTBP, observamos que à medida que
µ∗ aumenta, as órbitas se tornam cada vez mais instáveis. Por outro lado, quando a
forma alongada do corpo secundário é levada em consideração, s1 se torna menor à
medida que µ∗ aumenta, e só aumenta novamente após µ∗ = 10−1. Esta informação
é importante para missões espaciais, uma vez que um alto valor no índice de estabi-
lidade (si) indica um modo divergente que se afasta rapidamente das proximidades
da órbita. Em geral, o índice de estabilidade está diretamente relacionado aos custos
de manutenção orbital do veículo espacial e inversamente relacionado aos custos de
transferência. Então, as órbitas periódicas instáveis e estáveis são de interesse em
missões espaciais, uma vez que as órbitas instáveis pode permitir que a espaçonave
saia daquela região sem a necessidade de um gasto de combustível adicional. Por ou-
tro lado, as órbitas estáveis permitem manter a espaçonave na vizinhança do ponto
de equilíbrio sem a necessidade de manutenção orbital.

A seguir, analisaremos o período das órbitas planares em termos de d e µ∗. Conforme
mostrado nas Figuras 3.10 e 3.11, conforme d aumenta, com µ∗ mantido constante,
o período de órbitas planares diminui. Isso porque a distribuição de massa do corpo
secundário permite que parte da massa do asteroide fique mais próxima da partícula
de massa infinitesimal, fazendo com que a atração gravitacional se torne maior, au-
mentando a aceleração e diminuindo o período orbital. Em geral, quando a amplitude
da órbita aumenta, o período orbital se torna mais longo.
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Figura 3.10 - Período das órbitas planares em torno de L1 para diferentes valores de d e
µ∗.

Figura 3.11 - Período das órbitas planares em torno de L2 para diferentes valores de d e
µ∗.
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Considerando a família quando d = 0, quando µ∗ aumenta, o período das órbitas
permanece semelhante, exceto quando µ∗ = 10−1. Por outro lado, quando o alon-
gamento do corpo secundário é considerado, em geral, para um dado valor de d,
quanto maior a razão de massa, maior o período orbital.

Finalmente, analisamos a energia do sistema em termos de d e µ∗, conforme mostrado
nas Figuras 3.12 e 3.13.

Figura 3.12 - Constante de Jacobi das órbitas planares em torno de L1 para diferentes
valores de d e µ∗.

Figura 3.13 - Constante de Jacobi das órbitas planares em torno de L2 para diferentes
valores de d e µ∗.
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Descobrimos que quando d ou µ∗ aumenta, a energia necessária para orbitar um
determinado ponto de equilíbrio diminui. Ou seja, quanto mais alongado o corpo
secundário e quanto maior o valor de µ∗, menos energia é necessária para orbitar
um determinado ponto de equilíbrio. Isso também significa que, conforme o tamanho
do dipolo aumenta ou a razão de massa do sistema aumenta, as bifurcações ocorrem
com energias mais baixas.

3.9 Computando as órbitas halo

As órbitas halo são um ramo tridimensional de órbitas planares que aparecem
quando o índice de estabilidade da órbita planar atinge o valor crítico s2 = 2.
As Figuras 3.15 e 3.16 ilustram como as órbitas do halo aparecem nas bifurcações
forquilha das órbitas planares em torno de L1 e L2 quando µ∗ = 10−5 e d = 0.

Como já mencionado, a nova família (nesse caso de halo) possui um membro que é
próxima ao membro da familia planar em energia e geometria. Visto isso, sabemos
que uma determinada órbita halo é semelhante a órbita planar, quando o índice
de estabilidade das órbitas planares atinge o valor crítico s2 = 2. Para encontrar
as condições iniciais da órbita halo (x∗), nós manteremos fixo a coordenada x0

e buscaremos por z∗
0 , ẏ∗

0 e T/2∗ tal que ẋ∗(T/2∗), ż∗(T/2∗) e y∗(T/2∗) são todos
nulos. Então, utilizamos como chute inicial, para encontrar a órbita halo, a posição
x0, velocidade (ẏ) e período (T ) da órbita planar quando o índice de estabilidade
s2 = 2. Conhecendo essas condições iniciais, resta apenas determinar o chute inicial
da posição no eixo z, para podermos encontrar a órbita halo. Devido ao fato de que
a órbita halo e planar são semelhantes (quando s2 = 2), a posição no eixo z da órbita
halo deve ter um valor muito pequeno (órbita quase planar). Então, foi usado nesse
trabalho o valor de z0 = 0,0001 unidade canônica como chute inicial para a posição
no eixo z. Um método de Newton para este problema é

xn+1 = xn − [Df(xn)]−1f(xn) (3.11)

com x = (z, ẏ, T/2) e x0 = (z0, ẏ0, T0/2). Aqui (z0, ẏ0, T0/2) é o chute inicial da
órbita halo.

O diferencial é

Df(x =


ϕ4,3 ϕ4,5 g4(x0, 0, z(T/2), 0, ẏ(T/2), 0)
ϕ6,3 ϕ6,5 g6(x0, 0, z(T/2), 0, ẏ(T/2), 0)
ϕ2,3 ϕ2,5 g2(x0, 0, z(T/2), 0, ẏ(T/2), 0)

 (3.12)
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onde ϕi,j são elementos da matriz 2.51, g : U ⊂ R6 → R6 é o campo vetorial do
problema restrito síncrono de três corpos, z(T/2) = ϕ3(x0, 0, z, 0, y, 0, T/2) e ẏ(T/2)
= ϕ5(x0, 0, z, 0, y, 0, T/2). Com essas informações, esperamos que se x0 estiver perto
o suficiente da órbita do halo, então xn → x∗ a medida que n→∞. g é dada pela
Equação 3.13.

g(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) =



g1(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)
g2(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)
g3(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)
g4(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)
g5(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)
g6(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)


=



ẋ

ẏ

ż

2ẏ + DxΩ
−2ẋ + DyΩ

DzΩ


(3.13)

Então temos todas as informações necessárias para iniciar o método de Newton.

A partir do teorema do cilindro, foi possível encontrar uma família de órbita halo.
Então, tendo encontrado uma órbita halo e observando que ela tem exatamente dois
autovalores unitário, podemos usar isso como um ponto de partida para nos mover
ao longo do cilindro. Usamos as condições iniciais da órbita halo anterior como ponto
de partida para encontrar a próxima órbita halo em um valor ligeiramente maior de
x (coordenada x mais perto do asterode secundário). Se encontrarmos outra órbita
de halo aqui, iteramos o processo. Desta forma foi possível calcular uma família de
órbita halo. O passo da coordenada x para determinar cada órbita halo foi de x =
0,00002.

3.10 Órbitas halo

A Figura 3.14 mostra uma família de órbitas halo em torno de L1 com µ∗ = 10−5 e
d = 0. As órbitas estão no espaço tridimensional e conforme a amplitude aumenta ao
longo da família, as órbitas halo se expandem da vizinhança do ponto de equilíbrio
em direção à superfície do secundário (asterisco preto).

As Figuras 3.15 e 3.15 fornecem informações a respeito do índice de estabilidade
considerando os autovalores do subspaço central (s2).

Para as condições consideradas aqui, a órbita halo surge em x ≈ 0,98418 para L1

e em x ≈ 1,01575 para L2. A Figura 3.17 mostra o caminho dos multiplicadores
característicos sobre o círculo unitário das órbitas halo em torno de L1 e L2.
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Figura 3.14 - Índice de estabilidade (s2) das famílias de órbitas planares e halo em torno
de L1 considerando d = 0 e µ∗ = 10−5.

Figura 3.15 - Índice de estabilidade (s2) das famílias de órbitas planares e halo em torno
de L1 considerando d = 0 e µ∗ = 10−5.
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Figura 3.16 - Índice de estabilidade (s2) das famílias de órbitas planares e halo em torno
de L2 considerando d = 0 e µ∗ = 10−5.

Inicialmente, os multiplicadores característicos se movem na direção indicada pelas
setas roxas até que colidam com o eixo real negativo, configurando uma bifurcação de
duplicação de período. Após mover-se sutilmente ao longo do eixo negativo real, os
multiplicadores característicos retornam, movendo-se na direção das setas vermelhas,
colidindo novamente em -1 e assumindo valores imaginários, configurando outra
bifurcação de duplicação de período.

Figura 3.17 - Comportamento dos multiplicadores característicos nas period-doubling bi-
furcation.
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As Figuras 3.18 e 3.19 fornecem informações sobre o índice de estabilidade s1 como
uma função de d e µ∗.

Observe que quanto menor a amplitude das órbitas halo, maior o valor do índice de
estabilidade s1, quando considerados d e µ∗ fixos. Conforme a amplitude da órbita
halo aumenta, o índice de estabilidade diminui. Se definirmos d = 0, ainda detec-
tamos órbitas de halo estáveis para pequenos valores de µ∗. Essas órbitas também
foram encontradas por vários autores usando o Problema dos Três Corpos Restritos e
são chamadas de Near Rectilinear Halo Orbits (NRHO) (HOWELL, 1984; ZIMOVAN-

SPREEN et al., 2020). As NRHOs são definidas como o subconjunto da família da
órbita halo com índices de estabilidade em torno de si ± 2 e sem nenhum índice de
estabilidade consideravelmente maior em magnitude que os outros.

Figura 3.18 - Índice de estabilidade (s1) das órbitas halo em torno de L1 em função de d
e µ∗.

A Figura 3.20 e 3.21 fornecem informações a respeito do índice de estabilidade s1

quando aumentamos a dimensão do dipolo de 0 até 2000 metros e mantemos a razão
de massa constante com valor de µ∗ = 10−5. Nesta imagem fica claro a influência
da dimensão do corpo secundário na estabilidade das órbitas halo. Observe que a
medida que aumentamos a dimensão do secundário, os valores de s1 se tornam cada
vez maiores na vizinhança do ponto de equilíbrio L1 e L2.

Observe que é improvável detectar NRHOs em torno de L1 quando levamos em
consideração a forma alongada do corpo secundário e assumimos pequenos valores
de µ∗.
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Figura 3.19 - Índice de estabilidade (s1) das órbitas halo em torno de L2 em função de d
e µ∗.

Figura 3.20 - Índice de estabilidade das órbitas halo em torno de L1 para diferentes valores
de d.

Figura 3.21 - Índice de estabilidade das órbitas halo em torno de L2 para diferentes valores
de d.
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Por outro lado, existem várias NRHOs em torno de L2 para diferentes valores de d.
Neste trabalho, encontramos NRHOs considerando d até d = 1500 metros, conforme
mostrado na Figura 3.21.

Porém, como mostrado em (HOWELL, 1984), o índice de estabilidade também de-
pende da razão de massa do sistema. Considerando d = 0 e aumentando µ∗, o índice
de estabilidade de valor s1 aumenta. Não detectamos nenhuma NRHO para valores
de µ∗ ≥ 10−1 e d = 0 em torno de L1. Em contrapartida, encontramos NRHO para
µ∗ ≥ 10−1 e d = 0 em torno de L2. Esses resultados são semelhantes aos obtidos
por (HOWELL, 1984). Por outro lado, levando em consideração o alongamento do
secundário, isto é d ̸= 0, e assumindo grandes valores de µ∗ (µ∗ ≥ 10−1), é possível
encontrar membros da família halo estável em torno de L1 e L2. Assim, no modelo
utilizado neste artigo, existem órbitas periódicas estáveis na vizinhança de corpos
irregulares, mesmo quando o secundário tem forma não esférica. Isso está de acordo
com os resultados obtidos por Chappaz e Howell (2015), que encontrou órbitas es-
táveis em torno de L1 e L2 levando em consideração a forma alongada do corpo
secundário e considerando µ = 0,4 com o modelo do elipsóide triaxial.

Agora analisamos como o período do halo orbita em torno de L1 e L2 é afetado por
d e µ∗. À medida que d aumenta e µ∗ é mantido constante, o período das órbitas
halo diminui, conforme mostrado nas Figuras 3.22 e 3.23.

Figura 3.22 - Período das órbitas halo em torno de L1 em função de d e µ∗.
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Figura 3.23 - Período das órbitas halo em torno de L1 em função de d e µ∗.

Isso ocorre porque a atração gravitacional é mais forte próximo à partícula devido
à distribuição de massa do corpo secundário fazendo com que a aceleração aumente
e o período orbital diminua. À medida que a amplitude da órbita do halo aumenta,
seu período orbital fica mais curto devido ao fato de que a amplitude é maior quando
o corpo de massa desprezível está mais próximo do corpo secundário.

Considerando a forma alongada do asteroide, mas mantendo d constante e variando
µ∗, notamos que o período das órbitas halo se tornam mais longo. Isso ocorre porque
à medida que µ∗ aumenta, o ponto de equilíbrio se afasta do corpo secundário, então
as órbitas halo ficam mais longe do corpo secundário, o que faz com que a aceleração
gravitacional diminua e, portanto, o período orbital da partícula ao longo da órbita
aumenta.

As Figuras 3.24 e 3.25 fornecem informações sobre o comportamento da constante de
Jacobi das órbitas halo em função de d e µ∗. Observe que quando d ou µ∗ aumentam,
o intervalo de valor da constante de Jacobi também aumenta. Esta é uma informação
importante em termos de aplicação da missão espacial. Observe que quanto maior a
razão de massa do sistema, ou quanto mais longo o corpo secundário, menos energia
é necessária para que as órbitas halo se ramifiquem das órbitas planares.

3.11 Conclusão

Neste Capítulo, o ambiente dinâmico geral na vizinhança de sistemas binários de
asteroides foi explorado.
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Figura 3.24 - Constante de Jacobi da órbita halo em torno de L1 em relação a d e µ∗.

Figura 3.25 - Constante de Jacobi da órbita halo em torno de L2 em relação a d e µ∗.

Com base nos parâmetros físicos e orbitais dos asteroides do tipo A, as posições dos
pontos de equilíbrio colinear em função da velocidade angular foram calculadas.

Descobrimos que as localizações dos pontos de equilíbrio colineares L3 e L2 são mais
sensíveis às mudanças na taxa de rotação em comparação com L1.

Famílias de órbitas planares e halo foram calculadas em torno desses pontos de
equilíbrio e descobrimos que quanto mais próximas as órbitas periódicas estão do
ponto de equilíbrio, mais instáveis elas são.

Evidências numéricas mostram que a estabilidade das órbitas periódicas em torno
dos pontos de equilíbrio depende do tamanho do corpo secundário e da razão de
massa do sistema. Observamos que quanto mais alongado o corpo secundário, mais
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instáveis são as órbitas planares. Além disso, detectamos órbitas halo instáveis e
estáveis quando d = 0 e quando d ̸= 0.

Por fim, observamos que, mantendo a distribuição de massa constante, quanto mais
alongado o corpo secundário, menores são os períodos orbitais das órbitas planares
e halo em torno dos pontos de equilíbrio.

Portanto, se um veículo espacial fosse posicionada nas proximidades dos pontos de
equilíbrio, o consumo de combustível necessário para a manutenção orbital seria
maior em torno dos corpos secundários mais alongados.
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4 TEMPO DE VIDA DE UM VEÍCULO ESPACIAL EM TORNO DE
UM SISTEMA SÍNCRONO DE ASTEROIDE USANDO O MODELO
DO DIPOLO DE MASSA

Este Capítulo é uma continuação do Capítulo 2, mas agora, iremos analisar um
sistema binário de asteroides + partícula, levando em consideração a influência da
Pressão da Radiação Solar (PRS) na dinâmica da partícula. Chamamos esse pro-
blema de problema restrito síncrono de quatro corpos perturbado.

O trabalho desenvolvido neste Capítulo foi publicado no Journal Astrophysics and
Space Science (SANTOS et al., 2017b)

4.1 Introdução

Compreender o comportamento da dinâmica orbital de um veículo espacial nas pro-
ximidades de um sistema de asteroide binário é fundamental para a execução de
uma missão espacial. Esse fato motivou o presente trabalho, cujo objetivo é verifi-
car o tempo de sobrevivência de um veículo espacial em torno de um asteroide de
formato irregular (ou em torno de um sistema binário de asteroide), levando em
consideração o movimento de rotação de um dos corpos alongado, a forma irregular
do corpo secundário e a pressão da radiação solar. Nós consideramos nesse estudo
apenas o efeito da perturbação da PRS, porque esta é muito mais relevante do que
a perturbação da gravidade do Sol (ou a perturbação gravitacional de outros plane-
tas). Isso ocorre porque a perturbação gravitacional solar envolve termos diretos e
indiretos, ou seja, a diferença entre a ação do Sol no veículo espacial e no asteroide se
subtraem. Essas diferenças são pequenas quando o veículo espacial está próximo do
asteroide (≈ 10−7) para as simulações realizadas neste Capítulo. Em contrapartida,
o PRS atua diretamente no veículo, sem nenhum termo indireto para compensá-lo,
o que faz com que o efeito da PRS seja muito maior (≈ 10−4) para nosso trabalho.

4.2 Pressão da radiação solar

A fonte de força motriz que atua em uma vela solar num veículo espacial é o mo-
mentum transportado para a vela através da energia radiativa do Sol. A noção de
que a luz pode empurrar a matéria é bastante incomum nas nossas experiência co-
tidiana, mas isto é um mecanismo comum no sistema solar. Um dos exemplos mais
marcante é a beleza das caudas de cometas. Se sabe que os cometas possuem duas
caudas distintas: uma é a cauda de íons que é varrida pelo vento solar, a outra é
uma cauda de poeira que é varrida pela pressão da radiação solar. Está pressão da
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radiação solar é, de longe, o efeito dominante nas velas solares (MCINNES, 1999).

Nesta secção, uma análise física da pressão da radiação solar será explorada. Existe
diversas descrições físicas que podem ser consideradas. Neste trabalho usaremos
a abordagem da física quântica, que descreve a radiação (ou fótons) como sendo
pacotes de energia. Outras abordagem, como a eletromagnética pode ser encontrada
em (MCINNES, 1999).

4.3 A física da pressão da radiação solar

Seja um fóton viajando radialmente para fora do Sol e se chocando com uma vela
solar transferindo momentum. A magnitude do momentum linear transportado por
um fóton é dado por

p = E

c
(4.1)

onde E é a energia transportado por um fóton dada por E = hν, em que h é a cons-
tante de Planck dada por 6, 626·10−34 J/s e ν é a frequência da onda eletromagnética
(em Hertz). Sabendo que c é a velocidade da luz no vácuo, podemos escrever que a
magnitude do momentum linear de um fóton da seguinte forma:

p = hν

c
(4.2)

Para sabermos qual é a variação do momentum durante um intervalo ∆t transferido
para uma vela solar, precisamos saber primeiro se o fóton é absorvido completa-
mente, refletido completamente, ou refletido parcialmente. Se o fóton for totalmente
absorvido pela vela solar, a variação do momentum linear é dada por

∆p = ∆E

c
(4.3)

Se a radiação for totalmente refletida, a variação de momentum linear na vela solar
é dada por:

∆p = 2∆E

c
(4.4)

Se a radiação for parcialmente absorvida ou parcialmente refletida, a variação do
momentum linear sobre a vela solar é dada por (BEUTLER, 2005):

∆p = Cr
∆E

c
(4.5)
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em que Cr é o coeficiente de refletividade, que possui um valor entre 1 e 2, pois
depende se o material tem uma maior capacidade de absorção ou se tem a capacidade
maior de reflexão.

A energia absorbida de uma fonte de radiação de intensidade S por um corpo de
superfície A num intervalo de tempo ∆t é

∆E = S · A ·∆t (4.6)

onde S é o fluxo de energia (Energia por unidade de área por unidade de tempo
[J/(m2s)].

Conhecendo agora a variação do momentum linear durante um intervalo ∆t podemos
encontrar a força da radiação solar transferida para uma vela solar fazendo o uso da
segunda lei de Newton.

Para uma vela solar que absorve 100% da radiação solar, temos que a magnitude da
força que atua nessa vela é dada por

F = ∆p

∆t
(4.7)

Conhecendo ∆p relacionado a absorção total dada pela Equação 4.3 e sabendo que
∆E é dada pela Equação 4.6, temos que a força da radiação solar que atua numa
superfície parcialmente absorvedora (ou parcialmente refletora) é

F = Cr
S · A

c
(4.8)

Dividindo a Equação 4.8 pela Área da superfície absorvedora, podemos encontrar a
pressão da radiação solar que é dada por

Pr = Cr
S

c
(4.9)

Dividindo o fluxo de energia S a uma distancia de 1 U.A. (Unidade Astronômica)
pela velocidade da luz, encontramos que a pressão da radiação solar é uma constante
dada por (MONTENBRUCK; GILL, 2000)

Ps = 4, 56316 · 10−6 N/m2 (4.10)
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Sabemos que a aceleração causada devido a pressão da radiação solar tem direção
radial a superfície do Sol, podemos definir a aceleração que um veículo espacial de
massa m e área A sofre ao ser perturbada pela pressão da radiação solar, conforme
mostra a Equação 4.11

aprs = F

m
= −Cr

A

m
Ps

r2
0

(rsat − rsol)2 r̂ (4.11)

onde r0 é a distancia Terra-Sol, rsat é o vetor da posição geométrica do veículo
espacial em relação ao centro de massa do sistema binário, rsol é o vetor da posição
geométrica do sol em relação ao centro de massa do sistema binário e r̂ é o vetor
unitário do sol em relação ao satélite.

É importante perceber que a aceleração que uma partícula sofre devido a influencia
da pressão de radiação solar, representada pela Equação 4.11 não depende da altura
do satélite acima do Superfície do asteroide. Esta é uma das razões pelas quais a
pressão de radiação solar é a perturbação dominante não-gravitacional (BEUTLER,
2005).

Vários autores investigaram a influência da pressão da radiação solar não só nos veí-
culos espaciais mas também em partículas de poeira interestelar. Burns et al. (1979)
mostrou que a influencia da pressão da radiação solar em partículas de poeira muito
pequena (raio < 0,01 µm) não é significativa. Isto acontece porque partículas muito
pequenas não são afetadas pelo momento da radiação solar, porque o comprimento
de onda de radiação característica λ é relativamente grande (BURNS et al., 1979;
HAMILTON; BURNS, 1992).

4.4 Metodologia

Para este estudo, foram realizados testes numéricos assumindo que o tamanho do
asteroide considerado um dipolo de massa em rotação (M2) é de d = 500 metros.
A distância entre o asteroide primário mais massivo, assumindo uma forma esférica
(com raio R1), e o centro de massa do dipolo é de D e mede 3804 metros, como
mostra a Figura 4.1.

A Figura 4.1 mostra os dois asteroides M1 e M2, em que M2 é considerado um corpo
com formato irregular. Os dois pontos de massa, representados na Figura 4.1 pelos
dois círculos brancos dentro do corpo M2, representam o dipolo de massa. Esses
pontos brancos de massa são conectados por uma haste sem massa.
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Figura 4.1 - Imagem representativa do sistema de asteroide estudado.

O comprimento desta haste é medido calculando a distância entre os dois pontos de
massa e é considerado constante.

A massa total do sistema é constante e mede 9, 273×1012 kg. O período de translação
dos corpos primários em torno do centro de massa do sistema é de 0,686 dias. Esses
valores foram baseados no par de asteroides Alpha − Gamma do sistema triplo
2001SN263 (TRACY et al., 2015). Gamma tem a forma de um corpo alongado e
possui movimento síncrono. A escolha desse par de asteroides se justifica devido
à missão brasileira ASTER, que considera a possibilidade de enviar um veículo
espacial para esse sistema de asteroides (SUKHANOV et al., 2010; PRADO, 2014).
Embora os detalhes deste sistema de asteroides não sejam o objetivo principal do
presente trabalho, tomamos esse sistema como base para desenvolver um estudo
geral do problema. O presente estudo é realizado variando os valores de cada uma
das massas dos corpos do sistema duplo (M1 e M2), sem alterar a massa total do
sistema. No primeiro caso, a massa de M1 é 99% da massa total do sistema (M1+M2)
e, consequentemente, M2 tem uma massa de 1% da massa total do sistema. No
segundo caso, M1 possui 90% da massa total do sistema e M2 10%. Nos próximos
casos, é feita uma alteração de massa de 10%, na qual diminuímos a massa de M1

e aumentamos a massa de M2 até que, no último caso estudado, M1 tenha 60% da
massa total de sistema e M2 40%.

Iremos analisar a dinâmica orbital de um veículo espacial de massa desprezível nas
proximidades do corpo secundário. Isso se deve ao fato de que queremos investigar,
não só a influencia da razão de massa do sistema e da PRS, mas também a influencia
do corpo alongado nessa dinâmica. Se considerarmos a partícula de massa infinite-
simal muito distante do corpo secundário, a influencia da forma alongada do corpo
menos massivo seria negligenciável. Com isso em mente, podemos prosseguir com a
metodologia.

Para gerar as condições iniciais do veículo espacial, nós consideramos inicialmente
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o Problema de Dois Corpos, em que queremos determinar os elementos keplerianos
do veículo espacial em torno do corpo M2 que é modelado como um ponto de massa
em princípio. Consideramos como sendo zero a anomalia verdadeira, o argumento
do periastro e a longitude do nodo ascendente. Os únicos parâmetros que variamos
foram a inclinação, o semi-eixo maior e a excentricidade da órbita.

Depois de definir os elementos keplerianos do veículo espacial em torno de M2, nós
convertemos a posição de elementos keplerianos para o sistema cartesiano, objeti-
vando utiliza-los nas equações de movimento. Uma vez estabelecidas as condições
iniciais no sistema cartesiano, é feita uma integração numérica incluindo a massa de
M1, a forma do corpo M2 e a pressão da radiação solar. Inicialmente (t = 0) os três
corpos (M1, M2 e o Sol) estão alinhados, conforme mostrado na Figura 4.2.

Figura 4.2 - Representação gráfica do sistema estudado.

Podemos observar na Figura 4.2 que o corpo M2 sempre tem a mesma face apontada
para o corpo M1. Isso ocorre porque o período de translação de M2 é igual ao período
de rotação em torno de seu próprio eixo.

Na dinâmica, considera-se que uma colisão com M1 ocorre quando a posição do
veículo espacial é menor ou igual ao raio desse corpo. Se a posição da partícula em
qualquer instante for menor que o tamanho de M2 (consideramos um diâmetro de
500 metros no eixo x e 250 metros no eixo y), teremos uma colisão. Consideramos
uma órbita descartada (ejeção) quando a posição do veículo espacial ultrapassa 30
vezes a distância entre os corpos primários.
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4.5 Equação do movimento centrado no centro de massa do sistema
binário

Neste Capítulo, o sistema canônico de unidades é usado, e significa que: i) A unidade
de distância é a distância entre M1 e o centro de massa de M2 (distância D); ii)
Supõe-se também que a massa do corpo M1 seja maior que a massa do corpo M2.
Em termos matemáticos, temos que m1 ≥ m2 e m2 = m21 +m22, em que m21 = m22.
Consequentemente, a razão de massa é dada por µ∗ = m21

(m1+m21+m22) , onde µ∗ = µ
2 ,

com µ sendo a razão de massa usual usada no problema restrito de três corpos
(SZEBEHELY, 1967; MOLTON, 1960; SANTOS et al., 2017a). Observe que a unidade
de massa é escolhida de modo que a soma das massas seja unitária; iii) A unidade
de tempo é definida de modo que o período translacional dos corpos primários seja
igual a 2π; iv) A constante gravitacional é G = 1 (SZEBEHELY, 1967; MCCUSKEY,
1963).

Nesse problema, assumiu-se que o movimento do corpo de massa desprezível
P (x, y, z) é governado pelas forças gravitacionais dos corpos primários M1 e M2,
mas o corpo com massa infinitesimal não afeta a dinâmica dos primários. Nas aná-
lises, a pressão da radiação solar é levada em consideração. O corpo M2 é modelado
como um dipolo de massa em rotação formado por dois corpos hipotéticos com mas-
sas m21 e m22, conforme mostrado na Figura 4.3. A distância entre o corpo m21 e
m22 é d = 0, 131440 unidade canônica, o que equivale a 500 metros.

Figura 4.3 - Sistema de coordenadas para o Problema Restrito Síncrono de quatro corpos.

Visto a partir do sistema de referência centrado no centro de massa do sistema
binário, a posição espacial do corpo de massa infinitesimal é P (x, y, z). As posições
espaciais dos corpos de massa m1, m21 e m22, respectivamente, são
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x1 = −2µ∗ cos(nT ),

y1 = −2µ∗ sin(nT ), (4.12)

z1 = 0,

x21 = (1− d/2− 2µ∗) cos(nT ),

y21 = (1− d/2− 2µ∗) sin(nT ), (4.13)

z21 = 0,

x22 = (1 + d/2− 2µ∗) cos(nT ),

y22 = (1 + d/2− 2µ∗) sin(nT ), (4.14)

z22 = 0,

onde n é a velocidade angular dos corpos primários ao redor do centro de massa
e T é o tempo em unidade canônica. Assim, temos que as equações de movimento
de um corpo de massa infinitesimal no plano xy, quando vistas de um sistema de
referência inercial, são dadas por:

ẍ = −(1− 2µ∗)(x− x1)
r3

1
− µ∗(x− x21)

r3
21

−µ∗(x− x22)
r3

22
− Pradx,

(4.15)

ÿ = −(1− 2µ∗)(y − y1)
r3

1
− µ∗(y − y21)

r3
21

−µ∗(y − y22)
r3

22
− Prady,

(4.16)

z̈ = −(1− 2µ∗)(z − z1)
r3

1
− µ∗(z − z21)

r3
21

−µ∗(z − z22)
r3

22
− Pradz,

(4.17)

em que
r1 =

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2), (4.18)

r21 =
√

(x− x21)2 + (y − y21)2 + (z − z21)2), (4.19)

86



r22 =
√

(x− x22)2 + (y − y22)2 + (z − z22)2), (4.20)

e Pradx, Prady e Pradz representam as componentes x, y, e z da aceleração vetorial
(P rad) devido à pressão da radiação solar (MASAGO et al., 2016; MONTENBRUCK;

GILL, 2000; BEUTLER, 2005). A equação da pressão de radiação solar vetorial é
dada por

P rad = −Cr
A

m
PS

r2
0

R2 r̂ (4.21)

O valor usado para A nas simulações é de 1 m2 e a massa é adotada como 100 kg,
então A/m = 0,01 m2/kg. Aqui consideramos que o painel solar do veículo espacial
está sempre posicionado perpendicularmente aos raios solares. A unidade de me-
dida de P rad é o m/s2 (unidade de aceleração). Para encontrar o valor em unidades
canônicas, nós dividimos a Equação 4.21 por 3804 metros (distância entre os pri-
mários) e multiplicamos pelo quadrado do período orbital do sistema ((59270, 4)2

segundos) dividido por 2π. Nós consideramos que o Sol está inicialmente a uma dis-
tância xSol = 0, 4074964× 108 unidade canônica de distância do centro de massa do
sistema de asteroide e ySol = 0. Para integrar o movimento do Sol, nós consideramos
as seguintes expressões matemáticas

ẍSol = −MSol

Mast

xSol

r3
Sol

= −2, 14485× 1017 xSol

r3
Sol

(4.22)

e
ÿSol = −MSol

Mast

ySol

r3
Sol

= −2, 14485× 1017 ySol

r3
Sol

(4.23)

em que MSol = 1, 989× 1030, Mast = 9, 23× 1012 e rSol =
√

x2
Sol + y2

Sol.

4.6 Investigação numérica

Os sistemas binários de asteroides são bastante interessantes, pois são sistemas com-
postos por corpos que possuem massas e raios semelhantes. Uma partícula colocada
nas proximidades de um sistema binário, por exemplo, sofre perturbações comple-
xas, e o entendimento dessas perturbações é fundamental para determinar as regiões
onde existem famílias de órbitas ao redor do sistema. A determinação dessas famílias
de órbitas podem indicar a localização de possíveis partículas de poeiras ao redor
do sistema, o que ainda não pode ser observado através de telescopios. Por outro
lado, uma região instável terá pouca ou nenhuma partícula de poeira, portanto é
possível desconsiderar a possibilidade da existência de um corpo ou anéis naquela
região. Essas informações são importantes ao planejar uma missão para um sistema
de asteroides, porque as características do sistema influenciam as posições em que

87



o veículo espacial será colocado. Existem regiões onde o veículo espacial está mais
protegido ou vulnerável aos riscos de colisões com partícula de poeira (ARAUJO et

al., 2012; ARAUJO et al., 2015a). Um estudo foi desenvolvido para encontrar famílias
de órbitas nas proximidades de um sistema binário de asteroides, em termos dos ele-
mentos Keplerianos iniciais, dentro de um determinado período de tempo e levando
em consideração os distúrbios gravitacionais e a pressão da radiação solar presente
no sistema. As condições iniciais adotadas e os resultados são descritos a seguir.

Analisaremos as grades das condições iniciais em relação ao centro de massa do
dipolo de massa em rotação. Levamos em conta as forças gravitacionais dos dois
corpos primários, a forma irregular bem como a rotação do corpo secundário (menos
massivo) e a pressão da radiação solar. Para construir as grades, nós consideramos
inicialmente o veículo espacial em uma órbita em torno de M2, conforme explicado na
Seção 4.4. Os únicos parâmetros que alteramos foram a inclinação, a excentricidade
e o semi-eixo maior. Neste estudo, analisamos órbitas planares diretas (inclinação
zero) e órbitas retrógradas (inclinações de 180 graus). Nós variamos a excentricidade
de e = 0 até e = 0, 99, no passo de 0,01. O semi-eixo maior do veículo espacial varia
de a0 = 500 metros (distância entre M21 e M22 até af , em que af é a região Hill

(ARAUJO et al., 2008) do dipolo de massa em rotação, com a adição de uma margem
extra de 50 metros além da região de influência, conforme mostra a Equação 4.24

af = rHill + 50 (4.24)

em que rHill é dada por

rHill = r 3

√
2m2

3m1
. (4.25)

onde r é a distancia entre os corpos primários (3804 metros), e m2 e m1 são as
massas dos corpos M2 e M1, respectivamente, em kg. Observe através da Equação
4.25 que a esfera de influência depende da massa dos corpos primários. Então, para
cada condição inicial com uma dada massa para o dipolo, a esfera de influência
também será diferente e as variações das condições iniciais do semi-eixo maior serão
alteradas.

O tempo total de integração é de 500 unidades canônicas do sistema analisado, o que
equivale a aproximadamente 1 ano. O período orbital em torno do centro de massa
do sistema de asteroide que estamos analisando é de 0,686 dias. Para realizar as
integrações numéricas, o método Runge-Kutta 7/8 (de passo variável) é usado com
um intervalo de tempo de 0,01 unidade canônica. Durante as integrações, acompa-
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nhamos as partículas que colidiram com qualquer um dos corpos, as partículas que
foram ejetadas do sistema e as partículas que sobreviveram durante o tempo de inte-
gração. A Figura 4.4 (órbitas diretas) e a Figura 4.5 (órbitas retrógradas) mostram
os resultados e consideram uma grade de condições iniciais (com relação ao primário
menos massivo) como uma função do semi-eixo maior e a excentricidade do veículo
espacial. Lembrando que o semi-eixo maior e a excentricidade são em relação ao cen-
tro de massa de M2. O codificado de cores indicam o tempo que a partícula sobrevive
para cada condição inicial. A pressão da radiação solar é levada em consideração.
Podemos ver no topo do lado esquerdo que há uma região em branco. Nessa região,
as condições iniciais do veículo espacial estão dentro do corpo M2, portanto elas não
têm nenhum significado físico. Podemos notar que a vida útil do veículo espacial é
muito baixa (apenas um período orbital do sistema) quando consideramos a massa
do primário menos massivo sendo 1% da massa total do sistema. Isso ocorre porque
a massa do corpo M2 é pequena (apenas 1% da massa total do sistema); portanto, a
esfera de influência desse corpo também é pequena (menos que o dobro do tamanho
do corpo M2). Como consequência, o veículo espacial é lançado muito próximo do
corpo M2, fazendo com que seja rapidamente capturado. As órbitas que possuem
um alto valor do semi-eixo maior e uma baixa excentricidade são órbitas que duram
mais, porque iniciam suas trajetórias mais distantes do corpo M2, sendo necessário
percorrer uma distância maior até a colisão.

Figura 4.4 - Tempo de vida útil na região próxima a M2 (orbitas diretas). O diagrama
mostra a evolução do tempo de vida da órbita em função de a e e. Massa de
M1 = 99% e massa de M2 = 1% da massa total do sistema. A pressão da
radiação solar está incluída.
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Figura 4.5 - Tempo de vida útil na região próxima a M2 (orbitas retrógradas). O diagrama
mostra a evolução do tempo de vida da órbita em função de a e e. Massa de
M1 = 99% e massa de M2 = 1% da massa total do sistema. A pressão da
radiação solar está incluída.

As Figuras 4.6 e 4.7 mostram algumas trajetórias das órbitas diretas e retrográ-
das, respectivamente, quando consideramos a pressão da radiação solar e o corpo
secundário (M2) tem 1% da massa total do sistema.

Figura 4.6 - Tempo de vida útil na região próxima a M2 (orbitas diretas)e duas trajetórias
para uma compreensão mais clara do movimento do veículo espacial. A pressão
da radiação solar está incluída.
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Figura 4.7 - Tempo de vida útil na região próxima a M2 (orbitas diretas)e duas trajetórias
para uma compreensão mais clara do movimento do veículo espacial. A pressão
da radiação solar está incluída.

Depois de usar uma razão de massa semelhante aos corpos Alpha − Gamma do
asteroide 2001SN263, modificamos as massas dos primários, para ver os efeitos desse
parâmetro. Como já mencionado, manteremos a massa total do sistema no valor
9.273 × 1012 kg. No entanto, faremos uma análise considerando que 90% da massa
total do sistema pertence a M1 e 10% da massa total do sistema pertence a M2

(dipolo de massa em rotação). A razão de massa é µ∗ = 0, 05. A ordem de magnitude
da massa do corpo M2 é 1011 kg.

A pressão da radiação solar faz com que o veículo espacial seja empurrado para
M2 (devido à posição inicial do Sol e do veículo espacial). Como o veículo espacial
começa com as condições iniciais muito próximas de M2 (como mencionado), esse
“empurrão” da pressão da radiação solar faz com que o veículo espacial colida mais
rapidamente com o corpo M2. Isso significa que a pressão da radiação solar reduz a
vida útil das órbitas, neste caso. As Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b) mostram a vida útil
do veículo espacial em função do semi-eixo maior e da excentricidade das órbitas
iniciais, para exemplificar esse efeito. Na figura 4.8 (a) a pressão da radiação solar
não é levada em consideração e na Figura 4.8 (b) a pressão da radiação solar é
incluída na simulação.

Nas Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b), o semi-eixo maior é diferente dos mostrados nas Figuras
4.4 e 4.5, porque na situação mostrada nas Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b) M2 possui uma
massa maior, o que torna sua região de influência maior.
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Figura 4.8 - Tempo de vida na região próxima a M2 (órbitas diretas). O diagrama mostra
a evolução da vida útil da órbita em função de a e e. Massa de M1 = 90%
e massa de M2 = 10% da massa total do sistema. (a) Órbitas diretas. Sem
pressão da radiação solar. (b) Órbitas diretas. Com pressão da radiação solar.

Quando a massa de M2 é maior, as órbitas próximas a este corpo têm uma força
gravitacional mais intensa de M2, fazendo o veículo espacial colidir com o corpo
rapidamente. As órbitas com o semi-eixo maior próximo à extremidade da região
de influência de M2 são órbitas que duram mais. As órbitas diretas que sobrevivem
durante a integração numérica na Figura 4.8 (a), por µ∗ = 0, 05, são trajetórias
que orbitam o centro de massa do sistema. Nenhuma órbita direta foi encontrada
orbitando em torno de M2.

Pode ser visto na Figura 4.8 (b) que, quando a pressão da radiação solar é levada
em consideração no modelo, as órbitas duram um tempo de 80 unidades canônicas,
aproximadamente 3,5 meses. A pressão da radiação solar aumenta a excentricidade
da órbita e o raio do periapsis se torna menor, fazendo com que o veículo espacial se
aproxime do dipolo e colida com ele. Observe também que, devido ao aumento da
excentricidade, o apoapsis da órbita também aumenta, fazendo com que o veículo
espacial colida com o corpo M1 com mais frequência ou ejete do sistema.

As Figuras 4.9 mostra algumas trajetórias das órbitas diretas quando consideramos
a pressão da radiação solar e o corpo secundário (M2) tem 10% da massa total do
sistema. A órbita de cor azul, onde o semi-eixo maior inicial vale 1300 metros e a
excentricidade vale 0, a órbita é uma espiral se afastando do sistema. Por questão
de escala, não plotamos a trajetória completa.
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Figura 4.9 - Tempo de vida útil na região próxima a M2 (orbitas diretas)e três trajetórias
para uma compreensão mais clara do movimento do veículo espacial. A pressão
da radiação solar está incluída.

As Figuras 4.10 (a) e 4.10 (b) fornecem informações a respeito do destino final da
partícula em relação às Figuras 4.8 (a) e 4.8 (b), respectivamente, isto é, ela informa
em quais condições iniciais o veículo espacial colide com M1, com M2, sobrevive
durante o tempo total de integração ou ejete do sistema. As regiões de cor vermelha
nas Figuras 4.10 (a) e 4.10 (b) indicam que a partícula colidiu com o primário menos
massivo (M2). A região de cor azul indica que a partícula colidiu com M1. As regiões
amarelas indicam que a partícula foi ejetada do sistema e a região negra mostra as
condições iniciais em que a partícula sobrevive por todo o tempo de integração.

Podemos ver que, na Figura 4.10 (a), para o semi-eixo maior de 1200 metros e
excentricidade abaixo de 0,1, as órbitas sobrevivem (cor preta) em torno do sistema,
ou escapam (cores amarelas) do sistema. Cada ponto de cor nas grades de condição
inicial possuem trajetórias em torno do sistema binário de asteroide, e é notável que
uma pequena variação na condição inicial pode fazer com que o satélite se aproxime
mais ou menos de um dos primários. Podemos ver, na Figura 4.11, o corpo mais
massivo mostrado em rosa, o corpo M2, com uma forma de dipolo em massa e duas
órbitas. A órbita vermelha tem um semi-eixo maior inicial de 1255 metros e uma
excentricidade de 0,01. A órbita azul tem um eixo semi-eixo maior inicial de 1255
metros e uma excentricidade de 0,02.

93



Figura 4.10 - Órbitas diretas. Região de colisão com M1 (azul), região de colisão com M2
(vermelho) e regiões de ejeção do sistema (amarelo). A região branca é a
região dentro de M2. Massa de M1 = 90% e massa de M2 = 10%.(a) Órbitas
diretas. Sem pressão da radiação solar. (b) Órbitas diretas. Com pressão da
radiação solar.

Figura 4.11 - Órbita ejetada do sistema (cor azul) e órbita sobrevivente (cor vermelha). A
pressão da radiação solar não é levada em consideração.

Podemos ver, na Figura 4.11, que as duas órbitas são inicialmente sobrepostas,
mas com o passar do tempo (devido à sensibilidade do sistema) elas se afastam
gradualmente. Em um dado instante, a órbita azul está mais próxima dos corpos
primários (região destacada na figura por um círculo preto), fazendo com que a órbita
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ganhe energia e seja ejetada do sistema. Por outro lado, a órbita vermelha não está
muito próxima dos primários, ou seja, não há ganho de energia e, portanto, o satélite
permanece orbitando o sistema durante toda a integração numérica. Vale lembrar
que as duas órbitas são diretas e que a perturbação devido à pressão da radiação
solar não está sendo considerada. Por outro lado, quando consideramos a pressão
da radiação solar, podemos observar através da Figura 4.10 (b) que nenhuma órbita
sobrevive por toda integração numérica, devido ao efeito da pressão da radiação
solar fazer com que o veículo espacial, escape do sistema ou colida com um dos
corpos primários.

As Figuras 4.12 (a) e 4.12 (b) são analisadas de maneira semelhante às Figuras 4.8
(a) e 4.8 (b) e também têm as mesmas condições iniciais. A diferença é que, nas
Figuras 4.12 (a) e 4.12 (b), as órbitas são retrógradas.

Figura 4.12 - Tempo de vida na região próxima a M2 (órbitas retrógradas). O diagrama
mostra a evolução da vida útil da órbita em função de a e e. Massa de
M1 = 90% e massa de M2 = 10% da massa total do sistema. (a) Órbitas
retrógradas. Sem pressão da radiação solar. (b) Órbitas retrógradas. Com
pressão da radiação solar.

Os resultados numéricos mostram que existe uma região mais ampla de órbitas
retrógradas que sobrevivem mais tempo quando comparadas às órbitas diretas.

Observamos que nenhuma trajetória foi encontrada (tanto nas simulações em que a
pressão da radiação solar não foi considerada quanto nas em que foi considerada)
que orbitava o corpo menos massivo em órbitas diretas. Por outro lado, todas as
órbitas retrógradas que sobreviveram por 500 períodos orbitais na Figura 4.12 (a)
permanecem em torno do corpo menos massivo (M2). Todas as órbitas que não

95



sobrevivem por toda a integração numérica são regiões onde a partícula colide com
M2.

É possível ver, na Figura 4.12 (b), que quando a pressão da radiação solar é levada
em consideração, as órbitas não duram um ano (500 unidades canônicas). Mas elas
sobrevivem por mais tempo em relação às órbitas diretas mostradas na Figura 4.8
(b) (pressão de radiação solar incluída).

A influência da pressão da radiação solar aumenta a intensidade das perturbações
que afetam as órbitas, resultando em uma maior frequência de colisões com os cor-
pos primários. Órbitas que inicialmente têm o semi-eixo maior acima de 1050 e
excentricidade abaixo de 0,02 são órbitas que colidem com M1. As demais condições
mencionadas na Figura 4.12 (b) fazem com que a partícula colida com M2.

É notável que, quando a pressão da radiação solar é levada em consideração (nas
Figuras 4.8 (b) e 4.12 (b)), tanto em órbitas diretas quanto em retrógradas, as par-
tículas deixam de sobreviver durante todo o tempo de integração numérica, quando
consideramos a razão de massa de µ∗ = 0, 05.

Percebemos que a inclusão da pressão de radiação solar nas simulações causa uma
diferença considerável nos resultados obtidos. Assim, é necessário usar a pressão da
radiação solar em estudos envolvendo sistemas com massas pequenas, como no caso
de asteroides e cometas. A partir deste ponto, mostraremos apenas os resultados
levando em consideração a pressão da radiação solar, uma vez que essa é uma força
importante que está sempre presente na dinâmica.

Variando as massas dos corpos, mas mantendo constante a massa total do sistema
(9.273 × 1012 kg), podemos estudar a influência desse parâmetro. Agora, fazemos
uma análise considerando que 80% da massa total do sistema pertence a M1 e 20%
da massa total do sistema pertence a M2. Novamente, nesta análise, o sistema de
coordenadas está centrado no centro de massa do corpo menos massivo. A ordem
de magnitude da massa de M2 é 1012 kg e a razão de massa é µ∗ = 0, 1

As Figuras 4.13 (órbitas diretas) e 4.14 (órbitas retrógradas) mostram uma grade de
condições iniciais que relacionam a excentricidade, o semi-eixo maior e a vida útil
das órbitas.

Podemos ver, na Figura 4.13, que nenhuma órbita direta sobrevive por um ano
quando levamos em consideração a pressão da radiação solar.
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Figura 4.13 - Tempo de vida na região próxima a M2 (órbitas diretas). O diagrama mostra
a evolução da vida útil da órbita em função de a e e. A massa é de M1 = 80%
e a massa de M2 = 20% da massa total do sistema. Pressão de radiação solar
está incluída.

Embora essas órbitas não sobrevivam a todo o tempo de integração, elas duram
mais tempo em comparação com as simulações anteriores. Isso ocorre porque a força
gravitacional de M2 aumenta, governando com maior intesidade a dinâmica de um
veículo espacial na sua vizinhança consequentemente, fazendo com que a partícula
sobreviva por mais tempo em torno de M2. A partir disso, podemos deduzir que, à
medida que aumentamos a massa do corpo secundário, mais órbitas permanecerão
por mais tempo na vizinhança do asteroide e, possivelmente, podemos encontrar
órbitas diretas ao redor do corpo menos massivo quando mesmo quando levadas em
consideração a pressão da radiação solar.

Por outro lado, algumas regiões de órbitas retrógradas que sobrevivem por um ano
começam a aparecer na vizinahnça do semi-eixo maior de 1000 metros e baixas
excentricidades, como mostra a Figura 4.14.

À medida que aumentamos a massa de M2, os tempos de sobrevivência das órbitas
também aumentam.

Podemos observar que existem regiões em que órbitas retrógradas sobreviveram por
pelo menos 1 ano, enquanto nenhuma órbita direta sobrevive por toda à integração
numérica. Essas regiões, onde as órbitas retorgrada sobrevivem e as diretas não,
são muito importantes na aplicação da astrodinâmica quando se trata de missões
espaciais.
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Figura 4.14 - Tempo de vida na região próxima a M2 (órbitas retrógradas). O diagrama
mostra a evolução da vida útil da órbita em função de a e e. A massa de
M1 = 80% e massa de M2 = 20% da massa total do sistema. Pressão de
radiação solar está incluída.

As órbitas diretas são mais populares em relação à existência de partículas espacial
(uma vez que a maioria dos corpos celestes orbitam em órbitas diretas), enquanto
que, por outro lado, órbitas retrógradas dificilmente ocorrem naturalmente. Assim,
as regiões onde as órbitas diretas não sobrevivem e as órbitas retrógradas sobrevivem
são ótimas opções para um veículo espacial ser colocado, porque nessas regiões a
probabilidade de existência de partículas espacial com tamanho considerável (r >

0,01 µ m) colidir com o veículo espacial é quase nula. Além disso, é possível que um
satélite seja colocado em uma órbita retrógrada para observar o corpo em estudo.

As Figuras 4.15 e 4.16 mostram algumas trajetórias das órbitas diretas e retrográ-
das, respectivamente, quando consideramos a pressão da radiação solar e o corpo
secundário (M2) tem 20% da massa total do sistema.

As grades de colisão referentes às Figuras 4.13 e 4.14 são mostradas nas Figuras 4.17
e 4.18, respectivamente. Podemos ver, nas Figuras 4.17 e 4.18, que a influência da
pressão da radiação solar faz com que o veículo espacial colida com maior frequencia
com os corpos primários ou faz com que uma partícula escape mais rapidamente
do sistema. À medida que os tempos de sobrevivência das órbitas aumentam, a
pressão da radiação solar permanece atuando por mais tempo, causando distúrbios
no veículo espacial, tornando a órbita caótica e fazendo com que o veículo espacial
escape (regiões amarelas nas figuras) ou colida com um dos corpos principais (azul
e regiões vermelhas).
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Figura 4.15 - Tempo de vida útil na região próxima a M2 (orbitas diretas)e duas trajetó-
rias para uma compreensão mais clara do movimento do veículo espacial. A
pressão da radiação solar está incluída.

Figura 4.16 - Tempo de vida útil na região próxima a M2 (orbitas diretas)e duas trajetó-
rias para uma compreensão mais clara do movimento do veículo espacial. A
pressão da radiação solar está incluída.
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Figura 4.17 - Órbitas diretas. Região de colisão com M1 (azul), região de colisão com M2
(vermelho), órbitas que sobreviveram por 500 unidades canônicas (preto)
e regiões de ejeção do sistema (amarelo). Pressão de radiação solar está
incluída. A região branca é a região dentro de M2. Massa de M1 = 80% e
massa de M2 = 20%.

Figura 4.18 - Órbitas retrógradas. Região de colisão com M1 (azul), região de colisão com
M2 (vermelho), órbitas que sobreviveram por 500 unidades canônicas (preto)
e regiões de ejeção do sistema (amarelo). Pressão de radiação solar está
incluída. A região branca é a região dentro de M2. Massa de M1 = 80% e
massa de M2 = 20%.
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Agora vamos fazer uma análise considerando que 70% da massa total do sistema
pertence a M1 e 30% da massa total do sistema pertence a M2. A razão de massa
neste caso é µ∗ = 0, 15. Novamente, as grades das condições iniciais têm o sistema
de referência no centro de massa do corpo menos massivo. As Figuras 4.19 (órbi-
tas diretas) e 4.20 (órbitas retrógradas) mostram grades de condições iniciais que
relacionam a excentricidade, o semi-eixo maior e a vida útil das órbitas.

Figura 4.19 - Órbitas diretas. Região de colisão com M1 (azul), região de colisão com M2
(vermelho), órbitas que sobreviveram por 500 unidades canônicas (preto)
e regiões de ejeção do sistema (amarelo). Pressão de radiação solar está
incluída. A região branca é a região dentro de M2. Massa de M1 = 70% e
massa de M2 = 30%.

Devido à maior massa do corpo M2, em comparação aos casos anteriores, é possível
encontrar regiões onde órbitas diretas e retrógradas sobrevivem pelo tempo de inte-
gração numérica. Observe que, pela primeira vez, foram encontradas regiões onde as
órbitas diretas sobrevivem por 1 ano em torno do primário menos massivo. Isso foi
previsto, como já mencionado, devido ao fato de que a força gravitacional do corpo
menos massivo ser maior, em relação aos casos anteriores, fazendo com que passe a
existir regiões em que é possível colocar um veículo espacial em órbita do corpo M2

que durem por, pelo menos, um ano. Regiões em que as órbitas sobrevivem por todo
tempo de integração se tornam cada vez maiores nas órbitas retrógradas, quando
comparada aos casos anteriores.

A Figura 4.21 mostra algumas trajetórias das órbitas diretas quando consideramos
a pressão da radiação solar e o corpo secundário (M2) tem 30% da massa total do
sistema.
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Figura 4.20 - Órbitas retrógradas. Região de colisão com M1 (azul), região de colisão com
M2 (vermelho), as órbitas que sobreviveram por 500 unidades canônicas
(preto) e regiões de ejeção do sistema (amarelo). Pressão de radiação solar
está incluída. A região branca é a região dentro de M2. Massa de M1 = 70%
e massa de M2 = 30%.

Figura 4.21 - Tempo de vida útil na região próxima a M2 (orbitas diretas)e duas trajetó-
rias para uma compreensão mais clara do movimento do veículo espacial. A
pressão da radiação solar está incluída.
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As Figuras 4.22 e 4.23 mostram as grades de colisão de órbitas diretas e retrógradas
referentes às Figuras 4.19 e 4.20, respectivamente.

Figura 4.22 - Órbitas diretas. Região de colisão com M1 (azul), região de colisão com M2
(vermelho), as órbitas que sobreviveram por 500 unidades canônicas (preto)
e regiões de ejeção do sistema (amarelo). Pressão de radiação solar está
incluída. A região branca é a região dentro de M2. Massa de M1 = 70% e
massa de M2 = 30%.

Figura 4.23 - Órbitas retrógradas. Região de colisão com M1 (azul), região de colisão com
M2 (vermelho), as órbitas que sobreviveram por 500 unidades canônicas
(preto) e regiões de ejeção do sistema (amarelo). Pressão de radiação solar
está incluída. A região branca é a região dentro de M2. Massa de M1 = 70%
e massa de M2 = 30%.

Através das condições iniciais para colisões das Figuras 4.22 e 4.23, podemos en-
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contrar o destino final do veículo espacial na órbita retrógrada. As regiões negras
indicam as órbitas que sobreviveram por um ano. Essas regiões são áreas onde uma
partícula orbita o corpo menos massivo. As regiões em vermelho são locais onde o
veículo espacial colide com M2. As regiões em azul são regiões em que o veículo
espacial colide com M1. As regiões em amarelo são regiões onde o veículo espacial
é ejetado do sistema e, finalmente, as regiões em preto são regiões em que o veículo
espacial orbita M2. Percebemos que, um alto valor do semi-eixo maior, aumenta
a chance da espaçonave não sobreviver por toda integração numérica. Isso ocorre
porque o veículo espacial está mais distante de M2, em regiões onde a atração gravi-
tacional de M2 é menor. Por esse motivo, o efeito da pressão de radiação solar e M1

no veículo espacial se torna mais significativo. Devido à sensibilidade do sistema,
essas forças perturbadoras puxam o veículo espacial para próximo de M2, fazendo
com que colida com o segundo primário ou ejete do sistema.

Finalmente, analisando um sistema em que 60% da massa total está concentrada no
corpo M1 e 40% da massa total do sistema está concentrada no corpo M2, temos
as grades das condições iniciais de vida útil mostradas nas Figuras 4.24 (órbitas
diretas) e 4.25 (órbitas retrógradas). A razão de massa, neste caso, é µ∗ = 0, 2. A
ordem de magnitude da massa de M2 é 1012 kg.

Figura 4.24 - Tempo de vida na região próxima a M2 (direciona órbitas). O diagrama
mostra a evolução da vida útil da órbita em função de a e e. Massa de
M1 = 60% e massa de M2 = 40% da massa total do sistema. Pressão de
radiação solar está incluída.
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Figura 4.25 - Tempo de vida na região próxima a M2 (órbitas retrógradas). O diagrama
mostra a evolução da vida útil da órbita em função de a e e. Massa de
M1 = 60% e massa de M2 = 40% da massa total do sistema. Pressão de
radiação solar está incluída.

As grades de condição inicial que mostram o tempo de sobrevivência do veículo
espacial quando consideramos a razão de massa de µ∗ = 0, 2 (ou seja, 40 % da massa
total do sistema está localizada em M2), assemelham-se às grades das condições
iniciais mostradas no caso anterior (µ∗ = 0, 15). A diferença é que, no último caso,
as regiões das órbitas que sobrevivem por todo o tempo da integração numérica se
tornam maiores (regiões do vermelho nas Figuras 4.24 e 4.25). Isso se deve ao fato
do campo gravitacional de M2 ser maior nesta última situação, o que aumenta a
chance de encontrar órbitas que sobrevivam.

As grades de colisão do último caso se assemelham às grades de colisão mostradas
nas Figuras 4.22 e 4.23. Somente as regiões de escape (amarelo) e colisões com M1

(azul) tornam-se levemente maiores para a razão de massa µ∗ = 0, 2.

4.7 Considerações

Investigamos órbitas de uma partícula em torno de um sistema binário de asteroides.
O asteroide mais massivo foi considerado esférico e o segundo asteroide (menos mas-
sivo) foi modelado como um dipolo de massa em rotação. Uma série de integrações
numéricas foram feitas para todos os modelos adotados, levando em consideração
a força gravitacional dos dois corpos e a pressão da radiação solar. Uma grade de
condições iniciais foi estabelecida em função do semi-eixo maior e da excentricidade
para verificar a vida útil e, consequentemente, a instabilidade das órbitas de uma
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nave espacial posicionada nas proximidades de um sistema binário de asteroides.

Quando 99% da massa do sistema foi atribuída ao corpo esférico (M1), nenhuma
órbita sobreviveu por 1 ano em torno do primário menos massivo. Isso ocorre devido
ao fato da partícula estar posicionada muito próximo de M2, fazendo com que a
partícula seja rapidamente capturada pela atração gravitacional desse corpo.

Após essa análise, verificamos o comportamento do sistema assumindo 90% da massa
do sistema em M1 (mais massivo) e 10% da massa total do sistema em M2. Nesta aná-
lise, foi possível encontrar órbitas retrógradas que sobrevivem por um ano (quando
a pressão da radiação solar não é levada em consideração) em torno de M2 (dipolo
de massa em rotação). Por outro lado, órbitas diretas com um semi-eixo maior alto e
baixa excentricidade também sobrevivem a todo o tempo de integração númerica (1
ano), mas neste caso o veículo espacial orbita o centro de massa do sistema M1−M2.
Percebemos que o sistema é muito sensível, onde uma pequena mudança nas condi-
ções iniciais pode fazer com que o veículo espacial se aproxime dos corpos primários,
receba energia e ejete do sistema. As órbitas não sobreviveram por toda a integração
numérica quando a pressão da radiação solar é levada em consideração, fazendo com
que as órbitas colidam rapidamente com M2 ou M1 ou escapem do sistema. Assim,
foi possível mostrar a importância de levar em consideração a pressão da radiação
solar ao investigar órbitas em torno de um sistema binário de asteroides com uma
massa total de 9.273× 1012 kg quando o sistema binário de asteroide está próximo
ao Sol (perihelio do asteroide < 1 U.A).

Encontramos órbitas instáveis que colidem com M1, onde instáveis queremos di-
zer que as órbitas não sobrevivem por toda integração numérica. Observamos que
quando a pressão da radiação solar é levada em consideração, ela aumenta o raio
do apogeu da órbita, fazendo com que a partícula deixe a órbita em torno de M2

e colida com M1. Este tipo de órbita também é interessante. Uma aplicação de al-
gumas dessas órbitas podem ser usadas para observar M2 por um curto período de
tempo e depois transferir naturalmente o veículo espacial para observar M1. Ao se
aproximar de M1, seria necessário usar um propulsor para fazer o veículo espacial
orbitar esse corpo, em vez de colidir com ele.

Percebemos que à medida que aumentamos a razão de massa do corpo em que
desejamos orbitar, consequentemente maior se torna a força gravitacional capaz de
manter um veículo espacial em torno desse asteroide, ou seja, sua força gravitacional
supera em várias ordem de grandeza as perturbações provenientes de outros corpos
celestes (no nosso caso, PRS e M1), com isso é possível encontrar uma região maior
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de órbitas que sobrevivem por toda integração numérica.

Encontramos algumas órbitas que não sobrevivem por um ano de integração em
órbitas diretas, mas permanecem em órbita ao considerar órbitas retrógradas. Essas
regiões nas quais as órbitas retrógradas sobrevivem e as diretas não sobrevivem
são indicações de locais onde o veículo espacial poderia ser posicionado em uma
missão espacial, porque é uma região que possivelmente vazia de grandes partículas,
reduzindo assim a chance do veículo espacial colidir com um corpo espacial.

À medida que aumentamos a massa de M2, maior é a sua força gravitacional capaz de
manter uma partícula ao seu redor. Portanto, existem mais órbitas que sobrevivem
por toda integração numérica. Isto é, sua força gravitacional supera os distúrbios da
pressão da radiação solar e a atração gravitacional do primário mais massivo.

É possível observar nas figuras que, com um semi-eixo maior alto, aumenta a chance
da ação da pressão da radiação solar puxar a partícula para fora da órbita em torno
de M2, fazendo com que colida com M1 ou escape de o sistema.
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5 PONTOS DE EQUILÍBRIO EM TORNO DE UM SISTEMA TOTAL-
MENTE SÍNCRONO

Este Capítulo é um estudo mais geral, quando comparada com os Capítulos anterio-
res, pois aborda as equações do movimento do problema restrito totalmente síncrono
de quatro corpos (PRTS4C) para representar a força gravitacional na vizinhança de
um sistema binário síncrono de asteroides, onde os dois corpos primários são consi-
derados como corpos alongados irregulares. Este trabalho foi baseado na classe de
asteroides tipo B.

O trabalho desenvolvido neste Capítulo foi apresentando no International Congress
of Mechanical Engineering (COBEM) ocorrido em Curitiba, na cidade do Paraná
(BR), 2017, e publicado nos anais no Procceedings of the 24th ABCM International
Congress of Mechanical Engineering.

5.1 Introdução

O modelo adotado aqui assume que os dois asteroides do sistema binário são mo-
delados como um dipolo de massa em rotação, com o objetivo de representar um
corpo natural alongado. Santos et al. (2017a) investigaram os pontos de equilíbrio
e suas respectivas curvas de velocidade zero de um sistema binário de asteroides,
considerando o problema restrito síncrono de quatro corpos, em que um dos asteroi-
des foi considerado uma massa pontual e o segundo asteroide (menos massivo) foi
considerado um dipolo de massa em rotação (asteroide do tipo A). Este trabalho é
uma continuação do trabalho de Santos et al. (2017a), onde investigamos as equa-
ções de movimento em um sistema binário de asteroide totalmente síncrono (classe
de asteroide do tipo B). Isto significa que os dois asteroides são modelados como
dipolo de massa em rotação, e que o período de rotação dos asteroides em torno do
próprio eixo é igual ao período de translação dos dois asteroides em torno do centro
de massa do sistema.

5.2 Dinâmica do sistema

O problema restrito de quatro corpos totalmente síncrono tem o objetivo de des-
crever a dinâmica de uma partícula de massa infinitesimal (P ) que se move sob a
influência do campo gravitacional de dois outros corpos massivos alongados (M1 e
M2) que orbitam em torno do centro de massa do sistema. A unidade de distância é
normalizada pela distância do centro de massa do corpo M1 para o centro de massa
do corpo M2. Os dois corpos primários são modelados como um dipolo de massa
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em rotação, ou seja, cada corpo primário é formado por dois corpos hipotéticos com
massas m11 e m12 (para o corpo M1) e m21 e m22 (para corpo M2), como mostra a
Figura 5.1.

Figura 5.1 - Imagem representativa da forma geométrica do sistema em estudo (fora de
escala).

A razão de massa é dada por

µ∗ = m21

m11 + m12 + m21 + m22
. (5.1)

Em termos de unidades canônicas, as massas dos corpos são dadas por

m11 = (1− 2µ∗)/2,

m12 = (1− 2µ∗)/2,

m21 = µ∗/2,

m22 = µ∗/2.

Os corpos primários estão localizados no eixo x, cujas coordenadas são dadas por

x11 = −2µ∗ − d1/2, (5.2)

x12 = −2µ∗ + d1/2, (5.3)
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x21 = −2µ∗ − d2/2 + 1, (5.4)

x22 = −2µ∗ + d2/2 + 1. (5.5)

Aqui d1 é a distância entre o ponto de massa m11 até o ponto de massa m12 (dimensão
de M1) e d2 é a distância do ponto da massa m21 até o ponto da massa m22 (dimensão
de M2). As equações de movimento da partícula de massa infinitesimal, quando
vistas de um sistema de referência girante, são dadas por

ẍ− 2ẏ = Ωx, (5.6)

ÿ + 2ẋ = Ωy, (5.7)

z̈ = Ωz, (5.8)

onde
Ω = x2 + y2

2 + 1− 2µ∗

2r11
+ 1− 2µ∗

2r12
+ µ∗

r21
+ µ∗

r22
, (5.9)

com
r11 = [(x− x11), y, 0]T , (5.10)

r12 = [(x− x12), y, 0]T , (5.11)

r21 = [(x− x21), y, 0]T , (5.12)

r22 = [(x− x22), y, 0]T , (5.13)

em que Ωx, Ωy e Ωz são os derivadas parciais de Ω em relação a x, y e z, respecti-
vamente.

Na forma de primeira ordem, as equações de movimento são

ẋ = vx,

ẏ = vy,

ż = vz,

v̇x = −m11x11/r3
11 −m12x12/r3

12 −m21x21/r3
21 −m22x22/r3

22 + x + 2vy,

v̇y = −m11y/r3
11 −m12y/r3

12 −m21y/r3
21 −m22y/r3

22 + y − 2vx,

v̇z = −m11z/r3
11 −m12z/r3

12 −m21z/r3
21 −m22z/r3

22,

(5.14)

ou simplesmente ẋ = f(x, µ∗), em que x = (x, y, z, vx, vy, vz) é o estado e f é a
função com valor vetorial de seis dimensões dada pelo lado direito da Equação 5.14.
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O PR4CTS possui cinco pontos de equilíbrio, xi, onde f(xi, µ∗) = 0, i = 1, ..., 5.
Eles são rotulados aqui como Li. Os pontos de equilíbrio que estão localizados no
eixo x são chamados de colineares. Estes são L1, L2 e L3. Por outro lado, os pontos
de equilíbrio no plano xy são os pontos L4 e L5. Todos os pontos de equilíbrio
encontrados com este modelo existem no plano xy.

O PR4CTS admite uma integral de movimento, que é dada por,

J(x, µ∗, d1, d2) = (1− 2µ∗)√
(x + 2µ∗ + d1/2)2 + y2 + z2

+ (1− 2µ∗)√
(x + 2µ∗ − d1/2)2 + y2 + z2

+

µ∗√
(x + 2µ∗ + d2/2− 1)2 + y2 + z2

+ µ∗√
(x + 2µ∗ − d2/2− 1)2 + y2 + z2

+(x2 + y2)− (v2
x + v2

y + v2
z).

(5.15)

Observe que J é uma função que depende do estado da partícula, da razão de massa
do sistema e da dimensão dos corpos primários alongados. Para o caso particular
onde a dimensão dos corpos alongados d1 = d2 = 0, nós retornamos ao Problema
Restrito Circular de Três Corpos, onde a constante de Jacobi é função apenas do
estado da partícula (x) e da razão de massa do sistema (µ∗) (DUTT; SHARMA, 2011;
SZEBEHELY, 1967; REN; SHAN, 2014; MCCUSKEY, 1963).

5.3 Resultados

As Figuras 5.2 e 5.3 mostram as coordenadas x dos pontos L1, L2 e L3 para dife-
rentes valores de d1 e d2, respectivamente. Note que na Figura 5.2 (onde variamos a
dimensão de M1) os efeitos modificam levemente as posições de L3. Devido a L1 e L2

estarem distantes de M1, a localização destes pontos de equilíbrio não são alteradas
consideravelmente. Na Figura 5.3 o tamanho de M2 foi modificado. Por esse motivo
os pontos de equilíbrio L1 e L2 tem maior influencia (por estarem mais próximas
do M2) devido à nova distribuição de massa desse corpo. Observe que desta vez a
posição de L3 não é alterado consideravelmente.

A Figura 5.4 mostra como a posição dos pontos de equilíbrio colineares variam
quando aumentamos a razão de massa do sistema. Podemos observar na Figura
5.4 que à medida que aumentamos a razão de massa, a massa de M2 se torna
maior e a massa do M1 diminui. Essa mudança de campo gravitacional de ambos os
corpos, faz com que uma nova configuração seja necessária para estabelecer os pontos
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Figura 5.2 - Variação dos pontos de equilíbrio colineares em função do tamanho do pri-
mário mais massivo.

de equilíbrio. Observe que, à medida que aumentamos a massa de M2, os pontos
de equilíbrio mais próximos de M2 tendem a se distanciar deste corpo, fazendo
com que o ponto de equilíbrio L1 se mova em direção a origem do sistema e o
ponto de equilíbrio L2 se mova se afastando do corpo M2. O ponto de equilíbrio
L3 é mais distante do primário menos massivo, o que dificulta a compreensão da
comportamento deste corpo intuitivamente. As evidências numéricas mostram que,
à medida que aumentamos a razão de massa, o ponto de equilíbrio L3 se afasta dos
corpos primários, fazendo com que uma nova relação entre força centrífuga e força
gravitacional seja necessária para anular a geração deste ponto de equilíbrio.

Alguns testes numéricos foram realizados, onde consideramos µ∗ = 0.0049505,
d1 = 0.736068 e d2 = 0.131440. Esses valores numéricos são baseados no par de
asteroides Alpha − Gamma do sistema de asteroides 2001SN263. A partir destes
valores numéricos, e fazendo f(xi, µ∗) = 0, encontramos cinco raízes reais, das quais
três são colineares (L1, L2 e L3) e os outros dois pontos de equilíbrio (L4 e L5) estão
no plano xy. A localização desses pontos de equilíbrio é mostrada na Tabela 5.1.
A Figura 5.5 mostra as posições dos pontos de equilíbrio (vermelho) em relação ao
centro de massa de cada corpo primário (preto).

Algumas Curvas de V elocidade Zero (CVZ) são mostrados da Figura 5.6 à 5.9.

113



Figura 5.3 - Variação dos pontos de equilíbrio colineares em função do tamanho do pri-
mário menos massivo.

Tabela 5.1 - As posições dos pontos de equilíbrio para o sistema estudado (Alpha-Gamma
do sistema 2001SN263.

Equilibrium points

L1
x 0.8621142586696
y 0

L2
x 1.2000933511901
y 0

L3
x -1.122101868767
y 0

L4
x 0.0046508345280
y 0.9276535170573

L5
x 0.0046508345280
y -0.9276535170573

O codificado de cores indica a velocidade que a partícula terá em cada região. A le-
genda da coluna colorida mostra a velocidade quadrática necessária para atravessar
de uma região para outra. As regiões vermelhas são regiões proibidas, onde o movi-
mento da partícula não é possível. Para uma partícula atingir as regiões vermelhas
com as condições iniciais geradas, é necessário ter velocidade quadrada negativa, o
que é uma impossibilidade física.
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Figura 5.4 - Posições dos pontos de equilíbrio colineares (L1, L2 and L3) para diferentes
valores de µ∗.

Na Figura 5.6 (a) podemos observar que a CVZ, relacionada a energia C∗
1 =

3, 716359670795, toca uma a outra em um ponto chamado L1. Valores ligeiramente
menores que C∗

1 torna possível o deslocamento de um veículo espacial entre M1 e
M2 através do ponto L1. A Figura 5.6 (b) mostra uma aproximação visual da 5.6
(a) em M2 para uma melhor visualização das CVZ próximas a M2.

É importante observar que o veículo espacial que parte inicialmente próxima de M1

e com energia C∗
1 , por exemplo, pode atingir o corpo M2 apenas atravessando o

ponto L1. Podemos observar que, pela Figura 5.6, a transferência entre as regiões
próximas M1 - M2 e o infinito permanece proibida, mas a transferência entre M1 e
M2 é possível.

Diminuindo o valor de C, a curva de velocidade zero próximas a M1 e M2 (interior
oval) se torna maior e a curva externa se torna menor. Quando o valor de C∗ é C∗

2 =
3,34813335305, a oval interna e a externa entram em contato, portanto, temos um
segundo ponto de contato. Esse ponto de contato é chamado L2. Conforme mostrado
na Figura 5.7, é possível observar que para valores ligeiramente menor que C∗ = C∗

2

torna-se possível uma comunicação entre as regiões próximas de M1 −M2 com o
infinito. A Figura 5.7 (b) é uma aproximação visual da Figura 5.7 (a) ao redor do
corpo M2.
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Figura 5.5 - Posições dos pontos de equilíbrio para o sistema estudado (vermelho) e as
posições do centro de massa dos corpos primários (preto).

Figura 5.6 - curvas de velocidade zero. O primeiro ponto de contato ocorre em C∗ =
3.716359670795. (a) Curvas de velocidade zero. (b) Aproximação da Figura
5.6 (a), na região no torno de M2.

Diminuindo ainda mais o valor de C∗ até C∗
3 = 3,2678562132, a região proibida é

reduzida (região vermelha se torna cada vez menor em relação as Figuras 5.6 e 5.7)
e o veículo espacial tem mais regiões onde é possível o movimento, como mostrado
na Figura 5.8. Podemos notar que existe uma conexão entre a região próxima de M1

e o infinito, mas desta vez do lado esquerdo.
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Figura 5.7 - curvas de velocidade zero. O segundo ponto de contato ocorre em C∗ =
3,34813335305. (a) Curvas de velocidade zero. (b) Aproximação da Figura
5.7 (a), na região no torno de M2.

Esse terceiro ponto de contato é chamado L3.

Figura 5.8 - curvas de velocidade zero. O terceiro ponto de contato ocorre em C∗ =
3,2678562132.

Por fim, diminuindo de C∗
3 para C∗

4−5 = 2, 85925963595, a região proibida se torna
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menor quando comparada aos casos anteriores. Observe que apenas as regiões em
torno dos pontos de equilíbrio L4 e L5 permanecem proibidas, como mostra a Figura
5.9. A notação C∗

45 é uma forma abreviada de escrever C4 e C5, porque eles têm os
mesmos valores.

Figura 5.9 - curvas de velocidade zero. O quarto e quinto pontos de contatos ocorrem em
c∗ = 2,85925963595.

5.4 Considerações

Neste trabalho, investigamos a influência que a dimensão dos corpos primários e
suas respectivas massas tem na geração dos pontos de equilíbrio. Para o estudo
quantitativo, percebemos que, à medida que aumentamos a dimensão de M2, os
pontos de equilíbrio L1 e L2 são mais influenciados (porque estão mais próximos
desse corpo) e se afastam de M2. O ponto de equilíbrio L3 não sofre uma mudança
considerável por estar mais distante do corpo M2. Por outro lado, quando variamos
a dimensão de M1, notamos uma mudança considerável na posição do ponto de
equilíbrio L3. No entanto, as posições dos pontos de equilíbrio L1 e L2 praticamente
não são alteradas.

Também foi analisada a influência da razão de massa µ∗ nas posições dos pontos de
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equilíbrio. Evidências numéricas mostram que, à medida que aumentamos a razão
de massa (a massa de M2 se torna maior), todos os pontos de equilíbrio colineares
se afastam de M2. Isso se deve ao fato do campo gravitacional de M2 se tornar
maior (com o aumento de µ∗) e, com isso, uma nova configuração é necessária para
estabelecer os pontos de equilíbrio.

As curvas de velocidade zero foram obtidas para encontrar as regiões nas quais o
movimento do veículo espacial no plano xy é permitido para valores diferentes de
C∗. Neste estudo, verificamos que, à medida que diminuímos o valor da constante de
Jacobi C∗, as regiões onde o movimento é permitido se tornam maiores. Observamos
que quando consideramos as dimensões dos corpos primários, os pontos de equilíbrio
colineares surgem com uma constante de Jacobi maior em relação aos pontos de
equilíbrio do problema restrito clássico de três corpos. Isto significa que, com uma
energia menor da espaçonave é possível sair da vizinhança de um corpo primário
e alcançar o corpo secundário de forma natural. Isto é muito importante para a
astrodinâmica, uma vez que menor energia significa menor gasto de combustível.
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6 DINÂMICA DE UM VEÍCULO ESPACIAL EM TORNO DE UM
COMETA EXTINTO DA FAMÍLIA DE JÚPITER

6.1 Introdução

O asteroide NEO 2017 YE5 fez uma aproximação com Terra em 21 de junho de 2018
a uma distância de cerca de 0,04 au. Este asteroide também é classificado como um
Asteroide Potencialmente Perigoso (Potentially Hazardous Asteroids) pelo banco
de dados de pequenos corpos da Jet Propulsion Laboratory (JPL). Durante seu
sobrevôo próximo à Terra, ele se tornou um interessante alvo de radar para os ob-
servatórios de Arecibo, Goldstone e Green Bank. Assim, as observações de radar
realizadas entre 21 e 26 de junho de 2018 a partir desses radiotelescópios mostraram
que 2017 YE5 é na verdade composto por dois asteroides de tamanho e massa seme-
lhantes em órbita mútua um sobre o outro. Até o momento, apenas quatro binários
de massas quase iguais foram descobertos entre a população NEO, incluindo (69230)
Hermes, (190166) 2005 UP156, 1994 CJ1 e 2017 YE5. As observações realizadas in-
dicaram que o sistema é composto por dois componentes de 900 m cada, separados
por 1,8 km (raios de quatro componentes) (Taylor et al. 2018, 2019). Além disso, os
dados do radar sugerem que os componentes têm formas ligeiramente diferentes e al-
gumas diferenças no brilho da superfície. Observações de curvas de luz fotométricas
deste sistema binário relatadas em Monteiro et al. (2021) confirmou que o período
orbital mútuo deste sistema é de cerca de 24 horas, apoiando as estimativas de radar.
Suas características físicas indicam que é semelhante aos núcleos cometários, tendo
um albedo escuro (em torno de 3 %), um espectro sem características, classificado
como um tipo D, e uma baixa densidade de 0,6 a 1,2 g/cm3 (MONTEIRO et al., 2021).

O parâmetro Tisserand (TJ) é geralmente usado para distinguir cometas e asteroides.
Essa quantidade é uma constante de movimento no problema restrito de três corpos
e é calculada em relação a Júpiter. A maioria dos asteroides do cinturão principal
tem TJ > 3, a maioria dos cometas da família de Júpiter (JFCs) tem 2 < TJ < 3, e
a família Halley e cometas de período longo têm TJ < 2 (Levison 1994). O sistema
YE5 2017 tem um parâmetro Tisserand de TJ = 2,87, implicando em uma órbita
semelhante a um cometa. De acordo com Monteiro et al. (2021), o sistema YE5 2017
é um possível cometa binário da família de Júpiter adormecido, uma vez que suas
características orbitais e físicas são semelhantes às JFCs.

Diferentes NEOs binários serão visitados por veículos espaciais, incluindo (65803)
Didymos, que é o alvo da missão Double Asteroid Redirection Test (DART) da
NASA (NAIDU et al., 2020), (175706) 1996 FG3 e (35107) 1991 VH, que são os alvos
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da missão JANUS da NASA, e o Trojan binário de tamanho igual (617) Patroclus,
que é um dos alvos da missão Lucy da NASA (SOUZA-FELICIANO et al., 2020). A
maioria desses binários são asteroides primitivos, ou seja, ricos em compostos or-
gânicos e voláteis, provavelmente formados além do cinturão principal externo, que
podem fornecer pistas sobre a origem da água e das moléculas prebióticas na Terra
primitiva, por exemplo, (MORBIDELLI et al., 2020; IZIDORO et al., 2013).

Nesse contexto, o binário 2017 YE5 parece ser um alvo plausível para uma missão
espacial, pois pode fornecer detalhes sobre o conteúdo volátil e orgânico na região
próxima à Terra, bem como fornecer pistas sobre diferenças nos processos de forma-
ção de sistemas binários. Além disso, este é um candidato a cometa dormente, o que
o torna um alvo interessante para entender os estados finais dos cometas ou para
investigar os processos dinâmicos que movem os asteroides de órbitas asteroidais
típicas para as semelhantes a cometas.

Uma vez que temos dados observacionais recentes deste sistema, como características
físicas e orbitais, nós realizamos este estudo buscando entender a dinâmica de um
veículo espacial que se encontra na vizinhança do binário 2017 YE5. Uma vez que
os corpos primários são praticamente esféricos e orbitam em torno do centro de
massa de forma circular (MONTEIRO et al., 2021), nós utilizamos o Problema Restrito
Circular de Três Corpos pra realizar este trabalho.

6.2 Equação do movimento

Nesta Seção, definimos o modelo matemático do problema restrito circular de três
corpos (CRTBP) considerando um sistema de referência girante (MOLTON, 1960;
SZEBEHELY, 1967; MCCUSKEY, 1963). Neste problema, assume-se que a dinâmica
de um corpo de massa desprezível, P , é analisada ao viajar no campo gravitacional
gerado por dois primários, M1 e M2, com massas m1, m2, respectivamente, em que
m1 = m2. O corpo de massa infinitesimal (P ) não afeta o movimento dos primários.

As distâncias de P a M1 e M2 são, respectivamente, r1 = [(x − µ)2 + y2 + z2]1/2 e
r2 = [(x + µ)2 + y2 + z2]1/2.

A soma das massas dos primários, em unidade canônica, é m1 + m2 = 1. Então, a
razão de massa do sistema é

µ = m2

m1 + m2
= 0, 5. (6.1)
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As posições dos primários, M1 e M2, nos eixos x, y e z são (1 − µ, 0, 0) e (−µ, 0,
0), respectivamente, o que significa (-0,5, 0) e (0,5, 0) no caso presente de massas
iguais para os primários.

Quando vistas de um sistema girante, as equações de movimento (na forma de
primeira ordem) de partículas de massa negligenciável P , no eixo xyz, são mostradas
na Equação 6.2

ẋ = vx,

v̇x = −(1− µ)(x + µ)/r3
1 − µ(x + µ− 1)/r3

2 + x + 2vy,

ẏ = vy,

v̇y = −(1− µ)y/r3
1 − µy/r3

2 + y − 2vx,

ż = vz,

v̇z = −(1− µ)z/r3
1 − µz/r3

2,

(6.2)

ou ẋ = f(x, µ), onde o vetor de estado é x = (x , y, z, vx, vy, vz) e a função vetorial
de seis dimensões é f , dada pela Equação 6.2 (GIDEA; MASDEMONT, 2007).

O CRTBP tem cinco pontos de equilíbrio, xk, onde f(xk, µ) = 0, k = 1, ..., 5.
Eles são conhecidos como pontos de Lagrange e são rotulados como Lk. Os pontos
colineares (L1, L2, L3) estão localizados no eixo x. Por outro lado, os pontos trian-
gulares (L4, L5) estão localizados no plano xy. Todos os pontos de equilíbrio estão
localizados no plano z = 0.

O CRTBP tem uma integral do movimento, conhecida como integral de Jacobi,
conforme mostrado na Equação 6.3

C(x, µ) = x2 + y2 + 2µ

r1
+ 2(µ)

r2
− (v2

x + v2
y + v2

z). (6.3)

Em particular, se tornarmos a velocidade igual a zero na Equação 6.3, uma região
limite é encontrada, onde a velocidade da partícula é zero (MOLTON, 1960; SZE-

BEHELY, 1967). Esta região é chamada de “Curva de Velocidade Zero” (CVZ).

Em termos matemáticos, esta CVZ é definida por 2 Ω - C = 0 (MCCUSKEY, 1963). A
Equação 6.4 fornece uma expressão matemática da CVZ em coordenadas cartesianas

C = x2 + y2 + 2µ

r1
+ 2(µ)

r2
= V (x, y, z). (6.4)
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onde V (x, y, z) é o potencial modificado.

O movimento do corpo só é possível quando x2 + y2 + 2µ
r1

+ 2(µ)
r2

> C, caso contrário,
o quadrado da velocidade seria negativo, o que é impossibilidade física (SZEBEHELY,
1967; SANTOS et al., 2017a).

6.3 Resultados numéricos

Todas os resultados numéricos obtidos foram realizados no plano xy do sistema,
isto é, consideramos que z = 0 e v̇z = 0. Para calcular a localização dos pontos de
Lagrange de um sistema binário de asteroide é necessário conhecer as características
físicas e orbitais do sistema em análise. Usando os dados mais recentes do sistema
2017 YE5 (MONTEIRO et al., 2021), sabemos que os dois primários, M1 e M2, têm
formas aproximadamente esféricas e a mesma massa, m1 = m2 = 2.3120× 1011 kg.
A distância entre os primários é de 1800 metros.

6.4 Pontos de Lagrange

A localização dos pontos de Lagrange pode ser encontrada resolvendo a equação
∇V (x, y, z) = 0, onde V (x, y, z) é o potencial modificado na Equação 6.4. A Figura
6.1 mostra, em unidade canônica, a distribuição dos cinco pontos de Lagrange do
sistema YE5 2017 e a localização do centro de massa de cada primário. Observe
as simetrias dessas posições. L1 é o ponto médio dos primários. L2 está localizado
simetricamente com L3 e L4 com L5, em relação a L1. Isso se deve ao fato de que
as massas de M1 e M2 são iguais.

A Tabela 6.1 mostra as localizações exatas dos pontos de Lagrange (em unidade
canônica e em km) e suas constantes de Jacobi C para o sistema 2017 YE5.

Cada ponto de equilíbrio está associado a uma constante de Jacobi. O primeiro
ponto de Lagrange (L1) surge quando a constante de Jacobi é C1 = 4, 00. Este é o

Tabela 6.1 - Localização dos pontos de Lagrange e suas constantes de Jacobi C, em uni-
dade canônica, para o sistema 2017 YE5.

x (u.c.) y (u.c.) x (km) y (km) C (u.c.)
L1 1,19841 0 2.15713 0 4,00
L2 1,19841 0 2,15713 0 3,4567962
L3 -1,19841 0 -2,15713 0 3,4567962
L4 0 0,86602 0 1,55884 2,75
L5 0 -0,86602 0 -1,55884 2,75
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Figura 6.1 - Imagem dos cinco pontos de Lagrange e as localizações de M1 (vermelho) e
M2 (verde).

valor C que permite uma transferência orbital entre M1 e M2 em movimento natural.
Esta transferência só pode ser feita através do ponto de Lagrange L1. Observe que,
usando C = 4, 00, uma transferência de uma partícula de massa infinitesimal da
vizinhança de um dos primários para o infinito é impossível, uma vez que este valor
de C não abre as passagens pelos pontos de equilíbrio L2 e L3.

Reduzindo o valor de C, as CV Z internas crescem e as externas diminuem. Quando
C atinge o valor C2−3 = 3, 45 os ovais internas e externas das curvas de velocidade
zero se cruzam nos pontos de Lagrange L2 e L3. Como os primários têm a mesma
massa, esses pontos de Lagrange surgem para a mesma constante de Jacobi (C =
3, 45).

Uma transferência natural entre M1 e M2 ainda é possível e, além disso, também é
possível transferir um veículo espacial entre os primários e o infinito, passando pelos
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pontos de Lagrange L2 e L3.

Aumentando ainda mais a energia do sistema, ou seja, diminuindo a constante de
Jacobi, as regiões proibidas tornam-se menores e as regiões permitidas de movimento
da partícula tornam-se maiores. Quando C atinge o valor C4−5 = 2,75, os pontos de
Lagrange L4 e L5 surgem. Observe que, para valores maiores que C4−5, o movimento
é permitido em todo o espaço.

Todos os pontos de equilíbrio do sistema YE5 2017 são instáveis, uma vez que a
razão de massa do sistema é µ = 0,5 (MCCUSKEY, 1963).

6.5 Órbitas periódicas

Para obter informações sobre as soluções e comportamentos gerais do sistema di-
nâmico, traçamos a superfície da seção. Eles fornecerão alguma assistência para
encontrar as condições iniciais para soluções periódicas.

Consideraremos nesta análise o movimento de um veículo espacial no plano xy, que
gira em torno do eixo Oz a uma velocidade angular ω. Desta forma, definimos a
superfície da seção como C = constante, y = 0 e ẏ > 0. Separamos o hiperplano da
superfície da seção em três partes. Inicialmente, variamos x0 de -1 a -0,55. Depois
disso, variamos x0 de -0,45 a 0,45. Finalmente, variamos x0 de 0,55 a 1 (lembrando
que os primários estão em x1 = -0,5 e x2 = 0,5 com y = 0). Dado o valor de x0

e C, determinamos a magnitude de ẏ0 de acordo com a expressão da constante de
movimento, dada pela Equação 6.3. O sinal de ẏ é determinado pelo fato de as
trajetórias serem selecionadas para serem inicialmente progressivas ou retrógradas;
a direção das setas na Figura 6.5 ilustra uma escolha de sinal para a velocidade na
direção-y. Entre L1 e L3, a direção de movimento para uma trajetória é definida em
relação a M1, enquanto a direção de movimento entre L1 e L2, é definida em relação
a M2.
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Figura 6.2 - Definição de (a) trajetórias prógradas e (b) retrógradas por região.

Em ambas as figuras, a direção do movimento é definida em relação a M1 na caixa
pontilhada à esquerda e em relação a M2 na caixa pontilhada à direita. A direção
do movimento na região externa é definida de forma equivalente a partir de M1 ou
M2.
Fonte: Adaptado de Bosanac (2016).

Caminhos que começam na região externa são equivalentemente definidos como pró-
grados ou retrógrados em relação a qualquer um dos primários. Observe que apenas
a variável x é uma coordenada de posição no gráfico. O eixo vertical é a componente
x da velocidade. Portanto, nesta superfície 2-D da seção, traçamos os pontos (x,
ẋ). No caso considerado aqui, tomamos as unidades de massa, distância entre os
primários e velocidade angular tais que µ = 0,5, d = ω = 1, respectivamente. Para
cada gráfico, normalmente calculamos cerca de 100 condições iniciais diferentes e
3000 cruzamentos no eixo x para cada condição inicial. Fizemos várias superfícies
de seção para diferentes valores da constante de Jacobi C.

A Figura 6.3 mostra uma superfície de seção e representa um subconjunto da dinâ-
mica para C = 4.
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Figura 6.3 - Superfície da seção para C = 4, 00 em torno do sistema YE5 2017.

Este valor da constante de Jacobi é o valor no ponto de equilíbrio L1.

Os pontos vermelhos no mapa correspondem a trajetórias que, inicialmente, são
retrógradas em relação a um dos primários. Por outro lado, as interseções azuis
mostram movimentos que são inicialmente progressivos.

É possível observar que existem dois tipos de soluções periódicas em torno de M1 e
M2 para C = 4. A Figura 6.4 mostra soluções periódicas do período 1, e é dominada
por um ponto central fixo, no eixo x, e uma solução periódica do período 6. Existem
também soluções periódicas em torno de M2. A Figura 6.5 mostra soluções periódicas
do período 1 que é dominado por um ponto central fixo e período 6.

Essas órbitas periódicas em torno de M1 e M2 são cercadas por órbitas quase pe-
riódicas em toros concêntricos. Além disso, observamos vários pontos distribuídos
aleatoriamente, o que pode ser um indicativo de caos. Dizemos “indicação” por-
que uma evidência gráfica nunca é suficiente para concluir a existência do caos. As
condições iniciais para algumas dessas órbitas estão listadas na Tabela 6.2.
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Figura 6.4 - Superfície da seção para C = 4, 00 em torno de M1 (prógrada).

Figura 6.5 - Superfície da seção para C = 4, 00 em torno de M1 (retrógrada).

Tabela 6.2 - Condições iniciais das órbitas periódicas para C = 4,00.

Mi − j Estabilidade T x ẏ s1 s2
M1 − 1 estável 1,326 -0,250 1,185 1,051 0,303
M1 − 6 estável 7,844 -0,035 0,145 1,442 1,225
M2 − 1 estável 1,326 0,25 -1,185 1,051 0,303
M2 − 6 estável 7,844 0,035 -0,145 1,442 1,225
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Figura 6.6 - Superfície da seção para C = 4, 00 em torno de M2 (prógrada).

Figura 6.7 - Superfície da seção para C = 4, 00 em torno de M2 (retrógrada).
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Figura 6.8 - Superfície de seção para C = 3,4567 em torno do sistema 2017 YE5.

Para essas órbitas, calculamos o índice de estabilidade (si), usando a matriz de
monodromia. Como bem conhecido, se | si | > 2, os expoentes característicos das
órbitas são instáveis. Por outro lado, se | si | < 2, eles são estáveis; e, finalmente, | si

| = 2 representa um caso de estabilidade indiferente (BROUCKE, 1969). Este índice
de estabilidade aparece nas colunas seis e sete na Tabela 6.2. A primeira coluna da
Tabela 6.2 fornece Mi − j onde i = 1, 2 (referindo-se aos primários) e j = 1,2,3,
..., n, refere-se ao período da órbita. Por exemplo, M1 − 6 representa uma órbita
periódica em torno de M1 com período 6.

A seguir, calculamos a superfície da seção considerando a constante de Jacobi C2 =
C3 = 3,456796224086153. Eles são mostrados na Figura 6.8.

Conforme mostrado na Figura 6.8, as ilhas retrógradas estáveis (vermelhas) são
maiores em comparação com as ilhas prógradas estáveis (azuis) que estão inseridas
em um mar de possível caos.
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Figura 6.9 - Superfície de seção para C = 3,4567 em torno de M1.

Observe que, para C = C2 = C3, é possível encontrar órbitas periódicas do período 1,
tanto em sentido prógrado quanto retrógrado. Uma vez que as trajetórias retrógradas
emergem em ilhas relacionadas com uma órbita de período 1, elas são geralmente
menos sensíveis as perturbações em relação às trajetórias prógradas.

As Figuras 6.9 e 6.10 são uma aproximação da superfície de seção das órbitas prógra-
das nas proximidades dos corpos M1 e M2, respectivamente. Observe na Figura 6.9
que o movimento progressivo em torno de M1 exibe um comportamento de ordem
superior de tamanho significativo. Isso significa que há uma ilha de período estável
8 e uma ilha de período estável 11 que foram separadas da ilha central prógrada.
Trajetórias dos períodos 8 e 11 também são encontradas em torno de M2, como pode
ser visto na Figura 6.10.
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Figura 6.10 - Superfície de seção para C = 3,4567 em torno de M2.
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Figura 6.11 - Superfície de seção para C = 3,4567 em torno de M1.

Observe que, como no caso anterior, as órbitas periódicas são circundadas por ór-
bitas quase periódicas em círculos concêntricos. Também observamos vários pontos
distribuídos aleatoriamente, o que é uma indicação de caos.

A Figura 6.11 mostra as órbitas periódicas estáveis e CVZ, considerando C = 3,4567,
referindo-se à superfície de seção das órbitas prógradas em torno de M1.

Não plotamos as órbitas em torno de M2 para C = 3,4567 porque as órbitas são
semelhantes às órbitas em torno de M1.

As condições iniciais para algumas dessas órbitas estão listadas na Tabela 6.3.

Por fim, construímos a superfície da seção considerando a constante de Jacobi C =
2,75, como pode ser visto na Figura 6.12.
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Tabela 6.3 - Condições iniciais das órbitas periódicas para C = 3,45991779618.

Mi − j Estabilidade T x ẏ s1 s2
M1 − 1 estável 3,458 -0,973 -0,531 1,051 0,303
M1 − 8 estável 17,58 -0,328 1,918 1,965 1,782
M1 − 11 estável 25.19 -0,330 1,942 1,996 1,734
M2 − 1 estável 3,65 0,322 1,872 1,779 1,753
M2 − 8 estável 17,58 0,328 -1,918 1,965 1,782
M2 − 11 estável 25,19 0,330 -1,942 1,996 1,734

Figura 6.12 - Superfície de seção para C = 2,75 around 2017 YE5 system.
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Figura 6.13 - Superfície de seção para C = 2,75 around M1 (retrógrada).

Observe na Figura 6.12 que não há órbita prógrada estável em torno de cada pri-
mário do sistema YE5 2017 quando C = 2,75. Por outro lado, ainda existem órbitas
retrógradas.

As Figuras 6.13 e 6.14 mostram uma aproximação da superfície da seção para órbitas
retrógradas nas proximidades dos corpos M1 e M2, respectivamente. Observe que,
como nos casos anteriores, há um ponto central fixo ao redor de cada primário. Além
disso, também detectamos comportamento de ordem superior em cada primário.
Observe que existe uma ilha estável do período-6 que foi separada da ilha central
retrógrada.

No lado direito das Figuras 6.13 e 6.14 podemos observar as trajetórias referentes
às órbitas do período-1 e período-6 em torno dos corpos M1 e M2, respectivamente.
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Figura 6.14 - Superfície de seção para C = 3,75 around M2 (retrógrada).

6.6 Variação da velocidade necessária para abrir transferências de dife-
rentes regiões

Nos últimos anos, tem havido grande interesse da comunidade científica em explorar
asteroides e cometas. Tendo isso em mente, calculamos a variação de velocidade
necessária para que um veículo espacial, que está ao redor de um dos primários,
obtenha a energia mínima necessária para possibilitar as transferências entre os
primários e até mesmo para escapar do sistema. Este é o valor mínimo necessário
para uma manobra impulsiva.

Para isso, determinamos uma órbita periódica em torno de M1, com todos os pontos
de equilíbrio fechados pelas curvas de velocidade zero, conforme mostrado na Figura
6.15. A constante de Jacobi usada é C = 5, 00. A Figura 6.15 mostra que uma
transferência orbital natural entre M1 e M2 não é possível. A partir disso, não é
possível para a espaçonave escapar do sistema naturalmente.
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Figura 6.15 - Órbita periódica em torno M1 para C = 5 (órbita prográda).

Tabela 6.4 - Condição inicial da órbita periódica para C = 5.

Mi − j Estabilidade T x ẏ s1 s2
M1 − 1 estável 1.220 -0.342 1.622 0.814 0.607

Algumas características orbitais das órbitas mostradas na Figura 6.15 podem ser
encontradas na Tabela 6.4.

A partir da órbita encontrada na Figura 6.15, queremos encontrar o ∆V necessário
para atingir a energia mínima que permite uma transferência entre os primários
utilizando um acrescimo de velocidade tangencial, ou seja, o ∆V necessário para
que as ovais (CVZ) em torno de M1 e M2 se encontrarem em L1. Sem dúvida que
esse acrescimo de velocidade pode ocorrer em qualquer ponto da órbita e em qualquer
direção.
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Figura 6.16 - ∆V necessário para abrir a passagem pelos pontos de equilíbrio L1, L2/3 e
L4/5 assumindo C = 5.

O objetivo aqui é ter uma noção quantitativa do gasto de combustível necessário,
antes de realizar uma simulação mais detalhada.

Considerando o movimento plano, assumindo y = 0, a posição x da espaçonave
conforme mostrado na Tabela 6.4 e usando a constante de Jacobi C = 4, 00, podemos
usar a Equação 6.3 para encontrar vyc1

necessário para abrir a passagem por L1, onde
vyc1

significa a velocidade vy perpendicular ao eixo x cuja constante de Jacobi é C1.
Obtendo este valor, podemos encontrar ∆V fazendo ∆V = vyc1

- vyc5
.

Em vista disso, calculamos o ∆V necessário para sair de C = 5 e alcançar C1, C2/3 e
C4/5. Os resultados são mostrados na Figura 6.16. Algumas características orbitais
das órbitas mostradas na Figura 6.15 podem ser encontradas na Tabela 6.4.

O ∆V necessário depende da posição da espaçonave em sua órbita em torno dos
primários. Observe que, como essa órbita é aproximadamente circular, o ∆V exigido
é quase o mesmo em qualquer ponto da órbita.

Observe que o ∆V necessário para abrir a passagem dos pontos de equilíbrio L4/5

é maior do que para abrir a passagem em L2/3 pontos. Isso se deve ao fato de
que, quando os pontos de equilíbrio L4/5 são abertos, o movimento da espaçonave é
permitido em toda a região, tornando necessária maior energia.
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Figura 6.17 - ∆V necessário para abrir a passagem pelos pontos de equilíbrio L1, L2/3 e
L4/5 assumindo C = 4, 00 e usando a órbita do período-6.

Realizamos os mesmos cálculos considerando a órbita de período 6, mostrada na
Figura 6.17. Uma visão de M1 e de ∆V necessários para abrir a passagem pelos
pontos de equilíbrio L2/3 e L4/5 são mostrados na Figura 6.17

Observe que quando a manobra é realizada no periastro, menor será o ∆V neces-
sário para abrir os pontos de equilíbrio subsequentes. Esse resultado é de grande
importância, visto que a quantidade de combustível disponível em uma espaçonave
é essencial em uma missão espacial.

Depois de ter encontrado várias órbitas periódicas e calculado suas estabilidades,
pretendemos analisar a influência da pressão da radiação solar sobre essas órbitas
periódicas.

6.7 Efeito na pressão da radiação solar

Após realizar uma análise da dinâmica de uma partícula nas proximidades do sistema
2017 YE5 considerando apenas as forças gravitacionais do sistema, iremos agora
investigar a influência da pressão da radiação solar.

As equações de movimento que usamos na simulação numérica consideram um sis-
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tema inercial onde a origem do sistema de referência coincide com o baricentro do
sistema de asteroides 2017 YE5. As equações de movimento usadas são mostradas
nas Equações 6.5.

ẍ = −µ(x′ − x′
1)

r′13 − µ(x′ − x′
2)

r′23 + Pradx ,

ÿ = −µ(y′ − y′
1)

r′13 − µ(y′ − y′
2)

r′23 + Prady , (6.5)

z̈ = −µ(z′ − z′
1)

r′13 − µ(z′ − z′
2)

r′23 + Pradz ,

em que Pradx , Prady e Pradz representam, respectivamente, os componentes x, y e
z da aceleração devido à pressão da radiação solar (MONTENBRUCK et al., 2002;
BEUTLER, 2005), fornecido pela Equação 6.6.

Prad = Cr
A

m
Ps

r2
0

r′2
sun

r̂, (6.6)

onde Cr é o coeficiente de pressão de radiação. Neste trabalho consideramos Cr =
1,5. m é a massa do veículo espacial e A é a área da seção transversal da partícula
iluminada pelo sol. Ps é a pressão da radiação solar em torno da distância Sol-Terra
e seu valor é de aproximadamente 4, 55× 10−6N/m2; r0 é a distância entre o Sol e a
Terra; r̂ é o vetor da unidade radial do Sol em relação à partícula; r′

sun é a distância
entre o Sol e o veículo espacial dada pela Equação 6.7.

r′
sun =

√
(x′ − xsun)2 + (y′ − ysun)2 + (z′ − zsun)2, (6.7)

onde x′, y′ e z′ são as posições espaciais do veículo espacial no sistema de referência
inercial centrado no baricentro do sistema 2017 YE5. Para determinar as condições
iniciais do Sol

Existem várias partículas interplanetárias, que variam em tamanho e densidade
(JEWITT et al., 2020; FINK; RUBIN, 2012). Para realizar as simulações, utilizou-se
a razão área-massa de 0,01 e 0,1, visando verificar a influência da pressão da radia-
ção solar nas proximidades deste sistema de asteroides. Lembrando que a Equação
6.6 é escrita no referencial inercial centrado no baricentro do sistema 2017 YE5.

Quando o sistema 2017 YE5 está no periélio (rp = 0,818 U.A.), observamos que
a pressão da radiação solar varre toda e qualquer órbita nas proximidades desse
sistema, sem que nenhuma partícula/espaçonave seja capaz de sobreviver ao redor
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Figura 6.18 - Órbita de período-1 em torno de M1 considerando a pressão de radiação
solar usando C = 4, 00.

do sistema.

Por outro lado, quando consideramos A/m = 0, 01 e o sistema de asteroides 2017
YE5 no afélio (ra = 4,818 U.A.), é possível encontrar órbitas que sobrevivem ao
redor de cada corpo primário. A Figura 6.18 mostra uma órbita em torno de M1

considerando a pressão da radiação solar (trajetória vermelha) e quando não conside-
ramos a pressão da radiação solar (trajetória verde). Observe que quando a pressão
da radiação solar é levada em consideração, a órbita oscila em torno do período
orbital periódico-1. Nesta simulação, consideramos a constante de Jacobi C = 4, 00.
Nas simulações numéricas que realizamos (por 1 ano) observamos que o efeito da
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Figura 6.19 - Órbita de período-6 em torno de M1 considerando a pressão de radiação
solar usando C = 4, 00.

pressão da radiação solar, quando o sistema 2017 YE5 está no afélio e A/m = 0, 01,
não é suficiente para fazer as órbitas do período 1 escapar do sistema ou orbitar o
outro primário. Por outro lado, a pressão da radiação solar tem maior influência nas
órbitas com período maior que um, fazendo com que a órbita escape da vizinhança
de um dos primários, como pode ser visto na Figura 6.19.

Observe na Figura 6.19 que quando consideramos a pressão da radiação solar, a
órbita (vermelha) oscila em torno da órbita periódica (verde). Após alguns dias, a
órbita vermelha escapa pelo ponto de equilíbrio L1 (0, 0) e começa a orbitar M2.
Como consideramos a constante de Jacobi C = 4, 00, esse caminho é o único que
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permite a transferência orbital entre os primários. Na Figura 6.19 mostramos até o
momento em que a órbita escapa pelo ponto L1 para evitar poluição visual.

Como as órbitas de um período > 1 têm um índice de estabilidade mais alto em
relação às órbitas do período 1, elas são mais suscetíveis a perturbações de outros
corpos celestes.

Resultados semelhantes foram encontrados ao considerar outras constantes de Ja-
cobi.

6.8 Transferência entre os pontos colineares

Nesta seção, investigaremos transferências orbitais entre os pontos de equilíbrio do
sistema 2017 YE5. Além do efeito gravitacional dos corpos primários, nós investiga-
remos transferências orbitais deste sistema em específico, levando em consideração
a pressão da radiação solar e a perturbação gravitacional do Sol. Queremos inves-
tigar o ∆V necessário para fazer com que um veículo espacial saia de um ponto de
equilíbrio e alcance outro.

Nós consideramos que quando um veículo espacial está sobre um ponto de equilíbrio,
o painel da vela solar está paralela aos raios solares, de tal forma que a influencia
da PRS não altera a posição dos pontos de equilíbrio. Visto isso, a PRS só perturba
o veículo espacial durante a trajetória de transferência. O tipo de transferência que
usaremos para realizar este estudo é a manobra bi-impulsiva. Uma manobra impul-
siva altera instantâneamente a velocidade de um veículo espacial (magnitude e/ou
direção). É o caso limite de uma queima para gerar uma determinada quantidade
de ∆V, quando o tempo de queima tende a zero. Assim, durante uma manobra
impulsiva, apenas a velocidade muda e a posição da espaçonave permanece inalte-
rada. A manobra impulsiva é o modelo mais aplicado na literatura, devido à sua
simplicidade e razoável precisão. É satisfatório para os casos em que a posição da
espaçonave muda apenas ligeiramente durante o tempo de queima. Assim, neste tra-
balho, será utilizada a abordagem de manobras impulsivas, que ocorrem em tempo
zero, produzindo a mudança de velocidade necessária, ∆V, mas deixando a posição
inalterada.

6.9 Metodologia

A Figura 6.9 mostra como essas transferências são simuladas. Começa com a apli-
cação de um primeiro impulso na posição inicial da espaçonave e termina com a
aplicação do segundo impulso na posição final desejada da espaçonave. Conside-
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rando que a espaçonave está posicionada em um ponto de equilíbrio do sistema 2017
EY5, pode ser necessário que a espaçonave mude sua órbita durante uma missão,
de modo que possa estudar e coletar informações sobre cada um dos corpos desse
sistema por exemplo.

Um exemplo de transferência do ponto de Lagrange L1 para o ponto Lagrangre
L3 é mostrado na Figura 6.9. Neste exemplo, a espaçonave está situada no ponto
L1 e deve atingir o ponto L3. Desta forma, uma manobra impulsiva é aplicada
no ponto L1, dando ao veículo espacial a variação necessária da velocidade ∆v1

para iniciar a transferência da órbita 1, direcionada ao ponto L3. Quando o veículo
espacial atinge L3, outra manobra impulsiva é aplicada, dando ao veículo espacial a
variação necessária de velocidade ∆v′

1, objetivando colocar a espaçonave na órbita
final desejada do ponto Lagrange L3. Devido ao fato dessas manobras necessitarem
de dois impulsos para completar a transferências, este tipo de manobra é denominada
de manobra bi-impulsiva. A Figura 6.9 é uma imagem representativa de como as
transferências são simuladas.

Figura 6.20 - Manobra bi-impulsiva do ponto de equilíbrio L1 para L3.

Fonte: Oliveira et al. (2017).

6.10 Problema de valor de contorno

O objetivo desta Seção é encontrar a trajetória de um veículo espacial que sai de
um determinado ponto de equilíbrio e alcança outro. Se o tempo de transferência for
livre, existirá um número infinito de soluções possíveis. Assim, podemos formular
o problema da seguinte forma:“Encontre uma órbita que faça um veículo espacial
alcançar um ponto de equilíbrio a partir de outro ponto de equilíbrio,após um deter-
minado tempo de vôo”. Isso significa que este é um problema de encontrar trajetórias
conectando dois pontos dados em um intervalo de tempo definido.
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No entanto, o sistema de equações que descreve o movimento do veículo espacial
não possui soluções analíticas e integrações numéricas precisam ser aplicadas para
resolver o problema. Portanto, esse problema é tratado como um “Problema de valor
de contorno entre dois pontos” (TPBVP). Existem duas classes distintas de méto-
dos numéricos para resolver TPBVPs, conforme abordado por Press et al. (1987):
Neste trabalho, nós utilizaremos o conhecido médoto shooting. Este método fornece
uma abordagem eficiente para fazer um conjunto de “tiros” de alcance que permite
melhorar a função objetivo sistematicamente. No início, as integrações de teste são
feitas para satisfazer as condições de contorno em um ponto final. O erro entre a
condição final alcançada e a condição de contorno desejada é usada para ajustar os
valores iniciais, até que as condições em ambos os pontos finais sejam finalmente
satisfeitas. O método do shooting é ilustrado na Figura 6.10.

Figura 6.21 - Exemplo esquemático do método de shooting.

Fonte: Oliveira et al. (2017).

Para resolver o TPBV P nesta Seção foram utilizados os seguintes passos:

(i) É necessário dar um valor inicial da posição (r⃗i) e da velocidade (v⃗i). Deste modo,
o estado inicial é completamente conhecido;
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(ii) O estado final é dado pela velocidade final desejada v⃗d e a posição final desejada
r⃗d, assim o estado final é completamente conhecido;

(iii) Em seguida, é preciso determinar um tempo final, τ , e integrar as Equações do
movimento de τ0 = 0 até τf ;

(iv) Depois calcule o novo estado, composto por um vetor velocidade v⃗f , e um vetor
posição r⃗f , ambos obtidos a partir do método de integração numérica.

(v) Finalmente verifique a posição final. Se | r⃗f - r⃗d | é menor do que uma determinada
tolerância (10−5), a solução é encontrada e o processo é interrompido. Caso contrário,
o processo retorna para a etapa (i) e um incremento na velocidade inicial v⃗i é feito.

A solução fornece a trajetória da espaçonave, bem como as quantidades de consumo
de combustível, especificadas pela quantidade de ∆V em todo o tempo de transfe-
rência, ou seja, ∆v1 no lançamento da espaçonave mais ∆v′

1 no ponto final desejado
do veículo espacial. Assim, mudando o tempo de vôo, é possível encontrar uma famí-
lia de órbitas de transferência. Nos resultados também são apresentados os gráficos
com a variação da velocidade ∆V versus o tempo, e a variação da velocidade ∆V
versus o ângulo da trajetória de vôo inicial (ângulo de disparo), conforme feito por
Prado (1996). A definição deste ângulo é tal que o zero está no eixo X apontando
para a direção positiva e aumenta no sentido anti-horário. Essa definição é mostrada
na Figura 6.10.

Neste trabalho, consideramos o tempo de vôo de t = 0,1 dia até 1 dia, isto é, até
um período orbital do sistema.

6.11 Equação do movimento no sistema girante

As equações de movimento do corpo de massa desprezível, no plano x− y (conside-
rando a pressão da radiação solar), quando vistas a partir de um referencial girante,
são dadas pelas Equações mostradas a seguir.

ẍ− 2ẏ = x− µ(x + µ)
((x + µ)2 + y2)3/2 −

µ(x− µ)
((x− µ)2 + y2)3/2 −A(Pradx)

+ Msun

(M1 + M2)

(
(xsun − x)

r3
sun

− xsun

r3
sun

)
,

(6.8)
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Figura 6.22 - Ângulo de disparo.

Fonte: Oliveira et al. (2017).

ÿ + 2ẋ = y − µy

((x + µ)2 + y2)3/2 −
µy

((x− µ)2 + y2)3/2 −A(Prady)

+ Msun

(M1 + M2)

(
(ysun − y)

r3
sun

− ysun

r3
sun

)
,

(6.9)

onde Pradx e Prady representam as componentes x e y da aceleração devido à pres-
são da radiação solar e A é uma rotação instantânea que leva o vetor Prad de
uma estrutura inercial para uma estrutura fixa no corpo (ALJBAAE et al., 2020).
Msun/(M1 + M2) é a massa do Sol em unidade canônica. Observe que precisamos
determinar a massa dos corpos primários para incluir a perturbação gravitacional
do Sol em unidade canônica. Só foi possível determinar a massa do asteroide depois
das recentes observações realizadas por Monteiro et al. (2021), onde foi observado
que o sistema tem o período de rotação em torno do centro de massa de 24 hrs.
Visto isso, nós calculamos a massa dos corpos primários utilizando a terceira lei de
Kepler, onde determinamos M1 = M2 = 2.3120 × 1011. xsun, ysun e zsun definem a
posição do Sol no eixo x, y e z, respectivamente. Nas simulações, consideramos que
o Sol está no plano xy, conseqüentemente zsun = 0.
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6.12 Resultados numéricos

Foram feitas simulações de transferências orbitais entre os pontos de equilíbrio L1

para L2, L2 para L3, L3 para L2 e, finalmente de L1 para L3 do sistema 2017
YE5. Como resultado, são mostradas as parcelas com a correspondente variação
de velocidade em relação ao tempo e a correspondente variação de velocidade em
relação ao ângulo inicial de trajetória de vôo.

A variação de velocidade necessária para realizar uma manobra fornece um número
mais diretamente relacionado ao consumo de combustível, mas requer hipóteses rela-
cionadas à velocidade e posição do veículo espacial no ponto inicial de transferência
e a velocidade e posição final no término da transferência. A primeira família de
orbitas de transferência considera transferências entre o ponto de equilíbrio colinear
L2 para o L1, considerando que o asteroide está no periapse de sua órbita ao redor
do Sol, que é de cerca de 0,818 A.U.

Figura 6.23 - Transferencia de L2 para L1, fornecendo o ângulo de disparo vs ∆V.

É possível observar pela Figura 6.23 que o ângulo de disparo responsável pela família
de transferência orbital de L2 para L1 está em torno de 165◦ e 185◦. Isto ocorre
porque precisamos aplicar o impulso em direção ao ponto de equilíbrio L1, que
está a 180◦ de L2. A Figura 6.24 fornece informações do tempo de voo durante a
transferência em função do ∆V. Observe que para uma transferência muito rápida
(t = 0,1 dia), é necessário um ∆V elevado.
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Figura 6.24 - Transferencia de L2 para L1, fornecendo o tempo de transferência vs ∆V.

Este valor elevado decorre de que o veículo espacial tem de viajar a uma velocidade
alta para alcançar o ponto de equilíbrio em menos tempo. À medida que o tempo de
transferência aumenta, o ∆V necessário para realizar a monobra se torna menor, até
atingir um valor mínimo (∆V = 0,276408, t = 0,35 dias). Isto decorre de que, como
levamos mais tempo para alcançar o destino final, o veículo espacial pode se deslocar
com uma velocidade menor, necessitando assim de um menor ∆V. Depois de atingir
um mínimo, o tempo de transferência se torna maior e o ∆V também aumenta. Isto
fica mais fácil de entender se nós observarmos um gráfico da trajetória do veículo
espacial, conforme podemos ver na Figura 6.25.

Na Figura 6.25 nós plotamos a posição dos corpos primários (círculos em vermelhos),
a trajetória que utilizou o máximo de ∆V (trajetória verde), o mínimo de ∆V
(trajetória azul) e a que levou mais tempo para sair de L2 e alcançar L1 (trajetória
roxa), bem como a posição dos pontos de equilíbrio (EP).

Observe que a trajetória que leva mais tempo (long time), tem um ângulo de disparo
parecido com a trajetória que gasta um ∆V mínimo (trajetória azul e roxa), mas
a trajetória roxa alcança um ponto muito mais alto (em relação ao eixo y) quando
comparado as outras trajetórias. Isto acontece porque o impulso inicial é mais ele-
vado, fazendo o veículo espacial se deslocar por uma distância maior no espaço e
consequentemente gastando mais tempo e combustível para alcançar o destino final
(L1).
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Figura 6.25 - Trajetórias de um veículo espacial que parte de L2 e alcança L1.

É importante notar que a trajetória que leva o menor tempo (verde) tem um ângulo
de disparo de 183.79◦. Esta trajetória busca o caminho mais curto para alcançar o
ponto de equilíbrio L1, consequentemente o veículo espacial colide com M2 durante
essa transferência.

Em seguida, realizamos as simulações de transferência de L2 para L3. As Figuras
6.26 e 6.27 fornecem informações a respeito da variação de velocidade em relação ao
ângulo inicial de trajetória de vôo e da variação de velocidade em relação ao tempo
de vôo, respectivamente.

Observe na Figura 6.26 que o ângulo inicial de disparo se encontra entre 165◦ e
185◦ pelas mesmas razões mencionadas na interpretação da Figura 6.23. Observe
que o tempo de vôo mais curto (t = 0,1 dia) utiliza o ∆V máximo, pois para
alcançar o destino final em menos tempo, é necessário ter uma velocidade maior e
consequentemente um ∆V maior. Também é possível notar que o ∆V necessário
para sair de L2 e alcançar L3 no menor tempo (t = 0,1 dia) é o dobro do valor
encontrado para sair de L2 e alcançar L1 nesse mesmo tempo. Isto ocorre em razão
da simetria do problema. Devido ao fato de que os corpos primários tem massas
iguais, o ponto de equilíbrio L1 está na metade do caminho de L3 em relação a um
veículo espacial que parte de L2. Embora não seja um movimento retilíneo, podemos
interpretar da seguinte maneira. Para a espaçonave percorrer o dobro da distância
(alcançar L3) no mesmo intervalo de tempo que alcançou L1 (t = 0,1), é necessário
dobrar o valor da velocidade.
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Figura 6.26 - Transferencia de L2 para L3, fornecendo o ângulo de disparo vs ∆V.

Figura 6.27 - Transferencia de L2 para L3, fornecendo o tempo de transferência vs ∆V.
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Note nas Figuras 6.26 e 6.27 que existe um ∆V mínimo necessário para que o veículo
espacial alcançe L3 partindo de L2. O ∆V mínimo tem o valor de ∆V = 0,341153
m/s, o tempo de transferência é de t = 0,5917 dias e o ângulo de disparo 171,134◦.
Observe que o ∆V mínimo para alcançar L3 partindo de L2 (para o tempo estimado)
é ligeiramente maior do que o ∆V mínimo para alcançar L1 partindo de L2. Isto
ocorre porque o ponto de equilíbrio L3 está mais distânte de L2 (quando comparado
com L1), sendo necessário maior energia para alcançar a região que se encontra
L3. O tempo de transferência (para o ∆V) também é ligeiramente maior do que o
tempo de transferência para alcançar L1 partindo de L2. Isto ocorre porque o ponto
de equilíbrio L3 é o ponto mais distânte de L2, sendo necessário um maior tempo
para alcançar este ponto utilizando um valor ótimo de ∆V.

Na Figura 6.28 é possível observar a trajetória do veículo espacial que parte de L2

e alcança L3. Na Figura plotamos apenas a trajetória de mínimo ∆V e a trajétória
mais rápida (t = 0,1). Observe que, assim como no caso anterior, a trajetória mais
rápida colide com M2. Por outro lado, a trajétoria otimizada consegue alcançar o
destino final e ainda sim, gastante o mínimo de combustível e gastando apenas 12
horas para realizar a transferência.

Figura 6.28 - Trajetórias de um veículo espacial que parte de L2 e alcança L3.

Finalmente, realizamos as simulações numéricas considerando um veículo espacial
que parte de L3 e alcança L2.
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As famílias de transferências são mostrados nas Figuras 6.29 e 6.30.

Figura 6.29 - Transferencia de L2 para L3, fornecendo o ângulo de disparo vs ∆V.

Figura 6.30 - Transferencia de L2 para L3, fornecendo o tempo de transferência vs ∆V.
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Na Figura 6.29 podemos observar que encontramos uma família de transferências
orbitais para um ângulo de disparo em torno de 0◦ graus, uma vez que L2 faz este
ângulo em relação a um objeto que se encontra em L3 (sentido positivo do eixo
x). Depois, só encontramos famílias de órbitas de transferência quando o ângulo
de disparo está em torno de 345◦ e 360◦. Esta descontinuidade significa que não
encontramos soluções que alcançam L2 partindo de L3 para ângulos de disparo entre
0◦ e 345◦. O valor mínimo (considerando o tempo máximo de 1 dia) para realizar
esta transferência é de ∆V = 0,341152 m/s e ângulo de disparo de 171,13◦.

A Figura 6.30 fornece informações sobre o tempo de vôo. Observe que esta Figura é
muito semelhante a Figura 6.27. Isto decorre do fato da simetria do sistema. Como
os corpos primários do sistema 2017 YE5 tem massas iguais, é necessário o mesmo
impulso para partir dos pontos de equilíbrio simétricos, que nesse caso é L3 e L2.
Isto pode ser verificado através da Figura6.31.

Figura 6.31 - Trajetórias de um veículo espacial que parte de L3 e alcança L2.

Na Figura 6.31 plotamos apenas a trajetória de ∆V mínimo e a trajetória de me-
nor tempo (t = 0,1). Observe a semelhança entre as Figuras 6.28 e 6.31. Podemos
observar que a energia necessária para alcançar L2 partindo de L3 é a mesma do
que realizar o caminho inverso (de L2 para L3). Devido a razão de área/massa ser
pequena (A/m = 0,01), a perturbação devido a pressão da radiação solar não in-
fluencia significativamente a trajetória durante a transferência, uma vez que está
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transferência é realizada em um intervalo de tempo pequeno (no máximo 1 dia).

A perturbação da pressão da radiação solar é, em média, 1000 vezes menor do que
as forças gravitacionais dos corpos primários, então consequentemente, as forças
gravitacionais dos corpos primários que governam predominantemente o movimento
do veículo espacial nesta região e no intervalo de tempo da transferência.

A diferença ∆VL2 to L3 - ∆VL3 to L2 = 5.1 × 10−8 m/s, em que ∆VLi to Lk
significa

∆V necessário para sair de Li e alcançar Lk. A precisão numérica das simulações
é de 10−12. Observe que esse valor da diferença é baixo mas ainda sim diferente
de zero. Se nós não considerarmos a perturbação proveniente do Sol, essa diferença
seria zero.

6.13 Considerações

As localizações exatas dos cinco pontos de Lagrange em um asteroide binário com
origem cometária recém-descoberto foram determinadas, bem como a energia (cons-
tante de Jacobi) necessária associada a esses pontos de equilíbrio. Todos os pontos de
Lagrange estão no plano dos primários (SZEBEHELY, 1967). Os pontos de Lagrange
são regiões do espaço onde existem equilíbrios de forças considerados no modelo. Na
presença de outras forças, eles não são mais pontos de equilíbrio, mas recebem um
mínimo de perturbação, portanto, são ótimos locais para manter um veículo espacial
com manobras de manutenção orbital mínima.

A superfície da seção é uma ferramenta poderosa que permite encontrar órbitas
periódicas em torno de um sistema binário. Construímos esses mapas considerando
o CRTBP em um sistema girante. Ao restringir o nível de energia (ou constante
de Jacobi), reduzimos nosso sistema em uma dimensão, portanto, considerando o
problema planar, o sistema é reduzido a duas dimensões e, conseqüentemente, o
espaço de fase é totalmente representado pela projeção em um plano. Os níveis de
energia utilizados são os dos pontos de equilíbrio.

Encontramos órbitas periódicas estáveis (prógrada e retrógrada), ao redor de cada
primário, com períodos 1, 6, 8, 11, dependendo da constante de Jacobi utilizada.

Construímos tabelas que fornecem as condições iniciais que geram as órbitas perió-
dicas para o sistema 2017 YE5. Essas tabelas também informam a estabilidade das
órbitas periódicas encontradas.

Finalmente, calculamos os valores mínimos que uma manobra impulsiva precisa

156



aplicar a um veículo espacial para permitir transferências entre os pontos de equi-
líbrio colineares. Vimos que durante o tempo de tranferências, a influencia do Sol
não altera significativamente a energia necessária para realizar a manobra e nem a
trajetória percorrida pelo veículo espacial.
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7 DINÂMICA EM TORNO DE UM ASTEROIDE MODELADO COMO
UM TRIPOLO DE MASSA

Este Capítulo fornece a revisão da literatura a respeito da importância dos modelos
simplificados e aborda as equações do movimento de uma partícula de massa infi-
nitesimal em torno de um asteroide que tem uma forma arqueada. Este Capítulo
busca compreender de que forma os principais parâmetros do asteroide influenciam
na dinâmica de uma partícula na sua vizinhança.

O trabalho desenvolvido neste Capítulo foi publicado na Revista Mexicana de As-
tronomía y Astrofísica (SANTOS et al., 2020).

7.1 Introdução

Inspirado no modelo de ligação de partículas duplas, Lan et al. (2017) propôs que
pequenos corpos com formatos convexos podem ser modelados por um modelo de
ligação de partículas triplas determinado por cinco parâmetros: massa do asteroide
em kg (M), velocidade angular em torno do próprio eixo (ω), distância horizontal
entre os pontos de massa m11 e m12 (l1), razão entre l1 e l2 (τ) e a razão de massa
do sistema (β). Esse modelo criado por Lan et al. (2017) é mostrado na Figura 7.1.

Figura 7.1 - Modelo do tripolo de massa em rotação.

Fonte: Lan et al. (2017).

Lan et al. (2017) analisou os asteroides 433 Eros, 243 Ida e a lua marciana M1

Phobos, em que validaram o chamado modelo do tripolo de massa, verificando que
a distribuição do campo gravitacional das regiões anulares instáveis é semelhante à
encontrada no modelo poliédrico. Mais tarde, Yang et al. (2018) propôs o modelo
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de ligação tripla de partículas assimétricas como um passo adicional para melhorar
o modelo de ligação tripla simétrica. Os autores analisaram o modelo de tripolo de
massa assimétrica usando três asteroides alongados diferentes (243 Ida, 433 Eros e
(8567) 1996 HW1) e verificaram que o modelo de tripolo de massa assimétrico é
mais preciso do que seus antecessores, o modelo dipolo e o tripolo simétrico (ZENG

et al., 2016; LAN et al., 2017).

Embora os trabalhos encontrados na literatura tratem da validação do modelo do
tripolo simétrico e assimétrico, uma análise semi-analítica do modelo do tripolo ainda
não foi realizada. Portanto, o principal objetivo do presente trabalho é realizar uma
análise dinâmica em torno de asteroides que possuem uma forma convexa e investigar
quais parâmetros (k, µ∗ e Φ, onde Φ determina o quanto arqueado é o asteroide)
influenciam na distribuição dos pontos de equilíbrio, na estrutura topológica das
curvas de velocidade zero e na condição de estabilidade das soluções estacionárias.
O modelo do tripolo possui um grau de liberdade a mais quando comparado ao
modelo dipolo de massa. Assim, é possível identificar novos parâmetros, como o
ângulo azimutal, e investigar sua influência nas propriedades dinâmicas em torno de
um sistema arqueado. Com isso, os resultados podem ser aplicados para investigar
corpos arqueados naturais alongados, como alguns sistemas de asteroides, núcleos
de cometas e luas do planeta.

Este Capítulo está organizado da seguinte maneira. O modelo e a metodologia são
discutidos na Seção 7.2. Os resultados são analisados e discutidos na Seção 7.3.
Na Seção 7.4, investigamos e comparamos as condições de estabilidade do modelo
adotado neste estudo com sistemas reais de corpos pequenos. Na Seção 7.5, são feitas
algumas considerações finais.

7.2 Estrutura matemática

Nesta Seção, descrevemos o problema restrito de quatro corpos usando o modelo
do tripolo de massa em rotação mostrado na Figura 7.2. Este modelo consiste em
três pontos de massa, M1, M2 e M3, dispostos dentro de um asteroide de formato
irregular. Todas as equações desenvolvidas neste trabalho se referem ao sistema
partícula-asteroide (onde a partícula é um corpo com massa desprezível), ou seja,
as perturbações de outros corpos não são levadas em consideração. As hastes que
conectam M1 a M3 e M2 a M3 tem massa desprezível e o mesmo comprimento L = 1,
que é a unidade canônica. A distância entre M1 e M2 é indicada por l1, enquanto a
distância entre M2 e o eixo x, que contém M3, é indicada por l2. O parâmetro τ é
definido como a razão entre l2 e l∗

1, em que l∗
1 = l1/2, ou seja, τ = l2/l∗

1.
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A origem do sistema de referência (xy) está no centro de massa do asteroide. O
ângulo formado por cada haste com o eixo x é chamado de ângulo azimutal e é
indicado por Φ. Assumimos que ambas as hastes fazem o mesmo ângulo com o eixo
horizontal. A configuração geométrica do asteroide depende desse ângulo. Quanto
mais arqueada a forma do asteroide, maior é o ângulo azimutal. Observe que quando
Φ = 0◦ o comprimento do asteroide é máximo e igual a duas unidades canônicas.
As equações que descrevem o movimento da partícula no plano xy ao redor do tri-
polo estão escritas no sistema de referência girante que gira com velocidade angular
constante ω = 1, em unidades canônicas. A unidade de tempo é definida de modo
que o período de rotação do tripolo seja igual a 2π. Consideramos que M1 e M2 têm
massas iguais, ou seja, m1 = m2.

Figura 7.2 - Representação esquemática do asteroide modelado por um tripolo.

7.2.1 Equação do movimento

Considere que o corpo com massa desprezível (partícula) está localizado em P (x,
y) e seu movimento é governado exclusivamente pelas forças gravitacionais devido
aos corpos primários M1, M2 e M3. M1 e M2 têm massas m1 = m2 = µ∗ e M3 têm
massa m3 = 1− 2µ∗, onde µ∗ é razão de massa definida como

µ∗ = m2

m1 + m2 + m3
. (7.1)

As coordenadas dos corpos primários M1, M2 e M3, em unidades canônicas, são,
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respectivamente, dadas por:

x1 = −cos(Φ), y1 = sin(Φ)− 2µ∗sin(Φ), z1 = 0, (7.2)

x2 = cos(Φ), y2 = sin(Φ)− 2µ∗sin(Φ), z2 = 0, (7.3)

x3 = 0, y3 = −2µ∗sin(Φ), z3 = 0. (7.4)

Usando as unidades canônicas mencionadas acima, a função Hamiltona do sistema
é escrita como (SZEBEHELY, 1967; MCCUSKEY, 1963):

H = (px + y)2 + (py + x)2

2 − x2 + y2

2 − k
(

µ∗

r1
+ µ∗

r2
+ 1− 2µ∗

r3

)
, (7.5)

em que
r1 =

√
(x− x1)2 + (y − y1)2, (7.6)

r2 =
√

(x− x2)2 + (y − y2)2, (7.7)

r3 =
√

(x− x3)2 + (y − y3)2, (7.8)

e px e py são as componentes do momento angular da partícula em relação ao eixo x

e ao eixo y, respectivamente. O parâmetro adimensional k é a razão de força, dada
pela razão entre a força gravitacional e a força centrífuga (ZENG et al., 2018; ZENG

et al., 2016a) dada por
k = G∗M

ω∗2l∗3
1

. (7.9)

O valor de k depende da velocidade angular do asteroide (ω∗) no sistema internacio-
nal de unidades, da massa total do corpo (M) em kg. O comprimento l∗

1 na Equação
7.9 refere-se a distância entre M1 e M2, em metros, e G∗ é a constante gravitacional
universal no sistema internacional de unidades. Portanto, k pode ser calculado após
a obtenção do comprimento do segmento l∗

1. (ZENG et al., 2018; LAN et al., 2017; ZENG

et al., 2016a)

A partir da função Hamiltona, é possível obter as equações de movimento da partí-
cula no sistema de referência girante:

ẋ = ∂H

∂px

= px + y, (7.10)

ẏ = ∂H

∂py

= py − x. (7.11)
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As demais equações dinâmicas são

ṗx = −∂H

∂x
= py − x + Ωx, (7.12)

ṗy = −∂H

∂y
= px − y + Ωy, (7.13)

em que Ωx e Ωy são as derivadas parciais de Ω em relação a x e y, respectivamente,
que são dados por

Ω = x2 + y2

2 + k
(

µ∗

r1
+ µ∗

r2
+ 1− 2µ∗

r3

)
. (7.14)

A Equação 7.14 é uma função escalar, também conhecida como pseudo-potencial,
que é responsável pela aceleração experimentada pela partícula em um sistema de
referência não inercial. As equações de movimento de uma partícula de massa infini-
tesimal no plano xy são (SZEBEHELY, 1967; MURRAY; DERMOTT, 1999; MCCUSKEY,
1963; SCHEERES, 2012):

ẍ− 2ẏ = Ωx, (7.15)

ÿ + 2ẋ = Ωy, (7.16)

que têm a mesma aparência que as equações do problema restrito clássico de três
corpos (SZEBEHELY, 1967; MURRAY; DERMOTT, 1999; MCCUSKEY, 1963; SCHEERES,
2012).

Considerando o movimento no plano xy e multiplicando a Equação 7.15 por 2x e
Equação 7.16 por 2y e, somando-os, temos que

2ẋẍ + 2 ˙yÿ = 2ẋ
∂Ω
∂y

+ 2ẏ
∂Ω
∂y

(7.17)

em que pode ser reescrita como

d(ẋ2 + ẏ2)
dt

= 2dΩ
dt

. (7.18)

Integrando a Equação 7.18 em relação ao tempo, nós encontramos que

v2 = 2Ω− C∗, (7.19)

onde v é a velocidade da partícula e C∗ é uma constante de integração.
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Neste Capítulo, C∗ é chamado de constante de Jacobi modificada, onde modificado
significa que é diferente da constante estudada por Jacobi para o caso do problema
restrito clássico de três corpos (PRCTC). Um caso especial ocorre quando k = 1,
uma vez que a constante de Jacobi modificada tem o mesmo valor que a constante
de Jacobi, correspondente ao PRCTC. Olhando para a Equação 7.19, notamos que
a velocidade da partícula depende apenas do pseudo-potencial e da constante de
integração C∗. A constante C∗ é determinada numericamente em termos da posição
inicial e velocidade da partícula.

7.2.2 Pontos de equilíbrio

As localizações dos pontos de equilíbrio são explicitamente definidas em termos de
µ∗ (e implicitamente em Φ). Fazendo o lado direito das Equações 7.15 e 7.16 iguais
a zero, ou seja, ẋ = ẏ = 0, implica que as acelerações são nulas:

x + k(− µ∗(x− x1)
[(x− x1)2 + (y − y1)2] 3

2
− µ∗(x− x2)

[(x− x2)2 + (y − y2)2] 3
2

− (1− 2µ∗)(x− x3)
[(x− x3)2 + (y − y3)2] 3

2
) = 0,

y + k(− µ∗(y − y1)
[(x− x1)2 + (y − y1)2] 3

2
− µ∗(y − y2)

[(x− x2)2 + (y − y2)2] 3
2

− (1− 2µ∗)(y − y3)
[(x− x3)2 + (y − y3)2] 3

2
) = 0.

(7.20)

As soluções deste sistema de equações podem ser determinadas numericamente.

7.2.3 Análise da estabilidade linear dos pontos de equilíbrio

As aproximações analíticas de primeira ordem para o movimento em relação aos
pontos de equilíbrio (x0, y0) são derivadas por meio da linearização em relação ao
ponto de equilíbrio. As equações variacionais de primeira ordem podem ser resolvidas
para produzir uma aproximação útil. Como uma etapa inicial, considere os seguintes
símbolos,

ξ = x− x0

η = y − y0.
(7.21)

Portanto, ξ e η são as variações relativas ao ponto de equilíbrio definido em termos
de seus números de medida x0 e y0. Então, linearizar as Equações 7.15 e 7.16 sobre
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a solução de equilíbrio resulta

ξ̈ − 2η̇ = Ωxx(x0, y0)ξ + Ωxy(x0, y0)η,

η̈ + 2ξ̇ = Ωxy(x0, y0)ξ + Ωyy(x0, y0)η,
(7.22)

onde as derivadas parciais em (x0, y0) significam que o valor é calculado no ponto de
equilíbrio que está sendo investigado. ξ e η representam as coordenadas da partícula
em relação ao ponto de equilíbrio (x0, y0) e Ωxx, Ωxy, Ωxy e Ωyy são as derivadas
parciais calculadas nestes pontos, dadas por

Ωxx = 1 + k( 3(1− 2µ∗)x2

(x2 + (y − y3)2)5/2 −
1− 2µ∗

(x2 + (y − y3)2)3/2 −
µ∗

((x− x1)2 + (y − y1)2)3/2

+ 3µ∗(x− x1)2

((x− x1)2 + (y − y1)2)5/2 −
µ∗

((x− x2)2 + (y − y2)2)3/2

+ 3µ∗(x− x2)2

((x− x2)2 + (y − y2)2)5/2 ),

Ωyy = 1 + k(3(1− 2µ∗)(y − y3)2

(x2 + (y − y3)2)5/2 −
1− 2µ∗

(x2 + (y − y3)2)3/2 + 3µ∗(y − y1)2

((x− x1)2 + (y − y1)2)5/2

− µ∗

((x− x1)2 + (y − y1)2)3/2 + 3µ∗(y − y2)2

((x− x2)2 + (y − y2)2)5/2

− µ∗

((x− x2)2 + (y − y2)2)3/2 ),

Ωxy = Ωyx = k(3(1− 2µ∗)x(y − y3)
(x2 + (y − y3)2)5/2 + 3µ∗(x− x1)(y − y1)

((x− x1)2 + (y − y1)2)5/2

+ 3µ∗(x− x2)(y − y2)
((x− x2)2 + (y − y2)2)5/2 ).

(7.23)

Da mesma forma que fizemos na Equações 2.34, podemos encontrar as raízes não
triviais da Equação caraterística fazendo:

λ4 + (4− Ω0
xx − Ω0

yy)λ2 + Ω0
xxΩ0

yy − (Ω0
xy)2 = 0. (7.24)
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7.3 Resultados

Nesta Seção, mostraremos os resultados numéricos obtidos em nossas interações
numéricas. O objetivo é obter uma visão geral da dinâmica do problema, o que nos
permitirá tirar algumas conclusões.

7.3.1 Influência de [k, µ∗, Φ] nos pontos de equilíbrio

Começamos calculando os pontos de equilíbrio do sistema. A figura 7.3 (a) mostra
os pontos de massa M1 (círculo verde no lado esquerdo), M2 (círculo verde no lado
direito) e M3 (círculo verde central) e seis pontos de equilíbrio (vermelho) para
Φ = 0◦, µ∗ = 1/3 e k = 1. Os pontos de equilíbrio entre M1 e M3 e entre M2 e M3

se sobrepõem à haste que liga as esferas (veja a Figura 8.1). Portanto, assumimos
que esses pontos de equilíbrio estão dentro do corpo do asteroide.

A Figura 7.3 (b) é semelhante à Figura. 7.3 (a), mas agora µ∗ = 1/3 e k = 1, mas
Φ = 45◦. Nesse caso, existem oito pontos de equilíbrio, todos fora do eixo x. A
mudança de posição ocorre porque é necessária uma nova configuração para atender
às condições de equilíbrio à medida que as posições dos corpos primários mudam,
modificando o valor do ângulo azimutal.

Realizamos investigações numéricas para entender como as coordenadas dos pontos
de equilíbrio externo mudam quando µ∗, k e Φ são variados. Para facilitar esta
análise, identificamos cinco regiões, A, B, C, D e E, como mostrado na Figura
7.4. Observamos que as regiões são simétricas em relação ao eixo y. Observe que
as regiões A, B e E são simétricas em relação ao eixo y, ou seja, se os pontos
de equilíbrio (nas regiões A, B ou E) tiverem coordenadas (x, y), haverá outro
ponto de equilíbrio nas coordenadas (- x, y). Devido a essa propriedade simétrica
das regiões, analisaremos apenas as situações nas quais x é negativo. A Figura 7.4
exibe os pontos de equilíbrio quando µ∗ = 1/3, k = 1 e Φ está variando. A figura
ilustra como os pontos de equilíbrio se movem conforme o parâmetro Φ é variado. Os
ângulos azimutais correspondentes são dados na legenda do gráfico. Pode-se observar
o “caminho” seguido pelos pontos de equilíbrio à medida que Φ aumenta. Para Φ =
90◦, os pontos de equilíbrio são equivalentes a um dipolo alinhado em x = 0 .

Para a região A, plotamos o comportamento dos pontos de equilíbrio no plano xy

em função de µ∗, k e Φ, conforme mostrado na Figura 7.5.

A Figura 7.5 mostra como as coordenadas dos pontos de equilíbrio variam com k,
µ∗ e Φ.
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Figura 7.3 - Pontos de equilíbrio para um ângulo azimutal de (a) 0° e (b) 45°. Nos dois
casos, µ∗ = 1/3.

(a)

(b)
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Figura 7.4 - Pontos de equilíbrio separados por regiões de A a E.

Observe que os gráficos mostram a variação na massa do corpo M3, dada por 1-
2µ∗. Ou seja, se a massa de M3 aumentar, consequentemente, a massa de M1 (e
M2), dada por µ∗, diminui. A barra de cores representa o valor do ângulo azimutal.
Primeiro, investigamos as soluções quando variamos k e mantemos µ∗ e Φ constantes.
Observe na Figura 7.5 que à medida que a rotação do asteroide diminui, ou seja, à
medida que k aumenta, os pontos de equilíbrio se afastam do centro de massa do
sistema. Isso ocorre porque aumentar k implica em diminuir a velocidade angular do
asteroide em torno de seu próprio eixo (veja Equação 7.9), diminuindo assim o valor
da força centrífuga. A condição da existência de um ponto de equilíbrio é que a força
resultante em um ponto no espaço seja zero, ou seja, a força gravitacional e a força
centrífuga devem ter o mesmo valor em módulo, mas direções opostas. Portanto,
para manter a força centrífuga em um valor que neutraliza a força gravitacional, a
distância do centro de massa para posição dos pontos de equilíbrio deve aumentar.
À medida que k aumenta, os pontos de equilíbrio aparecem mais afastados do centro
de massa.

Em seguida, mantendo os valores de k e Φ constantes e variando µ∗, a Figura 7.5
mostra que, à medida que µ∗ se torna menor, o ponto de equilíbrio no eixo x que
está dentro da região A se aproxima do centro de massa do sistema.
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Figura 7.5 - As coordenadas dos pontos de equilíbrio na região A em função de k, µ∗ e Φ.
(a) Posição dos pontos de equilíbrio em x-axis. (b) Posição de equilíbrio dos
pontos no eixo y.

(a)

(b)
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Por outro lado, com uma redução de 1-2 µ∗ (ou seja, aumento de µ∗), os pontos
de equilíbrio no eixo y se afastam do asteroide. Isso acontece porque, à medida que
a massa dos corpos M1 e M2 se torna menor, a força gravitacional na borda do
asteroide diminui no eixo x, o que resulta na redução da força centrífuga do sistema
nesse eixo. Por outro lado, as posições dos pontos de equilíbrio no eixo y se movem
para longe do centro de massa à medida que a força gravitacional nesse eixo se torna
maior devido ao aumento na massa de M3.

Finalmente, à medida que aumentamos Φ, os pontos de equilíbrio na região A ao
longo do eixo x se aproximam do centro de massa do sistema, enquanto os pontos ao
longo do eixo y se afastam do centro de massa do sistema. Esses pontos de equilíbrio
existem apenas quando o ângulo azimutal está entre 0◦ e 76◦. Além desse valor, a
configuração do tripolo não permite a existência de pontos de equilíbrio na região
A.

Para a região B, as variações das coordenadas x e y dos pontos de equilíbrio em
função de k, µ∗ e Φ são mostradas nas Figuras 7.6 (a) e (b), respectivamente. Para
uma melhor visão do caminho percorrido pelos pontos de equilíbrio, quando variamos
os parâmetros k, µ∗ e Φ, inserimos uma curva (linha preta) na região amarela (Φ =
65◦).

Observamos que, à medida que k se torna menor, as posições dos pontos de equilíbrio
na região B se afastam do centro de massa do sistema. Isso é verdade para os pontos
de equilíbrio nos eixos x e y e ocorre pelo mesmo motivo dos pontos de equilíbrio
na região A.

Os pontos de equilíbrio na região B ocorrem para Φ > 26◦. Quando a massa m3

aumenta, os pontos de equilíbrio tendem a se afastar do corpo principal nos eixos x

e y.

Analisando a disposição dos pontos de equilíbrio na região B à medida que aumen-
tamos Φ, descobrimos que os pontos de equilíbrio se movem para cima ao longo do
eixo y e podem cruzar para o semiplano positivo. Diferentemente do que acontece
com as soluções na região A, os pontos de equilíbrio na região B se afastam do
centro de massa do sistema ao longo do eixo x.

A tabela 7.1 resume a direção do deslocamento dos pontos de equilíbrio na região
A e B em relação ao centro de massa do corpo, pois k, µ∗ e Φ variam.
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Figura 7.6 - As coordenadas dos pontos de equilíbrio na região B em função de k, µ∗ e Φ.
(a) Posição dos pontos de equilíbrio em x-axis. (b) Posição de equilíbrio dos
pontos no eixo y.

(a)

(b)
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O símbolo ↗ indica que o parâmetro correspondente está aumentando, enquanto
≡ é usado para indicar parâmetros que estão fixos. As setas direcionais indicam a
direção do deslocamento dos pontos de equilíbrio. Por exemplo, quando mantemos
fixos os valores de k e µ∗ e aumentamos Φ, os pontos de equilíbrio da região A, x

e y movem para a direita (aproximando-se do centro de massa do sistema) e para
cima (afastando-se do centro de massa do sistema), respectivamente.

Tabela 7.1 - Tendências de variação das coordenadas para os pontos de equilíbrio das
regiões A e B.

Resumo, variação
de parâmetros.

Movimento do
ponto de

equilíbrio. Região
A

Movimento do
ponto de

equilíbrio. Região
B

x0 y0 x0 y0
k ↗, 1-2µ∗ ≡, Φ ≡ ← ↑ ← ↓
k ≡, 1-2µ∗ ↗, Φ ≡ → ↑ ← ↑
k ≡, 1-2µ∗ ≡, Φ ↗ → ↑ ← ↑

Em seguida, investigamos as regiões C e D. Nessas duas regiões, as coordenadas dos
pontos de equilíbrio no eixo x são zero para todos os pontos.

A Figura 7.7 mostra a coordenada y dos pontos de equilíbrio em função de k, µ∗ e
Φ. Quando k aumenta, a força centrífuga fica menor, então os pontos de equilíbrio
se afastam de M3. À medida que a massa de M3 aumenta, a força gravitacional na
direção y se torna mais forte, fazendo com que as posições dos pontos de equilíbrio
na região C se movam na direção negativa do eixo y.

Finalmente, à medida que Φ aumenta, os pontos de equilíbrio se movem para baixo
ao longo do eixo y. A Figura 7.7 ilustra que a coordenada y dos pontos de equilíbrio
da região C depende de Φ, e que yC(Φ) se torna menor à medida que aumentamos
o ângulo azimutal. Isso acontece porque, à medida que aumentamos Φ, M1 e M2,
os pontos de equilíbrio se movem para cima ao longo do eixo y. Então, para manter
o centro de massa do sistema na origem, M3 deve estar no semiplano com um eixo
y negativo. Além disso, à medida que Φ aumenta, a coordenada de M3 se torna
cada vez mais negativa, de modo que os pontos de equilíbrio na região C se afastam
de M3 na direção negativa para manter o equilíbrio entre as forças gravitacionais e
centrífugas.
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Figura 7.7 - Comportamento dos pontos de equilíbrio no eixo y da região C é uma função
dos parâmetros k, µ∗ e Φ.

A Figura 7.8 mostra como os pontos de equilíbrio na região D dependem de k, µ∗ e
Φ. À medida que k aumenta, os pontos de equilíbrio se afastam do centro de massa
do sistema. Quando a massa de M3 se torna maior, isto é, à medida que (1-2 µ∗)
aumenta, os pontos de equilíbrio na região D se movem na direção positiva do eixo
y, afastando-se do centro de massa do sistema.

Finalmente, investigamos o comportamento dos pontos de equilíbrio no eixo y

quando aumentamos Φ. Inicialmente, quando aumentamos Φ, os pontos de equi-
líbrio no eixo y se aproximam do centro de massa do sistema. Isso acontece porque,
quando aumentamos o ângulo azimutal, M3 se move para baixo, consequentemente
a força gravitacional no eixo positivo de y se torna mais fraca. Por outro lado, à me-
dida que aumentamos Φ, os corpos M1 e M2 se movem para cima em relação ao eixo
y. Isso faz com que a força gravitacional aumente na região D, agora fazendo com
que os pontos de equilíbrio se movam para cima. Para uma melhor compreensão,
construímos uma figura usando [µ∗, k] = [1/3, 1]T , que mostra o comportamento do
ponto de equilíbrio na região D quando variamos Φ, como mostrado na Figura 7.9.

Então, à medida que aumentamos o valor de Φ, os valores dos pontos de equilíbrio na
região D diminuem, aproximando-se do centro de massa do sistema, atingindo um
mínimo em ΦD = 30,32◦ e a posição y da região D que depende de Φ é y (Φ)D−min

= 0,6664 e depois aumenta novamente, afastando-se do centro de massa do sistema.

A tabela 7.2 resume a direção no deslocamento dos pontos de equilíbrio na região
C e D em relação ao centro de massa do asteroide quando k, µ∗ e Φ variam.
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Figura 7.8 - Comportamento dos pontos de equilíbrio no eixo y da região D é uma função
dos parâmetros k, µ∗ e Φ.

Figura 7.9 - Coordenada y dos pontos de equilíbrio na região D em função de Φ para [µ∗,
k] = [1/3, 1] T .

7.3.2 Influência do ângulo azimutal nas curvas de velocidade zero

O ângulo azimutal é um dos parâmetros principais que governam a estrutura topo-
lógica das curvas de velocidade zero ao redor do sistema do tripolo de massa. Nesta
Seção, esse efeito é investigado. Para as simulações numéricas, mantemos [k, µ∗]T

= [1, 1/3]T e variamos o ângulo Φ no intervalo [0, 90◦]. As curvas de velocidade
zero aqui mostradas, objetivam determinar a ordem do surgimento dos pontos de
equilíbrio. Devido a isso, nós determinamos as curvas mesmo que elas passem por
dentro do corpo analisado.
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Tabela 7.2 - Tendências de variação das coordenadas para os pontos de equilíbrio das
regiões C e D.

Resumo, variação
de parâmetros.

Movimento dos
pontos de

equilíbrio. Região
C

Movimento dos
pontos de

equilíbrio. Região
D

x0 y0 x0 y0
k ↗, 1-2µ∗ ≡, Φ ≡ 0 ↓ 0 ↑
k ≡, 1-2µ∗ ↗, Φ ≡ 0 ↓ 0 ↑
k ≡, 1-2µ∗ ≡, Φ ↗ 0 ↓ 0 ↓ ↑

A Equação 7.19 relaciona o quadrado da velocidade e a posição do corpo de massa
infinitesimal em um sistema de coordenadas girante. Observe que quando a constante
de integração C∗ é determinada numericamente pelas condições iniciais, a Equação
7.19 fornece a velocidade com a qual o corpo de massa infinitesimal se move.

Em particular, se v é zero, a Equação 7.19 define as curvas nas quais a velocidade é
zero. A equação que fornece as curvas de velocidade zero, em coordenadas cartesia-
nas, é:

x2 + y2 + 2µ∗

r1
+ 2µ∗

r2
+ 2(1− 2µ∗)

r3
= C∗ (7.25)

onde r1, r2 e r3 são mostrados nas Equações 7.6, 7.7 e 7.8. As curvas de velocidade
zero no plano xy para seis valores diferentes de Φ são mostradas na Figura 7.10.
Cada curva nos quadros a) a f) da Figura 7.10 corresponde ao valor da constante
de Jacobi para a qual os contatos entre as ovais ocorrem e os pontos de equilíbrio
surgem. O tripolo não está ilustrado na figura.

A Figura 7.10 a) mostra as curvas de velocidade zero quando o ângulo azimutal é
0◦. Observe que, para esse ângulo azimutal, M1, M2 e M3 estão alinhados no eixo
x. Por outro lado, a Figura 7.10 b) mostra as curvas de velocidade zero quando o
ângulo azimutal é 20◦. Para valores pequenos de x e y que satisfaçam a Equação
7.25, os dois primeiros termos são praticamente irrelevantes e a equação pode ser
escrita como:

− µ∗

r1
− µ∗

r2
− 2(1− 2µ∗)

r3
= C∗

2 −
(x2 + y2)

2 = C∗

2 − ϵ. (7.26)

Essa equação fornece as curvas equipotenciais para os três centros de força µ∗, µ∗

e 1-2µ∗, conforme mostrado na Figura 7.10 a) e b). Para valores elevados de C∗,
as ovais consistem em curvas fechadas ao redor de cada corpo. Se diminuirmos C∗,
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as ovais em torno de M1, M2 e M3 (ovais internas) se expandem e os contornos
externos (ovais externos) se movem em direção ao centro de massa do sistema. As
ovais internas se conectam com as ovais externas, resultando nos pontos de equilíbrio
na região A (curva preta) e as ovais entre os corpos também se conectam, resultando
nos pontos de equilíbrio na região E (curva vermelha). Veja as Figuras 7.10 a) e b).

Se C∗ for diminuído ainda mais, as regiões onde o movimento é permitido se tornam
maiores. Isso acontece porque a oval em torno das massas aumenta e se funde com
a oval externa, deixando apenas uma pequena área confinada (regiões C e D), onde
o movimento é impossível. Observe na Figura 7.10 a) que, devido à simetria do
problema, os pontos de equilíbrio nas regiões C e D aparecem com o mesmo valor
de C∗ (curva verde). Por outro lado, quando o ângulo azimutal é diferente de 0◦, os
pontos de equilíbrio nas regiões C e D aparecem para diferentes valores da constante
de Jacobi (curvas verde e azul, respectivamente) mostrados na Figura 7.10 b).

A Figura 7.10 c) mostra as curvas de velocidade zero quando o ângulo azimutal é
de 40◦. A mudança na estrutura topológica das curvas de velocidade zero é evidente
à medida que o ângulo azimutal é variado. Observe na Figura 7.10 c) que, além dos
pontos de contato mostrados nas Figuras 7.10 a) e b), novos pontos de contato emer-
gem (curvas vermelhas) na região B. Por meio de simulações numéricas, observamos
que as regiões B surgem quando o ângulo azimutal é maior que 26◦.

Quando consideramos o ângulo azimutal de 60◦, M1, M2 e M3 formam um triângulo
equilátero em relação ao sistema de referência girante.

Assim, as curvas de velocidade zero têm uma forma simétrica. Quando o ângulo
azimutal é 60◦, os pontos de equilíbrio nas regiões A e C surgem para CA−C =
2,946725190. Da mesma forma, CBD = 3,35803516 é necessário para contatos entre
formas ovais nas regiões B e D. A Figura 7.10 (e) mostra as curvas de velocidade
zero para um ângulo azimutal de 80◦. Na Figura 7.10 (e), observamos que as regiões
A deixam de existir, deixando apenas as regiões B, C, D e E. Isso significa que,
assim como as regiões B dependem do ângulo azimutal para emergir ou desaparecer,
o mesmo acontece com a região A. A região A deixa de existir quando Φ > 76◦.

Finalmente, considerando um ângulo azimutal de 90◦, M1 e M2 se sobrepõe, o que
significa que eles se comportam como um corpo único com massa m = m1 + m2.
Para esta configuração, o sistema é semelhante ao problema restrito clássico de três
corpos, com uma razão de massa de µ∗ = 1/2.
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Figura 7.10 - Influência do ângulo azimutal nas curvas de velocidade zero no plano xy.
a b

c d

e f

(a) Curvas de velocidade zero para um ângulo azimutal de 0◦. (b) Curvas de
velocidade zero para um ângulo azimutal de 20◦. (c) Curvas de velocidade zero
para um ângulo azimutal de 40◦. (d) Curvas de velocidade zero para um ângulo
azimutal de 60◦. (e) Curvas de velocidade zero para um ângulo azimutal de 80 ◦.
(f ) Curvas de velocidade zero para um ângulo azimutal de 90◦.
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Observe nas Figuras 7.10 (a) - (f) que, à medida que aumentamos o ângulo azimutal
de 0 a 90◦, alterações perceptíveis nas curvas de velocidade zero podem ser observa-
das próximo ao asteroide convexo. Observe que as regiões que conectam as ovais se
movem ao longo do plano xy à medida que variamos o ângulo azimutal.

Os valores das constantes de Jacobi modificadas nos pontos de contato em cada
região da Figura 7.10 são mostrados na Figura 7.11. Os números 7.11 (a) - (d)
mostram como os valores da constante de Jacobi nas regiões A, B, C e D (CA,
CB, CC e CD, respectivamente) variam em função do ângulo azimutal Φ. Na Figura
7.11 - a), vemos que os valores da constante de Jacobi CA(Φ) diminuem à medida
que o ângulo azimutal Φ aumenta. Para CB(Φ), observa-se que, inicialmente, o
valor da constante de Jacobi aumenta com o aumento do ângulo azimutal e depois
diminui, conforme mostrado na Figura 7.11 (b). Esse comportamento causa um valor
máximo para CB(Φ), que acontece em CB = 2,989303755, para Φ = 46,524234◦. Por
outro lado, os valores da função CC(Φ) aumentam à medida que aumentamos Φ.
Finalmente, para CD, à medida que aumentamos Φ, inicialmente, os valores de CD

se tornam menores, atingindo um valor mínimo de CD = 2,4120014, quando o ângulo
azimutal é de aproximadamente Φ = 19,987◦ e depois aumenta.

7.3.3 Condição de estabilidade

Agora, vamos nos concentrar na análise das condições de estabilidade para os pontos
de equilíbrio nas regiões D e C (LD e LC), respectivamente, ou seja, pontos que
possuem coordenadas nulas em x. Descrevemos como as condições de estabilidade
para os pontos de equilíbrio LD (e LC) dependem do ângulo azimutal (Φ), da razão
de força (k) e da razão de massa (µ∗). De fato, se algum desses parâmetros forem
alterados, a condição de estabilidade (instável ou estável) desses pontos de equilíbrio
também poderá mudar.

Primeiro, vejamos a condição de estabilidade da região D. A Figura 7.12 mostra
gráficos de Φ versus µ∗, mostrando a transição de estabilidade. Nós vemos na Figura
7.12 a) que, quando o ângulo azimutal aumenta e k = 1, a razão de massa necessária
para manter o ponto de equilíbrio LD estável diminui. Quando o ângulo é 0◦, a razão
de massa máxima para permitir a estabilidade linear do sistema estudado é µ∗ =
0,0742683. Se a razão de massa for maior que esse valor, o ponto de equilíbrio LD

será instável para todos os ângulos azimutais. Observe que, quando Φ → 90◦, as
duas massas do tripolo (m1 e m2) colapsam em um ponto de massa com a razão
de massa 2µ∗. Nesse caso, o ponto LD é semelhante ao ponto de equilíbrio L3 do
problema restrito clássico de três corpos.
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Figura 7.11 - Comportamento da constante de Jacobi nas regiões A, B, C e D, respecti-
vamente, em função do ângulo azimutal.

a b

c d

(a) Valores da constante de Jacobi (CA) nos pontos de equilíbrio versus Φ. (b)
Valores da constante de Jacobi (CB) nos pontos de equilíbrio versus Φ. (c) Valores
da constante de Jacobi (CC) nos pontos de equilíbrio versus Φ. (d) Valores da
constante de Jacobi (CD) nos pontos de equilíbrio versus Φ.
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Portanto, este ponto de equilíbrio é linearmente instável para qualquer razão de
massa, o que está de acordo com a literatura (MCCUSKEY, 1963; SZEBEHELY, 1967;
MOULTON, 1914; MURRAY; DERMOTT, 1999).

Figura 7.12 - Valores da razão de massa (µ∗) versus o ângulo azimutal (Φ) para a condição
de estabilidade do ponto de equilíbrio LD considerando valores diferentes de
k.

a b

c d

(a) Valores da razão de massa (µ∗) versus o ângulo azimutal (Φ) quando k = 1
para a condição de estabilidade do ponto de equilíbrio LD. (b) Valores da razão de
massa (µ∗) versus o ângulo azimutal (Φ) quando k = 3 para a condição de
estabilidade do ponto de equilíbrio LD. (c) Valores da razão de massa (µ∗) versus o
ângulo azimutal (Φ) quando k = 5 para a condição de estabilidade do ponto de
equilíbrio LD. (d) Valores da razão de massa (µ∗) versus o ângulo azimutal (Φ)
quando k = 7 para a condição de estabilidade do ponto de equilíbrio LD.
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Tabela 7.3 - Valores exatos dos autovalores em função dos parametros Φ, µ∗ e k para a
região D.

λ1,2 λ3,4 Φ (grau) µ∗ k
± 0,1820i ± 0,9832i 0 0,01 1
± 0,3973i ± 0,9176i 30 0,01 1
-0,4790± 0,8225i 0,4790± 0,8225i 60 0,01 1
± 3,0139 ± 2,3861i 90 0,01 1
± 0,4568i ± 0,8895i 0 0,05 1
-0,3809 ± 0,8031i 0,3809i ± 0,8031i 30 0,05 1
-0,8463± 0,9878i 0,8463± 0,9878i 60 0,05 1
± 1,8094 ± 1,6635i 90 0,05 1
-0,2075± 0,7369i 0,2075± 0,7369i 0 0,1 1
-0,5344 ± 0,8863i -0,5344 ± 0,8863i 30 0,1 1
-0,9342± 0,9971i 0,9342± 0,9971i 60 0,1 1
± 1,6048 ± 1,5525i 90 0,1 1
λ1,2 λ3,4 Φ (grau) µ∗ k
± 0,1838i ± 0,9829i 0 0,01 3
± 0,3498i ±0,9352i 30 0,01 3
-0,1695± 0,7051i 0,1695± 0,7051i 60 0,01 3
± 0,8243 ± 1,187i 90 0,01 3
± 0,4614i ± 0,8871i 0 0,05 3
-0,3254 ± 0,7740i 0.3254i ± 0.7740i 30 0,05 3
-0,5204± 0,8128i 0,5204± 0,8128ii 60 0,05 3
± 1.0801 ± 1.2944i 90 0,05 3
-0,2108± 0,7378i 0,2108±0,7378i 0 0,1 3
-0,4813 ± 0,8482i 0,4813 ± 0,8482i 30 0,1 3

As Figuras 7.12 (b) a (d) mostram Φ versus µ∗, que ilustram as regiões de estabi-
lidade quando k > 1. Vemos na Figura 7.12 (b) que, para Φ < 70◦, a transição de
estabilidade é semelhante ao caso em que k = 1, mas a bifurcação ocorre quando Φ
∼ 70◦.

Observe no gráfico que uma faixa vertical estreita aparece, fazendo com que o ponto
de equilíbrio LD seja estável para qualquer valor de µ∗. À medida que Φ aumenta,
as condições de estabilidade mudam novamente, tornando o ponto de equilíbrio
estável apenas para valores altos de µ∗. Portanto, observe que, quando o sistema
tem valores baixos de µ∗, os pontos de equilíbrio são linearmente estáveis para Φ
< 76◦. Por outro lado, para um asteroide muito arqueado (Φ > 76◦), o ponto de
equilíbrio LD é linearmente estável quando a razão de massa do sistema é alta.

A Tabela 7.3 fornece informações de alguns autovalores em função dos parametrosΦ,
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µ∗ e k.

A Figura 7.12 (c) mostra a curva de transição de estabilidade para k = 5. Observamos
que quando Φ < 60◦, a curva de transição de estabilidade é semelhante aos casos
anteriores. Também observamos que uma faixa vertical estreita aparece (em torno
de Φ ≈ 65◦) e possui uma área maior em relação ao caso anterior. Isso significa
que também podemos encontrar regiões estáveis quando consideramos altos valores
de Φ (Φ > 60◦) e µ∗. À medida que aumentamos o valor de Φ (quando Φ > 70◦),
o ponto de equilíbrio LD se torna linearmente estável apenas para valores altos de
µ∗. Para valores baixos de µ∗, o ponto de equilíbrio LD é estável quando Φ < 70◦.
As letras S e U mostradas na Figura 7.12 c) são abreviações para condição Estável
(Stable) e Instável (Unstable), respectivamente.

Finalmente, Figura 7.12 (d) mostra a transição de estabilidade quando k = 7. Ob-
serve que, como nos casos anteriores, quando consideramos k = 7, aparece uma faixa
vertical estreita (em torno de Φ ≈ 60◦), permitindo que o ponto de equilíbrio LD

seja linearmente estável para qualquer valor de µ∗. Se aumentarmos gradualmente
µ∗ e Φ, as regiões estáveis permanecerão até Φ = 89, 6◦. Por outro lado, se dimi-
nuirmos µ∗ à medida que aumentamos Φ (de 66◦), a região estável se estende até
Φ = 67◦. Observe nas Figuras 7.12 b) - d) que a área da faixa vertical estreita se
torna maior à medida que aumentamos o valor k. Isso significa que, quanto maior o
valor de k, maior a região que permite a estabilidade linear do ponto de equilíbrio
LD para quaisquer valores de µ∗.

Uma análise semelhante foi realizada para o ponto de equilíbrio LC e os resultados
são mostrados na Figura 7.13. Diferente da Figura 7.12 (a), quando k = 1, a Figura
7.13 (a) mostra que existem dois limites de transição de estabilidade. O primeiro
limite (transição inferior, curva à esquerda) existe para pequenos ângulos azimu-
tais, começando em 0◦, com uma razão de massa de 0,07427949. Acima de 18,351◦,
as evidências numéricas mostram que surge outra transição de estabilidade, como
mostra a curva à direita na Figura 7.12 (a).
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Figura 7.13 - Valores da razão de massa (µ∗) versus o ângulo azimutal (Φ) para a condição
de estabilidade do ponto de equilíbrio LC considerando valores diferentes de
k.

a b

c d

(a) Valores da razão de massa (µ∗) versus o ângulo azimutal (Φ) quando k = 1
para a condição de estabilidade do ponto de equilíbrio LC . (b) Valores da razão de
massa (µ∗) versus o ângulo azimutal (Φ) quando k = 3 para a condição de
estabilidade do ponto de equilíbrio LC . (c) Valores da razão de massa (µ∗) versus o
ângulo azimutal (Φ) quando k = 5 para a condição de estabilidade do ponto de
equilíbrio LC . (d) Valores da razão de massa (µ∗) versus o ângulo azimutal (Φ)
quando k = 7 para a condição de estabilidade do ponto de equilíbrio LC .
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As Figuras 7.13 b) - d) mostram Φ versus µ∗, que ilustram as regiões de estabilidade,
quando k > 1. A figura 7.13 b) mostra duas transições de estabilidade. Observe que
a primeira transição começa quando Φ = 0◦ e µ∗ é aproximadamente 0,074.

A segunda transição de estabilidade começa quando Φ = 25◦, e quando o asteroide
está 80◦ mais arqueado que o caso anterior, portanto, o ponto de equilíbrio LC tem
uma região estável mais ampla em comparação com as obtidas quando k = 1. Para
Φ > 57,5◦, o ponto de equilíbrio LC é instável para qualquer razão de massa.

Se aumentarmos ainda mais o valor de k para k = 5, a região de estabilidade se
tornará ainda maior, conforme mostrado na Figura 7.13 c). A primeira transição de
estabilidade ocorre quando Φ = 0◦ e µ∗ = 0,08. Por outro lado, a segunda curva
surge quando µ∗ = 0 e Φ = 28◦, limitando assim a região que permite que o ponto
de equilíbrio LC seja estável. Se o ângulo azimutal for maior que 68◦, o ponto de
equilíbrio LC se tornará instável para qualquer razão de massa.

Finalmente, fizemos uma análise considerando k = 7. Note da Figura 7.13 d) que,
devido à baixa rotação do asteroide, resulta em uma área maior no gráfico que faz o
ponto de equilíbrio LC linearmente estável. Para k = 7, a primeira transição começa
quando Φ = 0◦ e µ∗ = 0,09. Por outro lado, a segunda transição de estabilidade
começa quando Φ = 29◦ e µ∗ = 0. Isso mostra que, quando aumentamos o valor de
k (ou seja, a velocidade angular de o asteroide se torna mais lenta), as duas curvas
de transição de estabilidade se cruzam quando o ângulo azimutal é alto, variando de
aproximadamente Φ = 35◦ quando k = 1, até Φ = 75◦ quando k = 7. Isso mostra
que, à medida que aumentamos a razão de força k, a região de estabilidade se torna
maior.

7.4 Aplicação

Para validar as equações e os resultados desenvolvidos neste Capítulo, comparamos
os resultados obtidos com quatro corpos celestes, (i) 243 Ida, (ii) 433 Eros, (iii) 1996
(HW1) e (iv) M1 Phobos.

Os parâmetros k, Φ e µ∗ foram obtidos em Lan et al. (2017) (para Ida e M1 Phobos) e
em Yang et al. (2018) (para Eros e 1996 HW1). Os autores estimaram os paramêtros
utilizando métodos de otimização. A estabilidade linear dos pontos de equilíbrio dos
corpos celestes mencionados acima foi obtida por Wang et al. (2014) e usada neste
estudo para fins de comparação. Em Wang et al. (2014), as regiões C e D são os
pontos de equilíbrio E4 e E2, respectivamente.
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Os parâmetros otimizados dos corpos analisados neste estudo são mostrados na
Tabela 7.4, onde Φ é determinado fazendo Φ = arctan (2σ), em que σ é dado por

Tabela 7.4 - Os parâmetros ideais para o modelo do tripolo.

Asteroide k µ∗ Φ
243 Ida 0,402 0,237 19,94◦

M1 Phobos 22,003 0,396 56,09◦

433 Eros 0,434 0,260 18,95◦

1996 (HW1) 3,158 0,443 27,43◦

l2/l1 e foi determinado em Lan et al. (2017) e Yang et al. (2018).

Conhecendo os parâmetros para cada corpo celeste, é possível encontrar as condições
de estabilidade para os pontos de equilíbrio E4 e E2 nas Equações 7.23 e 2.36.

A Figura 7.14 mostra µ∗ versus Φ e ilustra as regiões de estabilidade dos pontos de
equilíbrio LC e LD para os asteroides 1996 HW1, 243 Ida e 433 Eros e M1 Phobos.

As Figuras 7.14 a) e b) representam Φ vs. µ∗ (27,43; 0,44) para o asteroide 1996
HW1. Observamos que o ponto de equilíbrio está fora da região que permite a estabi-
lidade dos pontos de equilíbrio E2 e E4, mostrando que esses pontos de equilíbrio são
instáveis, resultado que coincide com os resultados obtidos por Wang et al. (2014).

As Figuras 7.14 c) e d) mostram a região de estabilidade dos pontos de equilíbrio
E2 e E4 quando k = 22. Plotamos o par ordenado (56,09, 0,396) para o M1 Phobos.
Devido às características (forma, densidade e rotação) do M1 Phobos, os pontos de
equilíbrio E2 e E4 estão dentro da região de estabilidade, tornando esses pontos de
equilíbrio linearmente estáveis.

A estabilidade dos pontos de equilíbrio depende da densidade aparente, da forma
e da velocidade angular dos asteroides. A densidade aparente é obtida a partir da
composição do asteroide, uma característica difícil de mudar. As formas dos asteroi-
des passam a ser modeladas ao longo tempo. Por outro lado, a velocidade angular
do asteroide é alterada devido à aceleração causada pelo efeito YORP (PADDACK,
1969), e podem ser modificadas em dias.

Observe que os pontos de equilíbrio E2 e E4 do M1 Phobos estão próximos do limite
que garante a condição de estabilidade (veja Figura 7.14 (c) e (d)).
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Figura 7.14 - Valores de µ∗ versus Φ para a condição de estabilidade do ponto de equilíbrio
LD (E2) e LC (E4) para um valor específico de k.

a b

c d

e f

Figuras da esquerda referem-se ao ponto de equilíbrio LD (E2). Figuras da direita
referem-se ao ponto de equilíbrio Lc (E4). (a) k = 3,15 do asteroide HW1 de 1996.
(b) k = 3,15 para o asteroide HW1 de 1996. (c) k = 22 para M1 Phobos. (d) k =
22 de M1 Phobos. (e) k = 3,15 dos asteroides 243 Ida e 433 Eros. (f) k = 3,15 dos
asteroides 243 Ida e 433 Eros.

186



Se a velocidade angular desse corpo aumentar, como previsto pelo efeito YORP, k

diminuirá, tornando o ponto de equilíbrio instável. Este resultado mostra a importân-
cia de realizar uma análise generalizada com o objetivo de compreender globalmente
as propriedades dinâmicas nas proximidades dos corpos celestes.

Finalmente, as Figuras 7.14 (e) e (f) fornecem informações sobre a condição de esta-
bilidade dos 243 Ida e 433 Eros. Na Tabela 7.4, vemos que k para os asteroides 243
Ida e 433 Eros estão muito próximos. Por esse motivo, mostraremos os resultados
para esses dois asteroides no mesmo gráfico, nas Figuras 7.14 (e) e (f). Plotamos
(Φ, µ∗) = (18,95, 0,26) e (Φ, µ∗) = (19,94, 0,23) para 433 Eros e 243 Ida, res-
pectivamente. Observamos que os pontos de equilíbrio E2 e E4 (Figura 7.14 (e) e
(f), respectivamente, dos asteroides 243 Ida e 433 Eros são instáveis devido às suas
características físicas e dinâmicas.

Esses resultados mostram que nossa análise generalizada coincide com os resultados
obtidos para um dado asteroide que pode ser modelado como um tripolo de massa
em rotação.

7.5 Considerações

As propriedades dinâmicas do tripolo de massa em rotação foram abordadas neste
Capítulo. O tripolo de massa em rotação consiste em três massas pontuais cuja
forma geométrica depende da forma dos asteroides em análise.

Observamos que o potencial gravitacional depende de três parâmetros livres, que são:
a razão de força, a razão de massa e o ângulo azimutal. Observamos que a quanti-
dade de pontos de equilíbrio que surgem depende da combinação desses parâmetros
livres, podendo ser encontrado de cinco a oito pontos de equilíbrio. A tendência de
variar a localização dos pontos de equilíbrio de acordo com os parâmetros livres é
determinada.

Também analisamos a estrutura topológica das curvas de velocidade zero em relação
ao ângulo azimutal. Observamos que as curvas de velocidade zero em torno do tripolo
de massa em rotação apresentam alterações significativas devido à forma convexa
do asteroide.

Analisando as equações linearizadas, observamos que a condição de estabilidade
dos pontos de equilíbrio na região C e D dependem de k, µ∗ e Φ. Para a região C,
observamos o surgimento de bifurcações quando k > 1. Por outro lado, a estabilidade
dos pontos de equilíbrio na região D tem dois limites de transição de estabilidade
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para qualquer valor de k. Nas duas regiões (C e D), observamos que, à medida que
aumentamos o valor de k, a região de estabilidade se torna maior.

Compreender a dinâmica de uma partícula sujeita ao campo gravitacional de um
asteroide alongado é extremamente importante para a exploração desses corpos. Os
resultados apresentados aqui forneceram uma caracterização global do comporta-
mento dinâmico de uma partícula de massa infinitesimal em torno de um asteroide
modelado como um tripolo de massa em rotação. Isso permitiu uma melhor com-
preensão dos principais fatores que influenciam a estrutura topológica do campo
gravitacional na vizinhança de asteroides com formato convexo. Modelos mais com-
plexos, como o método poliédrico, são muito mais precisos e amplamente utilizados
na análise de um asteroide específico, mas o presente modelo provou ser útil no for-
necimento de informações gerais sobre famílias de asteroides semelhantes ao modelo
do tripolo.
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8 UM MODELO DE PARTÍCULAS LIGADAS PARA ASTEROIDES
ALONGADOS COM DISTRIBUIÇÃO DE MASSA TRIDIMENSIO-
NAL

O objetivo do presente Capítulo é desenvolver um modelo simplificado para des-
crever os campos gravitacionais de asteroides alongados. A relação entre o modelo
simplificado e o asteroide real é construída olhando as localizações dos pontos de
equilíbrio. O modelo proposto consiste em representar um asteroide alongado usando
um sistema de ligação de partículas triplas distribuídas no espaço tridimensional.
É uma extensão do modelo do Capítulo anterior que se concentravam apenas em
modelos bidimensionais. Um método de otimização não linear é usado para deter-
minar os parâmetros de nosso modelo, minimizando os erros de todos os pontos de
equilíbrio externos em relação às soluções calculadas com um modelo mais realista,
o modelo de poliedro, que se assume serem os valores reais de o sistema.

O trabalho desenvolvido neste Capítulo foi publicado na Revista Monthly Notices
of the Royal Astronomical Society (SANTOS et al., 2021).

8.1 Introdução

Como mencionado no Capítulo 7, Lan et al. (2017) propôs o modelo de tripolo de
massa em rotação simétrica argumentando que pequenos corpos convexos podem
ser aproximados por este modelo. Lan et al. (2017) mostrou que, a partir de cinco
parâmetros (que são determinados com a ajuda do modelo poliédrico), é possível
definir a forma geométrica e obter as características físicas de um asteroide, obtendo
assim seu campo gravitacional.

O modelo usando a simetria axial formado por uma ligação de partículas tripla,
usado por Lan et al. (2017), considera os pontos de massa distribuido no plano xy

do asteroide (configuração bidimensional). Mas sabemos que os asteroides têm uma
distribuição espacial de massa (eixo xyz). Diante disso, o objetivo deste trabalho é
melhorar o modelo bidimensional simétrico de ligação tripla de partículas (tripolo
2D), mantendo um formato simplificado, mas considerando a modelagem matemá-
tica tridimensional, dando mais um passo em direção a um cenário mais realista.

Contamos com a otimização não linear para encontrar os parâmetros do nosso mo-
delo proposto, como veremos mais adiante neste Capítulo. As vantagens deste mo-
delo são descritas a seguir.
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• i) Como o modelo proposto considera a distribuição de massa em três di-
mensões, este modelo reproduz a dinâmica do veículo espacial de maneira
mais realista quando comparado ao tripolo de massa em rotação com si-
metria axial bidimensional, e, consequentemente, que o modelo dipolo de
massa em rotação.

• ii) Embora este seja um modelo simplificado, é benéfico realizar uma inves-
tigação qualitativa para analisar os efeitos dos parâmetros do modelo na
dinâmica orbital. Análises qualitativas podem ser usadas para investigar
os efeitos de alguns parâmetros, tais como relacionar as características do
movimento ao redor de asteroides alongados e as propriedades dinâmicas
do corpo (YANG et al., 2015) ou analisar a distribuição de órbitas periódicas
estáveis próximo ao plano equatorial (LAN et al., 2017), etc. Além disso, a
análise qualitativa tem o potencial de realizar um projeto preliminar de
missão real (YANG et al., 2018), deixando estudos detalhados para um es-
tágio posterior baseado em modelos mais precisos, que exigem mais tempo
computacional, mas estudam um pequeno número de trajetórias.

Este Capítulo está organizado da seguinte forma. A Seção 8.2 fornece a equação
normalizada do movimento de uma partícula de massa pontual em torno de asteroi-
des alongados que podem ser modelados como um tripolo de massa em rotação com
simetria axial bidimensional e tridimensional. Uma equação é fornecida de forma
geral, onde podemos derivar a equação do movimento para as situações planares ou
espaciais dos pontos de massas no asteroide na estrutura relativa e girante. Poste-
riormente, a metodologia adotada para determinar os parâmetros do modelo sim-
plificado usando um método de otimização não linear é apresentada na Seção 8.3.
Na Seção 8.4, a metodologia e o modelo propostos são aplicados a três asteroides
irregulares: 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida. Uma comparação do tripolo de
massa em rotação tridimensional com simetria axial e do tripolo de massa em rota-
ção bidimensional com simetria axial em relação ao modelo poliédrico é realizada na
Seção 8.4.1, cujo objetivo é mostrar a vantagem deste novo modelo. Na Seção 8.6,
realizamos simulações numéricas em que construímos grades de condições iniciais,
relacionando o semi-eixo maior e a excentricidade, para caracterizar regiões delimi-
tadas e ilimitadas em torno dos asteroides 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida.
Finalmente, a Seção 8.8 fornece nossas conclusões.
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8.2 Dinâmica do movimento

Nesta Seção, apresentamos o modelo matemático do problema restrito de quatro
corpos, que é uma base para o modelo tridimensional do tripolo de massa em rotação.

A Figura 8.1 mostra três pontos de massa (M1, M2 e M3) dispostos dentro de
um corpo (asteroide ou cometa) que possui uma forma irregular. As equações de
movimento desenvolvidas no sistema de coordenadas girante consideram o sistema
asteroide-espaçonave, o que significa que perturbações de outros corpos celestes e
outras forças externas não são consideradas. Supõe-se que as hastes que conectam
M1 a M3 e M2 a M3, mostradas na Figura 8.1, tenham massa desprezível e o mesmo
comprimento L. Esse comprimento L (em unidade canônica) pode variar dependendo
do asteroide (ou cometa) em estudo. A distância entre M1 e M2 é indicada por d e
é definida como 1 unidade canônica.

Figura 8.1 - Tripolo de massa em rotação no xy plano.

Observe na Figura 8.1 que é possível ver a disposição dos pontos de massa no plano
xy. Como este estudo utiliza um modelo tridimensional, temos que analisar o arranjo
desses pontos de massa no espaço. A Figura 8.2 fornece uma imagem representativa
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da posição de M2 no espaço xyz. Para determinar a posição espacial completa dos
corpos primários, consideramos dois ângulos e, denominaremos de angulo azimutal
(Φ) e ângulo de elevação (Ψ). Observe que a configuração geométrica do asteroide
(ou cometa) depende de Φ e Ψ.

Quando Φ = 0◦, o corpo celeste tem a posição y = 0. Quando Ψ = 90◦, temos o
caso restrito, cujo modelo é o tripolo de massa em rotação planar (bidimensional).
Consideramos que o centro de massa do asteroide é a origem do sistema de referência
(xyz).

Figura 8.2 - Perspectiva das posições dos corpos M1, M2 e M3 no espaço tridimensional.
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Neste trabalho, consideramos que ambas as hastes têm comprimento L, fazem o
mesmo ângulo Φ, em magnitude, com o eixo x e o mesmo ângulo Ψ com o eixo z.

Agora, supomos que uma partícula de massa desprezível esteja localizado na posição
P (x, y, z). A unidade de tempo considerada aqui é o período de rotação do tripolo 3D
(fornecido por 2π). Supõe-se também que a soma das massas dos corpos primários
tem o valor unitário. Também consideramos a unidade de medida de modo que a
constante gravitacional universal G seja também unitária, então G (m1 + m2 +
m3) = 1, onde m1, m2 e m3 são as massas de M1, M2 e M3 em unidade canônica,
respectivamente. Assumimos nesse estudo que m1 = m2. As coordenadas dos corpos
M1, M2 e M3, em unidades canônicas, são, respectivamente, dadas por:

x1 = −L cos Φ sin Ψ; ,

y1 = (1− 2µ∗)L sin Φ, (8.1)

z1 = L cos Φ cos Ψ,

x2 = L cos Φ sin Ψ,

y2 = (1− 2µ∗)L sin Φ, (8.2)

z2 = L cos Φ cos Ψ,

x3 = 0,

y3 = −2µ∗L sin Φ, (8.3)

z3 = −2µ∗L cos Φ cos Ψ/(1− 2µ∗),

em que µ∗ é a razão de massa definida como

µ∗ = m2

m1 + m2 + m3
(8.4)

A partir das unidades canônicas mencionadas anteriormente, a função lagrangiana
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do sistema é dada por:

Lrotating(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) = (ẋ2 + ẏ2 + ż2) + (xẏ − yẋ)/2 + (x2 + y2)/2

+ k(µ∗/r1 + µ∗/r2 + (1− 2µ∗)/r3) (8.5)

onde
r1 =

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 (8.6)

r2 =
√

(x− x2)2 + (y − y2)2 + (z − z2)2 (8.7)

r3 =
√

(x− x3)2 + (y − y3)2 + (z − z3)2 (8.8)

k é denominada de razão de força e é dada pela Equação 8.9 (ZENG et al., 2015)

k = G∗M

ω2∗d∗3 (8.9)

Observe que k é uma quantidade adimensional e depende do vetor de velocidade
angular do asteroide, indicado por ω∗ = [0, 0, ω∗]T , em radianos por segundo, M é a
massa total do corpo em estudo em quilogramas e d∗ é a distância entre M1 e M2,
em metros e G∗ é a constante de gravitação universal, dada no sistema internacional
de unidades (LAN et al., 2017).

A formulação Hamiltoniana é dada por

H = ẋpx + ẏpy + żpz − Lrotating. (8.10)

Depois de algumas simplicações, nós obtemos o correspondente

H(x, y, z, px, py, pz) =
p2

x + p2
y + p2

z

2 − (xpy − ypx)
2 −k

(
µ∗

r1
+ µ∗

r2
+ 1− 2µ∗

r3

)
(8.11)

Observe que o Hamiltoniano H é uma função das coordenadas e do momento conju-
gado p da partícula. Devido ao fato de o Hamiltoniano ser independente do tempo,
é possível dizer que seu valor é conservado (BENACCHIO, 2007; BROUCKE, 1968;
WORTHINGTON, 2012). px, py e pz estão associados ao momento conjugado da espa-
çonave em relação ao eixo x, eixo y e eixo z, respectivamente.
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Definimos o potencial efetivo por

Ω = x2 + y2

2 + k
(

µ∗

r1
+ µ∗

r2
+ 1− 2µ∗

r3

)
(8.12)

Da função Hamiltoniana, dada pela Equação 8.11, é possível determinar as equações
de movimento da espaçonave no sistema de referência girante, dadas por:

ẍ− 2ẏ = Ωx, (8.13)

ÿ + 2ẋ = Ωy, (8.14)

z̈ = Ωz. (8.15)

onde Ωx, Ωy e Ωz é o gradiente do potencial efetivo em função de x, y e z, respecti-
vamente.

As equações consideradas nesta Seção, em particular a função Hamiltoniana (Equa-
ção (8.11)) e as equações de movimento dadas pelas Equações (8.13 - 8.15), podem
ser usadas para o modelo de tripolo de massa em rotação bidimensional (tripole 2D)
ou tridimensional (tripole 3D). As equações do movimento dada pelas Equações
8.13 - 8.15 são necessárias para determinar os principais parâmetros do asteroide em
estudo, conforme veremos na Seção 8.3.

Na Seção 8.6, realizamos simulações numéricas considerando a força gravitacional do
corpo na qual queremos colocar um veículo espacial em órbita (asteroide ou cometa),
levando em consideração a pressão da radiação solar e a atração gravitacional do
Sol. A equação de movimento usada na simulação numérica considera um sistema
de referência centrado no centro de massa do asteroide. Para isso, consideramos
que o Sol orbita em torno desse sistema de referência. Para gerar as condições
iniciais do Sol, foi feito o seguinte procedimento: Primeiro consideramos a equação
do movimento circular (iniciando no perigeu) do Sol em torno do centro de massa
do asteroide, dada por

ra = asun(1− e2)
(1 + e cos[f0 + ωsunT ]) , (8.16)

em que asun e e são, respctivamente, o semi-eixo maior do Sol e a excentricidade da
órbita do Sol em torno do centro de massa do asteroide em estudo. f0 é a anomalia
média inicial do Sol, que consideramos π. Finalmente, ωsun é a velocidade angular
do sol em torno do centro de massa do asteroide em análise. Depois de encontrar ra

em metros, nós dividimos por d∗ objetivando encontrar os valores de ra em unidade
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canônica. O fator de normalização d∗ pode ser determinado pela Equação 8.9. Feito
isso, nós podemos determinar a posição do Sol no sistema cartesiano, dado por

xsun = racos(f0 + ωsunT )

ysun = rasen(f0 + ωsunT )
(8.17)

Podemos observar pela Equação 8.17 que consideramos o movimento do Sol circular
em torno do centro de massa do asteroide (como se o Sol estivesse sempre no perigeu
objetivando perturbar bastante o sistema). Os dados orbitais do Sol em relação ao
centro de massa dos asteroides são mostrados na Tabela 8.1. Os dados fornecidos

Tabela 8.1 - Dados orbitais do Sol em relação ao centro de massa dos asteroides.

Asteroide asun(×108km) e ωsun(rad/s)
Massa (×1015kg)
Geographos 1,8629 0,3354 1,43158×10−7

0,004
243 Ida 4,281 0,0452 4,11292×10−8

100
433 Eros 2,181 0,223 1,1306×10−7

6,69

na Tabela 8.1 foram retirados do site da NASA que pode ser visto através do link
https://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/asteroidfact.html.

A equação de movimento usada na simulação numérica é mostrada a seguir.

ẍ = −kµ∗(x′ − x′
1)

r′13 − kµ∗(x′ − x′
2)

r′23 − k(1− 2µ∗)(x′ − x′
3)

r′33 − Pradx

+ ksun
Msun

Mast

(
(xsun − x′)

r′3
sun

− xsun

r3
sun

)
, (8.18)

ÿ = −kµ∗(y′ − y′
1)

r′13 − kµ∗(y′ − y′
2)

r′23 − k(1− 2µ∗)(y′ − y′
3)

r′33 − Prady

+ ksun
Msun

Mast

(
(ysun − y′)

r′3
sun

− ysun

r3
sun

)
, (8.19)
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z̈ = −kµ∗(z′ − z′
1)

r′13 − kµ∗(z′ − z′
2)

r′23 − k(1− 2µ∗)(z′ − z′
3)

r′33 − Pradz

+ ksun
Msun

Mast

(
(zsun − z′)

r′3
sun

− zsun

r3
sun

)
, (8.20)

onde ksun é a razão de força do Sol, Msun/Mast é a massa do Sol em unidade canônica,
xsun, ysun e zsun definem a posição do Sol no eixo x, y e z, respectivamente. Nas
simulações, consideramos que o Sol está no plano xy, consequentemente, zsun = 0.
As posições dos corpos primários M1, M2 e M3, na estrutura inercial é dado pelas
próximas equações, respectivamente.

x′
1 = −L cos Φ sin Ψ cos T − (1− 2µ∗)L sin Φ sin T,

y′
1 = −L cos Φ sin Ψ sin T + (1− 2µ∗)L sin Φ cos T, (8.21)

z′
1 = L cos Φ cos Ψ,

x′
2 = L cos Φ sin Ψ cos T − (1− 2µ∗)L sin Φ sin T,

y′
2 = L cos Φ sin Ψ sin T + (1− 2µ∗)L sin Φ cos T, (8.22)

z′
2 = L cos Φ cos Ψ,

x′
3 = 2µ∗L sin Φ sin T,

y′
3 = −2µ∗L sin Φ cos T, (8.23)

z′
3 = −2µ∗L cos Φ cos Ψ/(1− 2 ∗ µ∗).

onde T é o tempo. A distância da partícula de massa pontual dos corpos M1, M2 e
M3, no sistema relativa ao asteroide é, respectivamente, dada pelas Equações, 8.24
até 8.26. 8.26.

r1 =
√

(x′ − x′
1)2 + (y′ − y′

1)2 + (z′ − z′
1)2, (8.24)

r2 =
√

(x′ − x′
2)2 + (y′ − y′

2)2 + (z′ − z′
2)2, (8.25)

r3 =
√

(x′ − x′
3)2 + (y′ − y′

3)2 + (z′ − z′
3)2. (8.26)

Por outro lado, r′
sun e rsun é a distância da partícula-Sol e a distância Sol-asteroide,
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respectivamente, dadas pelas Equações 8.27 e 8.28.

r′
sun =

√
(x′ − xsun)2 + (y′ − ysun)2 + (z′ − zsun)2, (8.27)

rsun =
√

x2
sun + y2

sun + z2
sun, (8.28)

onde xsun, ysun e zsun, definem a posição do Sol no sistema inercial no eixo x,
y e z, respectivamente. O valor que adotamos para a massa da espaçonave nas
simulações foi de m = 100 kg e a área do painel solar foi de A = 1, 0 m2, então
A/m = 0, 01 m2/kg.

8.3 Determinação dos parâmetros para o modelo simétrico de ligação
tripla de partículas em 2D e 3D

Dois modelos diferentes de ligação tripla de partículas foram apresentadas nesta
Tese, tripolo 2D (Seção 7) e tripolo 3D (Seçãotripolo3D). Cada modelo de ligação
de partículas possui parâmetros desconhecidos, e esses parâmetros precisam ser de-
terminados para fornecer um conjunto completo de equações para o modelo. Neste
estudo, considerando o modelo simplificado, a massa total e a velocidade angular
dos asteroides são equivalentes aos valores reais desses mesmos asteroides. Portanto,
o modelo de ligação de partículas triplas 2D possui apenas quatro parâmetros des-
conhecidos, que são Φ [rad], L [unidade canônica], k [adimensional] e µ∗ [unidade
canônica] O modelo tridimensional de ligação de partículas triplas é mais compli-
cado. Ele possui cinco parâmetros desconhecidos, que são Φ [rad], Ψ [rad], L [unidade
canônica], k [sem dimensão] e µ∗ [unidade canônica].

Os parâmetros desconhecidos são determinados usando as posições dos pontos de
equilíbrio, semelhante à abordagem usada por Yang et al. (2018). Devido ao fato
de que queremos determinar os principais parâmetros para representar o campo
gravitacional de um asteroide específico considerando o modelo de ligação tripla,
inicialmente focamos que só existe esse asteroide no espaço, uma vez que suas ca-
racterísticas físicas não dependem da presença de outros corpos celestes. A ideia
principal é encontrar os parâmetros que geram pontos de equilíbrio o mais pró-
ximo possível dos obtidos usando o modelo poliédrico. A localização dos pontos de
equilíbrio [x̂E, ŷE, ẑE] pode ser determinada como mostrado pela Equação 8.29.

Ωx(x̂E, ŷE, ẑE) = Ωy(x̂E, ŷE, ẑE) = Ωz(x̂E, ŷE, ẑE) = 0. (8.29)

A ideia de Yang et al. (2018) é encontrar os parâmetros do modelo do tripolo que
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minimizem as diferenças de todos os pontos de equilíbrio externos entre o modelo
simplificado e o poliédrico. O método usado para determinar os parâmetros para o
modelo do tripolo de massa em rotação tridimensional é descrito abaixo.

As variáveis de otimização para o modelo simplificado são X = [Φ, Ψ, L, k, µ∗]. Antes
da otimização, definimos as restrições para cada variável usando os limites inferio-
res [Φmin, Ψmin, Lmin, kmin, µ∗

min] e o limites superiores [Φmax, Ψmax, Lmax, kmax, µ∗
max]

para esses parâmetros. Para problemas de otimização não linear, o índice de desem-
penho é definido como

J(Φ, Ψ, L, k, µ∗) =
n∑

i=1

√
(x̂Ti

d∗ − xPi
)2 + (ŷTi

d∗ − yPi
)2 + (ẑTi

d∗ − zPi
)2, (8.30)

onde [x̂Ti
, ŷTi

, ẑTi
] são as posições, em unidades canônicas, dos pontos de equilíbrio

obtidos pelos métodos simplificados (modelos tripolo 2D ou 3D). Observe que d∗

pode ser obtido na Equação 8.9. Por outro lado, [xPi
, yPi

, zPi
] representam os locais

dos pontos de equilíbrio (em metros) obtidos pelo modelo do poliedro. O índice
i corresponde ao i-ésimo ponto de equilíbrio e, finalmente, n é o número total de
pontos de equilíbrio externos. As restrições de igualdade (ceq = 0) para os modelos
do tripolo 2D e 3D são mostradas nas Equações. 8.31 e 8.32, respectivamente,

ceq =
m1 + m2 + m3 − 1

L cos Φ− 1/2

 , (8.31)

ceq =
m1 + m2 + m3 − 1
L cos Φ sin Ψ− 1/2

 . (8.32)

Estas retrições são determinadas para determinar os parâmetros em unidades canô-
nicas, uma vez que a soma das massas tem que ser igual a unidade e o comprimento
total das hastes (2L) tem que valer uma unidade canônica.

Matematicamente, podemos escrever o índice de desempenho como uma minimiza-
ção restrita, conforme mostrado na Equação 8.33.

min J(Φ, Ψ, L, k, µ∗)de tal forma que ceq = 0, (8.33)

onde J(Φ, Ψ, L, k, µ∗) é uma função que retorna um escalar e ceq são funções
que retornam vetores. Aqui, usamos rotinas de otimização não linear desenvolvidas
pelo Matlab para encontrar as soluções ideais com o objetivo de minimizar J. O
problema de otimização é definido e resolvido com um método de programação não
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linear (PNL).

8.4 Aplicação a asteroides alongados realistas

Nesta Seção, aplicamos os modelos de ligação de partículas mencionados nas seções
anteriores a três asteroides alongados realistas. Os asteroides são: 1620 Gegraphos,
433 Eros e 243 Ida. O método de otimização é usado para determinar os parâmetros
do modelo simplificado, conforme mostrado nesta Seção. Depois disso, demonstra-
mos o desempenho aprimorado do modelo de ligação tripla de partículas com sime-
tria axial tridimensionais em relação ao modelo de ligação tripla de partículas com
simetria axial bidimensional.

8.4.1 Parâmetros da amostra de asteroides alongados

Os parâmetros físicos e orbitais dos asteroides 1620 Geographos, 433 Eros e 243
Ida foram obtidos de (ROZITIS; GREEN, 2014; CARRY, 2012) e (BAER et al., 2011),
respectivamente, e podem ser encontrados na Tabela 8.2. Neste estudo, também
aplicamos a estrutura de gravidade Mascon usando uma fonte poliédrica modelada
para representar com precisão o campo gravitacional desses asteroides (CHANUT

et al., 2015a). Recomendamos que os leitores revisem os detalhes deste método em
(ALJBAAE et al., 2017).

Depois de adaptar a forma de cada asteroide ao nosso estudo, de acordo com o
procedimento apresentado em (CHANUT et al., 2015b), usamos a abordagem Mascon
para calcular com precisão as posições dos pontos de equilíbrio. A tabela 8.2 fornece
os resultados.

Lembrando que consideraremos apenas os pontos de equilíbrio externos, devido ao
fato de que os pontos de equilíbrio interno não têm significado físico.

Para realizar as simulações, é necessário determinar o limite de restrições de cada
asteroide em estudo usando o modelo de ligação de partículas, onde são escolhidas
da seguinte forma:

a) modelo 3D de ligação tripla de partículas:

Para cada asteroide, [Φmin, Φmax] são definidos como [-0,5, 0,5] rad, [Ψmin,
Ψmax] são definido como [1.39626, 1.91986], [Lmin, Lmax] são definidos como
[0, 2], [kmin, kmax] são definidos como [0, 9] e [µ∗

min, µ∗
max] estão definidos

como [0,001, 0,999]
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b) modelo 2D de ligação tripla de partículas:

Para cada asteroide, [Φmin, Φmax] são configurados para [-0,5, 0,5] rad,
[Lmin, Lmax] são configurados para [0, 2], [kmin., kmax] estão definidos como
[0, 9] e [µ∗

min, µ∗
max] estão definidos para [0,001, 0,999]

As restrições de limite dos parâmetros geométricos Φ, Ψ, L são determinadas com
base nas formas reais dos asteroides. Devido à forma geométrica do corpo e às infor-
mações obtidas dos pontos de equilíbrio do modelo de alta fidelidade, observamos
que os pontos de equilíbrio E1 e E3 não possuem valores altos no eixo y, fazendo-nos
considerar o ângulo do azimute variando de - 30◦ a + 30◦. Observando os valores
dos pontos de equilíbrio no eixo z, é possível notar que esses asteroides não possuem
uma distribuição de massa muito alta no eixo z, portanto, consideramos o ângulo
de elevação variando entre - 20◦ e + 20◦. Finalmente, sabendo que, pela definição
teórica de nosso estudo, de que a distância entre M1 e M2 é uma unidade canônica,
logo concluímos que o valor de L não está muito acima desse valor numérico.

As restrições de limite dos parâmetros físicos, k e µ∗, foram determinadas da se-
guinte forma. Através dos artigos da literatura que utilizam o modelo de partículas
ligadas (LAN et al., 2017; YANG et al., 2018; ZENG et al., 2015), observamos que o va-
lor de k encontrado nos asteroides variam entre 0,4 e 9, por isso consideramos como
estimativa inicial os valores entre 0 e 9. Por outro lado, as restrições de contorno
das massas foram definidas com base em seus intervalos teóricos.

Após a otimização, se o valor de um dos parâmetros estiver próximo do limite do
contorno, modificamos sua faixa e realizamos a otimização novamente. Este procedi-
mento é realizado até que os valores dos parâmetros otimizados estejam localizados
entre os limites especificados. As estimativas iniciais para os modelos 2D e 3D foram
escolhidos da seguinte maneira:

a) modelo 3D de ligação tripla de partículas:

Para 1620 Geographos, é [Φ; Ψ; L; k; µ∗] = [0,36; 1,5; 1; 0,2; 0,24], 433
Eros é [Φ; Ψ; L; k; µ∗] = [0,3, 1,5, 0,5, 0,2, 0,28] e para 243 Ida é [Φ, Ψ,
L, k, µ∗] = [0,3, 1,5, 1, 0,4, 0,2].

b) modelo 2D de ligação tripla de partículas:

Para 1620 Geographos, é [Φ; Ψ; L; k; µ∗] = [0,36; π/2; 1; 0,2; 0,24], 433
Eros é [Φ, Ψ; L; k; µ∗] = [0,3; π/2; 0,5; 0,2; 0,28] e 243 Ida é [Φ; Ψ; L; k;
µ∗] = [0,3; π/2; 1; 0,4; 0,2]
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Os valores ótimos dos parâmetros Φ, Ψ, L, k e µ∗ obtidos usando o método de
otimização mencionado acima são mostrados nas Tabelas 8.4 e 8.5, onde vemos
o índice de desempenho Jmax e Jmin. Esses índices de desempenho fornecem os
erros relativos (máximo e mínimo) para cada ponto de equilíbrio. Esses índices são
definidos da seguinte forma

Jmax(Φ, Ψ, L, k, µ∗) = max


√

(x̂Ti
d− xPi

)2 + (ŷTi
d− yPi

)2 + (ẑTi
d− zPi

)2

L


× 100%, i = 1, 2, 3, 4, (8.34)

Jmin(Φ, Ψ, L, k, µ∗) = min


√

(x̂Ti
d− xPi

)2 + (ŷTi
d− yPi

)2 + (ẑTi
d− zPi

)2

L


× 100%, i = 1, 2, 3, 4. (8.35)

Foi calculado o índice de desepenho de cada ponto de equilíbrio, mas na Tabela 8.5
nós inserimos apenas o ponto de equilíbrio que mais divergiu em relação ao modelo
poliédrico (Jmax) e o que mais convergiu (Jmin).

8.5 Comparação entre o modelo simplificado e o poliédrico

Verificamos que as posições dos pontos de equilíbrio no modelo simplificado em
comparação ao modelo de poliedros são próximas, mostrando a primeira evidência
da validação do modelo simplificado. Em seguida, analisamos as classificações dos
pontos de equilíbrio dos três asteroides estudados neste Capítulo e descobrimos que
nossa análise é consistente com a análise feita usando o modelo de poliedros. Em
seguida, comparamos os erros relativos entre o potencial estimado pelo modelo de
tripole 3D e a abordagem Mascon (CHANUT et al., 2015a) para justificar o modelo
simplificado. O erro relativo Urel calculado é dado pela Equação 8.36

Urel = (Uinercial T ri − Uinercial polied)/Uinercial polied; (8.36)

onde UinercialT ri é o potencial do asteroide modelado como um tripolo de massa em
rotação no sistema inercial e UP olinercialpolied é o potencial gravitacional do asteroide
modelado utilizando o método do poliédro no sistema inercial. Observe nas Figuras
8.3, 8.4 e 8.5 os erros relativos dos potenciais gravitacionais entre os dois modelos
(modelo simplificado e poliédrico) do asteroide 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida,
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respectivamente. A linha vertical preta refere-se à posição da superfície do asteroide
em relação ao centro de massa do asteroide. O lado esquerdo da linha preta vertical é
o erro relativo do potencial dentro do asteroide e não tem significado para o objetivo
deste trabalho. Por outro lado, fora do asteroide, observamos o erro relativo do
potencial quando consideramos o asteroide como um ponto de massa (vermelho),
modelo do tripolo 2D (verde) e modelo do tripolo 3D (azul).

Figura 8.3 - Erro relativo do potencial gravitacional do asteroide 1620 Geographos.

Vemos na Figura 8.3 que, quando a espaçonave está perto do asteroide 1620 Geo-
graphos (a menos de 10 km do centro), não podemos considerar o asteroide como um
ponto de massa, devido ao alto erro relativo entre os potenciais gravitacionais. Por
outro lado, quando modelamos o asteroide como um tripolo de massa em rotação
(modelo 2D ou 3D), o resultado mostra uma boa concordância entre os modelos.
O modelo de tripolo 3D tem quase a mesma precisão que o modelo de tripolo 2D,
devido ao fato da distribuição de massa desse asteroide estar predominantemente
no eixo xy.
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A Figura 8.4 mostra o erro relativo entre os potenciais do asteroide 433 Eros. Em
contraste com o 1620 Geographos, o modelo do tripolo 3D é mais preciso que o
modelo 2D quando a espaçonave está a menos de 60 km do centro do asteroide.

Figura 8.4 - Erro relativo do potencial gravitacional do asteroide 433 Eros.

Finalmente, a Figura 8.5 mostra um comportamento semelhante ao caso de 433
Eros. O modelo do tripolo 3D para o asteroide 243 Ida é mais preciso que o modelo
2D.

Estes resultados indicam que o modelo do tripolo 3D aproxima com boa precisão
o potencial externo de alguns asteroides com formatos alongados. Além disso, vale
ressaltar que o modelo do tripolo pode aproximar potenciais externos de 1030225
pontos distribuídos uniformemente no espaço xyz em torno de um asteroide em cerca
de 3 segundos usando um processador Intel de 3,6 GHz, isto é cerca de 200 vezes
mais rápido que a abordagem Mascon mostrada em Chanut et al. (2015a), que leva
cerca de 10 minutos.
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Figura 8.5 - Erro relativo do potencial gravitacional do asteroide 243 Ida.

Assim, para uma primeira análise de uma missão espacial cujo objetivo é visitar um
asteroide, é possível usar o modelo do tripolo 3D para obter resultados preliminares,
uma vez que este modelo se aproxima do modelo de alta precisão (modelo poliédrico)
e exige muito menos tempo computacional para realizar as simulações.

8.6 Investigação numérica

Uma espaçonave que fica próxima à superfície de um asteroide passa por perturba-
ções complexas, que podem leva-la a colidir com o asteroide ou até escapar do do-
mínio de seu campo gravitacional. Compreender essas perturbações é extremamente
importante para determinar regiões no espaço onde é possível encontrar órbitas na-
turais ao redor de asteroides. Essas regiões permitem que uma espaçonave orbite
um asteroide por um longo tempo, que chamaremos de regiões limitadas. Por outro
lado, nas regiões ao redor dos asteroides, onde nenhuma órbita natural é possível,
chamaremos regiões ilimitadas.
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A presente Seção foi desenvolvida com o objetivo de encontrar possíveis regiões nas
proximidades dos asteroides 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida, capazes de manter
uma espaçonave por um longo tempo sem a necessidade de manobras orbitais.

Nas simulações realizadas aqui, consideramos o campo gravitacional do asteroide
(modelado como um tripolo de massa em rotação tridimensional) no qual se deseja
orbitar o veículo, o campo gravitacional do Sol (modelado como ponto de massa),
bem como a pressão da radiação solar. Os resultados são mostrados no sistema de
referência fixo no asteroide com uma origem que coincide com o centro de massa
do asteroide em análise. Nas simulações que levamos em consideração a pressão da
radiação solar, assumimos que a relação área/massa (A/m) é equivalente a 0,01
m2/kg. A metodologia adotada e os resultados obtidos são descritos a seguir.

8.6.1 Metodologia das simulações numéricas

Para determinar as condições iniciais da espaçonave para iniciar as simulações, inici-
almente consideramos a posição da espaçonave em termos dos elementos Keplerianos
κ = [a, e, i, Ω, ω, f ]. Para realizar as simulações numéricas e construir as grades de
condições iniciais, iniciamos a órbita com excentricidade 0 e variamos até excentri-
cidade = 0,99, utilizando um passo de 0,01. O semi-eixo maior da espaçonave varia
de uma posição inicial ai para a posição final af , cujos valores dependem do aste-
roide que estamos analisando. Neste estudo, investigamos órbitas diretas (i0 = 0◦) e
órbitas retrógradas (i0 = 180◦). O tempo máximo de integração é de 365 dias. Uti-
lizamos o método Runge-Kutta 7/8 de passo variável com um intervalo de tempo,
em unidade canônica, de 0,01. Consideramos os elementos Keplerianos iniciais como
mostrado na Tabela 8.6.

Tabela 8.6 - Elementos keplerianos iniciais.

Semi-eixo maior inicial [metros] ai ∈ [ainitial, afinal]
Excentricidade inicial [adim] e0 ∈ [0, 0.99]

Inclinação inicial [grau] i0 ∈ [0 and 180]
Ascensão reta do nodo ascendente [grau] Ω0 = 0

Argumento do periastro inicial [grau] ω0 = 0
Anomalia verdadeira inicial [grau] f0 = 0

Nesta consideração inicial, assumimos que existe apenas o asteroide que desejamos
orbitar e a espaçonave. O asteroide, inicialmente, é modelado como um ponto de
massa. Com base nas condições iniciais (a órbita osculadora da espaçonave), ob-
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temos as condições iniciais de posição (ρ0 = ([x′
0, y′

0, z′
0]T ) e velocidade (η0 =

([ẋ′
0, ẏ′

0, ż′
0]T ) da espaçonave no sistema cartesiano, dada por X0 = [ρ0, η0], a ser

usada nas equações de movimento. ρ0 e η0 definem o vetor de estado da nave espacial
em t = 0 no problema restrito, onde o vetor X0 ∈ R6, ρ0 ∈ R3 (posição inicial) e η0

(velocidade inicial) ∈ R3. As condições iniciais obtidas, no plano cartesiano, podem
ser escritas como, X0 = [x′

0, 0, 0, 0, ± ẏ′
0, 0]T . Atribuímos + ẏ′

0 quando a órbita é
direta (i0 = 0◦) e - ẏ′

0 para órbitas retrógradas (i0 = 180◦).

Uma vez que as condições iniciais são determinadas no sistema cartesiano, a integra-
ção numérica é realizada, incluindo a forma do asteroide (tripolo 3D) e a perturbação
do sol. Em relação à perturbação do Sol, em algumas simulações, consideramos ape-
nas a perturbação da gravidade solar, enquanto em outras consideramos tanto a
perturbação da gravidade solar quanto a pressão da radiação solar. Inicialmente, (t
= 0) os três corpos (Asteroide, espaçonave e Sol) estão alinhados, conforme mos-
trado na Figura 8.6 (fora de escala). Toda simulação é realizada no sistema fixo no
asteroide. Para determinar as condições iniciais do Sol, atribuímos o valor do semi-
eixo maior e excentricidade de acordo com as referências Rozitis e Green (2014),
CARRY (2012), Baer et al. (2011) para os 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida,
respectivamente. Os outros elementos keplerianos são considerados iguais a zero.
Isso significa que, inicialmente, o asteroide está localizado no periélio de sua órbita
ao redor do Sol. Escolhemos esta posição inicial porque o asteroide está em uma
região próxima à Terra. Depois disso, convertemos os elementos keplerianos iniciais
do asteroide em elementos cartesianos e usamos nas Equações 8.18, 8.19 e 8.20.

Durante a integração numérica, monitoramos as partículas que sobreviveram durante
o tempo de integração, as partículas que colidiram com o asteroide e as partículas
que foram ejetadas do sistema. Na dinâmica da espaçonave, considera-se que ocorre
uma colisão com o asteroide quando a espaçonave atravessa o disco com o raio médio
do asteroide. Consideramos uma ejeção quando a distância do veículo espacial ao
asteroide atinge um valor maior que o raio de Hill do asteroide (MURRAY; DERMOTT,
1999). A fórmula para o cálculo da esfera de Hill é dada pela Equação 8.37.

rHill = r ≈ asun(1− e) 3

√
Mast

3Msun

(8.37)

onde rHill é o raio da esfera de Hill centrada no asteroide, a é o semi-eixo maior da
órbita (elíptica) do asteroide em torno do Sol (ou do Sol em torno do asteroide), e

é a excentricidade da órbita, Mast é a massa do asteroide e Msun é a massa do Sol.
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Figura 8.6 - Representação gráfica do sistema estudado.

8.7 Resultados numéricos

Os resultados são apresentados em gráficos que mostram a vida útil do veículo
espacial, para cada conjunto de condições iniciais, semi-eixo maior e excentricidade
da órbita inicial. As regiões nas quais a espaçonave sobrevive por 1 ano são chamadas
regiões limitadas. As regiões nas quais o veículo espacial sobrevive por apenas alguns
dias são chamadas regiões instáveis.

As Figuras 8.7 (a) e 8.7 (b) mostram órbitas diretas e órbitas retrógradas, respecti-
vamente, levando em consideração o formato do asteroide 433 Eros e a perturbação
da gravidade solar. Eles fornecem a duração das órbitas em função do semi-eixo
maior inicial e da excentricidade da partícula em torno de 433 Eros. O código de
cores fornece o tempo que a partícula permanece em órbita para cada condição ini-
cial. A área branca na Figura 8.7 apresenta regiões onde as condições iniciais da
espaçonave estão dentro do asteroide, portanto não possui significado físico.

Observamos então que a perturbação da gravidade solar tem pouco efeito na dinâ-
mica de uma espaçonave nas proximidades do asteroide 433 Eros, enquanto o campo
gravitacional não esférico próximo ao asteroide afeta significativamente o movimento
de uma partícula.

Resultados semelhantes foram encontrados para o asteroide 1620 Geographos e 243
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Ida. Os próximos resultados levam em consideração a forma do asteroide (tripolo
3D), a perturbação da gravidade solar e a pressão da radiação solar.

Figura 8.7 - Gráficos de a0 versus e0 mostrando a evolução da vida útil na região pró-
xima ao asteroide 433 Eros (órbitas diretas 8.7(a) e órbita retrógrada 8.7(b))
desconsiderando a pressão da radiação solar.

a b

A Figura 8.8 fornece as grades de condições iniciais nas proximidades do asteroide
1620 Geographos, onde a Figura 8.8 (a) mostra órbitas diretas e 8.8 (b) órbitas
retrógradas. Observe que a espaçonave não pode orbitar naturalmente o asteroide
1620 Geographos por um período de 365 dias. A duração máxima é de 10 dias, mas
esse tempo é bom o suficiente para fazer observações ao redor do asteroide, então
estas órbitas encontradas podem ter aplicações práticas. Esses resultados ocorrem
devido à pequena massa do asteroide 1620 Geographos, que faz com que a pressão da
radiação solar se torne significativa, fazendo com que a nave colida com o asteroide
ou escape da esfera de sua influência.

Observe que há uma faixa estreita de cor vermelha. São regiões nas quais as órbitas
sobrevivem por mais tempo, tanto para as órbitas diretas quanto para as retrógradas.
Para tempos mais longos que isso, a sonda escapará do sistema ou colidirá com o
asteroide. É possível observar que as órbitas sobrevivem de 4 a 8 dias nas regiões do
lado direito da faixa estreita vermelha, enquanto as órbitas na região à esquerda da
faixa vermelha sobrevivem de 0 a 3 dias. O raio do periastro (rp = a(1−e)) coincide
com a posição da faixa estreita vermelha (FEV), e chamaremos aqui de rpF EV

.
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As regiões em que rp < rpF EV
estão próximas ao asteroide. Nesta região, o campo

gravitacional do asteroide é forte, fazendo com que a espaçonave seja atraída pelo
asteroide ou realize um swing-by e escape rapidamente do sistema. Por outro lado,
em regiões onde rp > rpRNS

, a perturbação do Sol, especialmente o PRS, domina
a dinâmica e leva a espaçonave a escapar do sistema em poucos dias.

Observe que há uma faixa estreita a aproximadamente 7 km da superfície do aste-
roide 1620 Geographos, onde as órbitas duram 60 dias. Essas regiões nas quais as
órbitas sobrevivem por mais tempo existem para órbitas diretas e retrógradas, sendo
maiores para as órbitas retrógradas. Chamaremos essas regiões de faixa limitada,
cujo semi-eixo maior será chamado de abounded range. Vale a pena notar que a faixa
limitada não são as regiões limitadas, pois definimos regiões limitadas como o espaço
onde a vida útil da sonda dura pelo menos 1 ano. Para órbitas diretas (Figura 8.8
(a)), as órbitas sobrevivem por 60 dias com baixa excentricidade (e0 < 0,3). Por
outro lado, para órbitas retrógradas (Figura 8.8 (b)), as órbitas sobrevivem por 2
meses para excentricidades de até e0 ∼ 0.8.

Figura 8.8 - Gráficos de a0 versus e0 mostrando o tempo de vida útil na região próxima
ao asteroide Geographos (órbitas diretas 8.8 (a) e órbitas retrógradas 8.8 (b))
considerando a pressão da radiação solar.

a b

As Figuras 8.9 (a) e 8.9 (b) fornecem informações sobre o destino final das órbitas
após o tempo de integração mostrado nas Figuras 8.8 (a) e 8.8 (b), respectivamente.
As regiões amarelas indicam que a sonda escapou da esfera de influência do aste-
roide. As regiões azuis mostram as condições iniciais que levam a sonda a colidir
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com o asteroide. Comprovando nosso argumento, observe que, para órbitas que co-
meçam próximas a superfície do asteroide Geographos, a espaçonave é capturada,
terminando em colisão com o asteroide. Órbitas com rp > rpF EV

fazem com que
as partículas sejam ejetadas do sistema. Observe que o limite entre as regiões azul
e amarela é justamente a estreita faixa vermelha de 1620 Geographos. É esse limite
que define se a órbita será capturada ou ejetada do sistema. No geral, vemos que uma
espaçonave não pode orbitar o asteroide 1620 Geographos por um longo período.

Figura 8.9 - Órbitas diretas 8.9 (a) e órbitas retrógradas 8.9 (b) em torno do asteroide
Geographos. Regiões de colisão com o asteroide (azul) e regiões de ejeção do
sistema (amarelo). A região branca representa os locais com condições iniciais
dentro do asteroide.

a b

Também fizemos uma análise considerando 433 Eros. Alguns estudos anteriores ana-
lisaram a dinâmica orbital em torno deste asteroide, negligenciando as perturbações
do Sol ou considerando apenas a perturbação da gravidade solar, devido ao domínio
gravitacional do asteroide (SCHEERES et al., 2000; CHANUT et al., 2014; ??). Para
realizar uma investigação complementar aos resultados disponíveis na literatura, in-
vestigamos a dinâmica orbital de uma espaçonave com 40km ≤ a0 ≤ 1000 km,
levando em consideração o efeito da gravidade solar e da pressão da radiação solar.
Nossos resultados são apresentados na Figura 8.10 (a) para as órbitas diretas e 8.10
(b) para órbitas retrógradas. Vemos que há uma faixa estreita vermelha (começando
em aproximadamente a0 ≈ 200 km e e0 = 0) em que a espaçonave sobrevive por
cerca de 30 dias. Essa região corresponde ao rpF EV

do asteroide 433 Eros.
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Observe que, em órbitas diretas, quando rp < rpF EV
, o movimento da partícula em

torno do asteroide 433 Eros é instável devido à forma de 433 Eros e às perturbações
provenientes do Sol. Observe que, fazendo uma pequena variação nas condições
iniciais, isto gera trajetórias completamente diferentes para a partícula, refletindo
na vida útil das órbitas e, consequentemente, no destino final da partícula. Por
outro lado, existem regiões com soluções que permanecem delimitadas próximas ao
asteroide 433 Eros quando consideramos órbitas retrógradas (veja Figura 8.10 (b)).

A poeira espacial geralmente existe em torno de asteroides e planetas em órbitas
diretas. Por outro lado, é improvável que órbitas retrógradas surjam naturalmente.
Portanto, regiões onde órbitas retrógradas sobrevivem e órbitas diretas não sobrevi-
vem são ótimas opções para colocar uma espaçonave, devido ao fato de que, nessas
regiões, a probabilidade de haver poeira espacial é baixa, diminuindo o risco de uma
espaçonave colidir com alguma partícula de poeira (ARAUJO et al., 2015b; ARAUJO

et al., 2017).

Figura 8.10 - Gráficos de a0 versus e0 mostrando a evolução da vida útil na região pró-
xima ao asteroide 433 Eros (órbitas diretas 8.7(a) e órbita retrógrada 8.7(b))
considerando a pressão da radiação solar.

a b

Observe que, quando consideramos a pressão da radiação solar, as órbitas delimita-
das que existiam ao redor de Eros deixam de existir. Esse fato mostra que o efeito
da perturbação da pressão da radiação solar é muito maior que a perturbação da
gravidade solar. Isso ocorre porque a perturbação da gravidade solar envolve ter-
mos diretos e indiretos, ou seja, a diferença entre a ação do Sol na nave espacial e
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do asteroide, como mostra as Equações 8.18 - 8.20, estas diferenças são pequenas
quando a espaçonave está próxima do asteroide (∼ 10−7). Por outro lado, a PRS
atua diretamente no veículo, sem termo indireto para compensá-lo, e isso torna o
efeito da pressão da radiação solar muito maior (∼ 10−4). Não há dúvida de que,
se diminuirmos a relação de massa da área A/m, ou se usarmos um menor coefici-
ente de refletividade (Cr), poderemos encontrar uma região cada vez maior onde a
espaçonave permanecerá em órbita ao redor do asteroide por mais tempo.

As Figuras 8.11 (a) e 8.11 (b) fornecem informações sobre o destino final das órbitas
após o tempo de integração mostrado nas figuras 8.10 (a) e 8.10 (b), respectivamente.
Observe que, para órbitas diretas, quando rp < rpF EV

km, a sonda colide com o
asteroide ou escapa da esfera de influência do asteroide devido à dinâmica complexa
do movimento. Para órbitas retrógradas, vemos que existem órbitas próximas à
superfície do asteroide (em preto) que sobrevivem por toda integração numérica, ou
seja, que permanecem limitadas.

Figura 8.11 - Órbitas diretas 8.11 (a) e órbitas retrógradas 8.11 (b) em torno do asteroide
433 Eros. Regiões de colisão com o asteroide (azul), orbitas que sobrevivem
por 365 dias (preto) e regiões de ejeção do sistema (amarelo). A região branca
representa os locais com condições iniciais dentro do asteroide.

a b

Através das Figuras 8.10 (a) e 8.10 (b), vemos que quando rp > rpF EV
, para dife-

rentes condições iniciais, o tempo de vida da espaçonave é semelhante. Observe que,
para pequenas variações das condições iniciais, a espaçonave tem aproximadamente
o mesmo tempo de vida e provavelmente o mesmo destino final. Esta afirmação pode
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ser vista nas Figuras 8.11 (a) e 8.11 (b). Note que para rp > rpF EV
, todas as órbitas

são ejetadas do sistema (amarelo). Isso acontece porque, à medida que nos afastamos
do corpo central, o efeito perturbador do Sol se torna maior e, consequentemente,
faz com que a espaçonave (ou partícula de poeira) escape da esfera de influência do
asteroide.

Finalmente, grades de condições iniciais foram usadas para investigar o movimento
de uma espaçonave em torno de 243 Ida, como mostrado nas Figuras 8.12 (a) e
8.12 (b). Os elementos orbitais usados para construir as grades de condições iniciais
mostradas na Figura 8.12 são idênticas às utilizadas no asteroide 433 Eros. Observe
que, para órbitas diretas próximas ao asteroide (50 km < a0 < 108 km) e baixa
excentricidade, é possível observar soluções que permanecem limitadas em torno do
asteroide 243 Ida. Foi precisamente nessa região que uma lua foi observada orbitando
o asteroide 243 Ida, denominada de Dactyl, em que é a prova de que a técnica usada
aqui funciona muito bem.

Figura 8.12 - Gráficos de a0 versus e0 mostrando o tempo de vida de uma espaçonave
na região próxima ao asteroide 243 Ida (órbitas diretas 8.12(a) e órbitas
retrógradas 8.12(b)) considerando a pressão da radiação solar.

a b

Por outro lado, existe uma grande região com soluções que permanecem limitadas
em torno de 243 Ida quando consideramos órbitas retrógradas e a0 < 200 km,
conforme mostrado na Figura 8.12 (b) (SANCHEZ; PRADO, 2019). Observe que essas
regiões existem mesmo quando a excentricidade é alta.
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Figura 8.13 - Órbitas diretas 8.13 (a) e órbita retrógrada 8.13 (b) em torno do asteroide
433 Eros. Regiões de colisão com o asteroide (azul), orbitas que sobrevivem
por 365 dias (preto) e regiões de ejeção do sistema (amarelo). A região branca
representa os locais com condições iniciais dentro do asteroide.

a b

A Figura 8.13 fornece informações sobre o destino final das órbitas após o tempo de
integração mostrado na Figura 8.11. A partir das informações mostradas na Figura
8.13 (a), é possível concluir que as órbitas diretas ao redor do asteroide 243 Ida são
instáveis quando a0 > 120 km. Observe que pequenas variações na condição inicial
fazem com que o destino final da nave espacial mude completamente, fazendo com
que a nave colida ou se afaste do asteroide.

Para órbitas retrógradas, observe que, quando 200 km < a0 < 850 km, a maioria
das órbitas colide com o asteroide 243 Ida. Existem algumas órbitas que são ejetadas
do sistema quando a0 ∼ 700 km. Quando a0 > 850 km, devido à baixa força
gravitacional de 243 Ida, as órbitas tendem a escapar da esfera de influência do
asteroide.

Da mesma forma que ocorreu com o asteroide 433 Eros, é possível encontrar regiões
em torno do asteroide 243 Ida nas quais, para as órbitas diretas a região é instável,
enquanto para as órbitas retrógradas a região é limitada, são locais interessantes
para colocar uma espaçonave, como já explicado.
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8.8 Considerações

Neste trabalho, desenvolvemos um modelo simplificado para representar o campo
gravitacional de asteroides alongados (convexos ou não) com distribuição de massa
espacial, inspirado no modelo de partículas ligadas existente. O objetivo deste mo-
delo simplificado é usar um modelo de ligação tripla de partículas tridimensional com
simetria axial que consiste essencialmente de partículas de três pontos distribuídas
no espaço e duas hastes rígidas com massa desprezível. Comparado ao modelo de
ponto de massa, foi demonstrado que existem faixas de distâncias entre asteroides
e partícula onde a precisão do modelo proposto é melhor, mas ainda mantém um
pequeno tempo de processamento em comparação aos modelos de alta fidelidade. O
modelo simplificado foi então aplicado aos asteroides 1620 Geographos, 433 Eros e
243 Ida. Os resultados indicam que o tripolo de massa em rotação tridimensional
tem vantagens sobre o modelo do tripolo de massa em rotação bidimensional em ter-
mos de precisão e obtém resultados próximos aos modelos de alta fidelidade usando
muito menos tempo e esforço computacional.

Os resultados focaram no estudo dinâmico de uma espaçonave em torno dos as-
teroides 1620 Geographos, 433 Eros e 243 Ida, para órbitas diretas e retrógradas,
considerando uma relação área/massa A/m = 0, 01 m2/kg. Encontramos soluções
que permanecem limitadas nas proximidades desses asteroides. Além disso, essa re-
giões indicam bons lugares para procurar um novo membro do sistema de asteroides,
como exemplificado pelo asteroide 243 Ida.

Observou-se que nenhuma órbita sobrevive por 365 dias ao redor do asteroide Geo-
graphos quando consideramos a pressão da radiação solar. Por outro lado, encontra-
mos órbitas que permanecem limitadas em torno dos asteroides 433 Eros e 243 Ida.
Algumas soluções existem para órbitas diretas, enquanto outras existem para órbitas
retrógradas. Considerando o asteroide 433 Eros, as órbitas que permanecem limita-
das existem apenas para órbitas retrógradas. Por outro lado, quando investigamos o
asteroide 243 Ida, encontramos órbitas que permanecem limitadas nas duas formas,
tanto nas órbitas diretas quanto nas retrogradas. A determinação dessas regiões é
importante quando se trata de aplicações astronáuticas, porque as regiões no espaço
em que as órbitas permanecem limitadas para órbitas retrógradas e que escapam do
asteroide para órbitas diretas são adequadas para colocar uma espaçonave, devido
ao baixo risco de colisões com partículas de poeira e fornecem estabilidade para a
órbita, reduzindo as manobras orbitais necessárias para manter a espaçonave orbi-
tando o asteroide. Assim, modelos simplificados podem ser usados para auxiliar no
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pré-projeto de missões reais.

Finalmente, vale mencionar que devido a pequena dimensão dos corpos celestes aqui
analisados nossos objetivos nos permitem negligenciar com segurança o fenômeno
de sombreamento na pressão da radiação solar. No entanto, aplicações futuras desse
modelo podem envolver o estudo de órbitas polares, considerando os efeitos do fenô-
meno de sombreamento na pressão da radiação solar.
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9 CONCLUSÕES

As considerações finais e a visão crítica da Tese podem ser divididas em várias
contribuições:

Uma configuração do sistema binário de asteroide síncrono utilizando um modelo
de dipolo em rotação. Conduzir uma investigação dinâmica de uma espaçonave em
torno de um sistema de múltiplos asteroides oferece um ambiente extremamente
rico. Extrair informações precisas através de abordagens analíticas é bastante desa-
fiador e requer um número significativo de suposições restritivas. Por esse motivo, no
Capítulo 6.5 é oferecida uma abordagem numérica à dinâmica de um veículo espa-
cial nas proximidades de um sistema de asteroides binário. Utilizamos as equações
do movimento de uma partícula no problema restrito de quatro corpos síncronos
(PR4CS) para modelar um sistema de asteroide binário. O principal objetivo deste
capítulo é construir grades de condições iniciais, que relacionam o semi-eixo maior e
a excentricidade, a fim de quantificar a vida útil de uma espaçonave quando liberada
próxima do corpo menos massivo do sistema binário (modelado como um dipolo de
massa em rotação). Realizamos uma análise do tempo de vida da espaçonave, consi-
derando várias razões de massa de um sistema binário de asteroides e investigando o
comportamento de um veículo espacial nas proximidades deste sistema. Analisamos
órbitas diretas e retrógradas. Este estudo investigou órbitas que sobrevivem por,
pelo menos, 500 períodos orbitais do sistema (que é de aproximadamente um ano)
sem colidir ou escapar do sistema. Neste trabalho, levamos em consideração as forças
gravitacionais do sistema de asteroides binários e a pressão de radiação solar (Prad).
Encontramos várias regiões onde as órbitas diretas e retrógradas de uma espaço-
nave sobrevivem durante todo o tempo de integração (um ano) quando a pressão
da radiação solar é levada em consideração. Evidências numéricas mostram que as
órbitas retrógradas têm uma região maior de condições iniciais que geram órbitas
que sobrevivem por um ano, em comparação às órbitas diretas.

No Capítulo 2 a partir da equação do movimento do problema restrito de quatro cor-
pos síncrono no sistema de referência girante, foi possível encontrar órbitas planares
em torno dos pontos de equilíbrio L1 e L2. Toda a metodologia para encontrar as
órbitas periódicas necessária foi detalhada, que em geral se da, através da lineariza-
ção das equações do movimento em forma matricial e da transformação dessa matriz
para a forma diagonal. A partir daí, foi possível determinar as condições iniciais, do
vetor no espaço de fase, que geram soluções periódicas neste modelo, que até então
não tinha sido realizada em nenhum outro trabalho. Nós observamos a influência
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que a dimensão do asteroide menos massivo e da razão de massa do sistema tem na
dinâmica de uma espaçonave que está localizada em uma órbita planar em torno de
um ponto de equilíbrio colinear. Mais especificamente, observamos como o período,
a amplitude e a forma da órbita é modificada com mudança desses parâmetros (d e
µ∗). Baseado na teorema do cilindro, encontramos uma família de órbitas em torno
dos pontos de equilíbrio colineares (L1 e L2).

Dando um passo mais adiante, e inspirado nos asteroides do tipo A, nós calculamos
famílias de órbitas periódicas (planares e halo), bem como suas estabilidades e bifur-
cações. Famílias de órbitas planares e Halo foram calculadas em torno desses pontos
de equilíbrio e descobrimos que quanto mais próximas as órbitas periódicas estão
do ponto de equilíbrio, mais instáveis elas são. Observamos que a estabilidade das
órbitas periódicas em torno dos pontos de equilíbrio depende do tamanho do corpo
secundário e da razão de massa do sistema. Observamos que quanto mais alongado
o corpo secundário, mais instáveis são as órbitas planares. Além disso, detectamos
órbitas halo instáveis e estáveis quando d = 0 e quando d ̸= 0. Também obser-
vamos que, mantendo a distribuição de massa constante, quanto mais alongado o
corpo secundário, menores são os períodos orbitais das órbitas planares e halo em
torno dos pontos de equilíbrio.

Inspirado nos asteroides Tipo B (sistemas totalmente síncronos), no Capítulo 5 nós
determinamos os pontos de equilíbrio e realizamos uma análise das curvas de ve-
locidade zero no Problema Restrito de Três Corpos Totalmente Síncronos. Para
executar esta tarefa, foi necessário obter as equações de movimento, em um refe-
rencial girante, de uma espaçonave com massa desprezível que orbita em torno de
um sistema constituído por dois corpos massivos. Assumimos que os dois corpos
massivos possuíam formas irregulares e foram modelados como um dipolo de massa
em rotação. Esta é uma maneira mais geral de usar o modelo do dipolo de massa
em rotação, quando comparada aos capítulos anteriores. As coordenadas dos pontos
de equilíbrio foram determinadas nos casos em que y = 0 e y ̸= 0. Foram en-
contrados cinco pontos de equilíbrio, todos eles no plano do movimento dos corpos
primários. Os resultados mostraram que quando variamos a dimensão do corpo M2,
a posição do ponto de equilíbrio colinear mais distante de M2 (L3) praticamente
não é alterado. Ou seja, uma partícula que está localizada neste ponto de equilíbrio
não percebe a dimensão do corpo M2. Por outro lado, os pontos de equilíbrio coli-
neares mais próximos de M2 (L1, L2), modificam consideravelmente suas posições
quando alteramos a dimensão do corpo M2. Observamos também que, os pontos de
equilíbrio L1 e L2 se afastam de M2, quando a massa de M2 aumenta. Isso se deve
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ao fato de que o aumento da massa de M2 é diretamente proporcional ao aumento
da força gravitacional deste corpo, tornando necessária uma nova configuração para
obter o equilíbrio. Também realizamos uma análise do movimento dos pontos de
equilíbrio colineares quando modificamos a dimensão do corpo M1. Foi possível ob-
servar que a medida que aumentamos a dimensão de M1, as posições dos pontos
de equilíbrio L1, e L2 praticamente permanecem inalterados, devido a estes pontos
estarem distantes do corpo M1. Em compensação, a posição do ponto de equilíbrio
L3 é influenciado pela variação da dimensão do corpo M1. As regiões de contorno
da partícula de massa desprezível foram obtidas usando a Curva de Velocidade Zero
(CVZ) para diferentes valores da constante de Jacobi. No sistema analisado aqui, as
regiões permitidas para o movimento de uma partícula aumentam quando o valor
da constante de Jacobi diminui.

No Capítulo 6 foi investigado a dinâmica de um veículo espacial na vizinhança de um
sistema específico de asteroide binário (2017YE5). Sua escolha foi devido a um artigo
recentemente submetido a revista MNRAS em que evidências observacionais suge-
rem que este sistema é possivelmente um cometa adormecido da família de Júpiter.
As características deste sistema indicam que o sistema 2017 YE5 tem característi-
cas superficiais semelhantes aos núcleos cometários, e tendo em vista que o binário
2017 YE5 tem uma órbita típica de cometas, esse objeto é possivelmente um cometa
extinto da família de Júpiter, sendo o primeiro assim identificado. Nós investigamos
as órbitas periódicas em torno desse sistema utilizando como ferramenta as seções
de Poincaré. Foi encontrado várias órbitas periódicas na vizinhança desse sistema,
e foi possível calcular a estabilidade dessas órbitas periódicas. Em seguida, vimos a
influencia da pressão da radiação solar em um veículo espacial que se encontra nes-
sas órbitas periódicas encontradas. Finalmente, calculamos os valores mínimos que
uma manobra impulsiva precisa aplicar a um veículo espacial para permitir trans-
ferências entre os pontos de equilíbrio colineares. Vimos que durante o tempo de
tranferências, a influencia do Sol não altera significativamente a energia necessária
para realizar a manobra e nem a trajetória percorrida pelo veículo espacial.

No Capítulo 7 nós utilizamos o modelo disponível na literatura do tripolo de massa.
Mas diferentemente dos trabalhos encontrado na literatura, que focaram na valida-
ção do modelo de tripolo simétrico e assimétrico, nós realizamos uma investigação
semi-analítica do modelo do tripolo devido a esta análise não ter sido ainda reali-
zada nos trabalhos da literatura com esse modelo. Neste capítulo, investigamos a
dinâmica qualitativa na vizinhança de um asteroide de forma convexa usando um
modelo de tripolo baseado na existência de três pontos de massa ligados entre si por
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hastes com comprimentos determinados e massas desprezíveis. Investigamos de que
forma os pontos de equilíbrio (tanto suas posições quanto as condições de existên-
cia) dependem dos principais parâmetros de um asteroide, tal como rotação, forma e
distribuição de massa. Observamos que, dependendo da configuração do asteroide, é
possível encontrar de quatro até seis pontos de equilíbrio externos. Fizemos também
uma análise topológica das curvas de velocidade zero em função do angulo azimu-
tal do asteroide. Um caso particular ocorre quando consideramos Φ = 90◦, onde
retornamos ao Problema Restrito Clássico de Três Corpos. Todos os resultados que
obtemos foram aplicadas a quatro corpos celeste, validando assim toda a análise
semi-analítica realizada neste capítulo.

Finalmente, com objetivo de dar um passo em direção a um cenário mais realista,
e mesmo assim mantendo uma modelagem simplificada, no Capítulo 8 nós determi-
namos toda a equação matemática do modelo do tripolo tridimensional. Buscamos
este modelo devido ao fato de que os asteroides tem distribuição de massa espacial.
Um método de otimização não linear é usado para determinar os parâmetros do
nosso modelo tridimensional, minimizando os erros dos pontos de equilíbrio externo
em relação às soluções calculadas de forma mais realista, o modelo poliédrico, que
são assumidos como os valores reais do sistema. O modelo considerado neste ar-
tigo é então aplicado a três asteroides irregulares reais, estes são, 1620 Geographos,
433 Eros e 243 Ida. Os resultados mostram que o atual modelo de ligação tripla
de partículas tridimensional fornece melhor precisão quando comparado com o mo-
delo de ponto de massa ou o modelo axissimétrico de ligação tripla de partículas
disponível na literatura (bidimensional). Além disso, é possível aproximar bastante
da modelagem mais realista (modelo do poliedro) mas mantendo menos tempo e
esforço computacional nas simulações. A partir deste modelo tridimensional, reali-
zamos simulações para caracterizar regiões com soluções que permanecem limitadas
ou que escapam de cada asteroide sob análise. Investigamos utilizando uma incli-
nação inicial de 0◦ (órbitas diretas) e 180◦ (órbitas retrógradas). Nas simulações,
consideramos o campo gravitacional do asteroide, a atração gravitacional do Sol e
a pressão da radiação solar. Evidências numéricas mostraram que uma espaçonave
não sobrevive por muito tempo nas proximidades do asteroide 1620 Geographos
quando consideramos a pressão de radiação solar. Por outro lado, encontramos re-
giões com soluções que permanecem delimitadas em torno dos asteroides 433 Eros
e 243 Ida. Comparamos nossos resultados aos resultados obtidos usando o modelo
gravitacional do Mascon baseado em uma forma poliédrica. Nós encontramos uma
boa concordância entre os dois modelos. O tempo computacional para gerar o po-
tencial gravitacional utilizando o nosso modelo tridimensional é cerca de 200 vezes
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mais rápido que a abordagem de Mascon, utilizada em Chanut et al. (2015a).

Trabalhos futuros podem ser desenvolvidos utilizando este modelo, considerando,
por exemplo, uma órbita elíptica do primário menos massivo em torno do centro
de massa do sistema. Na verdade este trabalho foi realizado por Idrisi et al. (2021)
inspirado no modelo criado por nós. Mas uma sugestão seria agora, considerar os dois
corpos como o dipolo de massa em rotação no problema elíptico. Também se pode
investigar a influência da dimensão do dipolo nas órbitas tridimensional, fazendo
uma análise, por exemplo, das grades de condição inicial do semi-eixo maior versus
inclinação da órbita. Outro trabalho que pode ser realizado a partir deste modelo
é considerar diferente a massa do dipolo e até mesmo a forma achatada de cada
dipolo, uma vez que consideramos em nossa análise que as duas massa do dipolo são
pontuais e possuem a mesma massa.

Finalmente, como linhas de pesquisa para trabalhos futuros sugere-se o desenvol-
vimento de uma análise semi-analítica do modelo do tripolo tridimensional para
compreender a influencia dos principais parâmetros na dinâmica de uma espaçonave
na vizinhança de um asteroide convexo, isto seria um bom ponto de partida. Tam-
bém é possível utilizar o modelo do tripolo em um sistema binário de asteroides, em
que o segundo asteroide pode ser modelado como um ponto de massa, um dipolo
de massa em rotação, um corpo modelado com um elipsoide triaxial, dentre outros.
Analisar de que forma o angulo azimutal e de elevação influenciam na estabilidade
das órbitas periódicas é também uma continuação natural deste trabalho.
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