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RESUMO

Esse trabalho foi iniciado em agosto de 2020, e visa desenvolver o programa web
Viriális por meio da linguagem computacional Python para determinar o segundo
coeficiente virial de moléculas diatômicas AB e poliatômicas, clusters de Van der
Waals do tipo AB· · · CD e A2B· · · CD. As moléculas usadas até então foram: HF,
H2, F2, N2, CO, e NO (diatômicas), e H2 · · · H2, H2 · · · F2, F2 · · · F2 e H2 · · · Cl2
(poliatômicas). Os dados ab initio dessas moléculas são provenientes de simulações
computacionais realizadas previamente pelo grupo QCC/LABAP. Uma vez que tais
pontos são inseridos no Viriális, ele realiza um ajuste não linear, gerando uma su-
perfície de energia potencial analítica (SEP) de acordo com a função de Rydberg
generalizada de quinto grau e com a função Improved Lennard-Jones (ILJ). Assim,
é gerado o fitting da SEP, comparando-os com os pontos ab initio, e os momentos
de energia, que estão relacionados com o termo isotrópico, que pode ser comparado
com sistemas semelhantes e os termos anisotrópicos. Em sequência, o Viriális re-
torna o valor do segundo coeficiente virial em função da temperaturas, por meio da
integração do termo clássico e suas correções quânticas. Para calcular essas equa-
ções, foi necessário implementar o método de integração de Monte Carlo, por meio
do algoritmo VEGAS. O Viriális, também, utiliza a equação virial do estado para
misturas, utilizando dados experimentais para as moléculas AB, CD e A2B, a fim
de obter dados de referência do sistema, que possam ser comparados com os valores
recém calculados. Os resultados obtidos utilizando ILJ para o sistema H2 · · · H2
mostraram RMS médio de 85 para o virial clássico, e de 47.4 para o virial total. Já
para o sistema F2 · · · F2, o RMS médio é de 28.6 para o virial clássico, e de 28.5
para o virial total. Estes resultados mostram a relevância dos cálculos das correções
neste estudo.

Palavras-chave: Segundo Coeficiente Virial. Superficie de Energia Potencial. Pro-
grama Web-based. Integração Monte Carlo. Programação em Python.
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DEVELOPMENT OF A CODE TO CALCULATE THE SECOND
VIRIAL COEFICIENT

ABSTRACT

Viriális web program has been developed using Python programming language to
determine the second virial coefficient of AB diatomic molecules as well as poly-
atomic molecules, Van der Waals clusters of the AB-CD and A2B · · · CD types. The
molecules studied so far are: HF, H2, F2, N2, CO, and NO (diatomic), and H2 · · ·
H2, H2 · · · F2, F2 · · · F2, and H2 · · · Cl2 (polyatomic). The ab initio points for these
molecules come from computational simulations performed by the QCC/LABAP
group. Once these points are inserted into Viriális, it performs a nonlinear fitting,
generating a potential energy surface (PES) according to the generalized fifth-degree
Rydberg function and the Improved Lennard-Jones (ILJ) function. Thus, the PES
fitting is generated, comparing it with the ab initio points and energy moments,
which are related to the isotropic term and can be compared with similar systems
and the anisotropic terms. Subsequently, Viriális returns the value of the second
virial coefficient in terms of temperature, by integrating the classical term and its
quantum corrections. To calculate these equations, it was necessary to implement
the Monte Carlo integration method using the VEGAS algorithm. Viriális also uses
the virial state mixture equation, and experimental data for the AB, CD, and A2B
molecules, to obtain reference data for the system, which can be compared with the
newly calculated values. The results obtained using ILJ for the H2 · · · H2 system
showed an average RMS of 85 for the classical virial, and 47.4 for the total virial.
For the F2 · · · F2 system, the average RMS is 28.6 for the classical virial and 28.5
for the total virial. These results highlight the importance of correction calculations
in this study.

Keywords: Second Virial Coefficient. Potential Energy Surface. Web-based Program.
Monte Carlo Integration. Python Programming.
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1 INTRODUÇÃO

A equação de Clapeyron é extremamente relevante para o ambiento da termodi-
nânica dos gases, pois relaciona a pressão, temperatura e volume de um gás, ao
incorporar as leis empíricas de Boyle, Charles e Gay-Lussac. Ela é expressa da se-
guinte forma(FLEMING, 2021):

PV = nRT (1.1)

onde n é o número de mols e R é constante universal dos gases ideais.

No entanto, a equação 1.1 é verdadeira apenas para gases ideais, que são uma abstra-
ção teórica. Gases reais, aqueles que são encontrados na natureza sem aproximações,
não seguem tal expressão. Eles podem apresentar variações significativas em relação
ao comportamento esperado conforme previsto pela lei geral dos gases. Entre as
várias propostas que tentam descrever o comportamento P − V − T de gases reais,
a equação do virial é a que obtém mais sucesso. Nessa abordagem, são adiciona-
dos uma série de coeficientes à equação 1.1, resultando na equação 1.2 (ZHAO et al.,
2018):

PVm

RT
= 1 + B(T )

Vm
+ C(T )

V 2
m

+ D(T )
V 3

m
+ · · · (1.2)

onde Vm é o volume molar, e B(T ), C(T ), D(T ) são o segundo, terceiro, e quarto
coeficiente do virial, respectivamente, os quais são todos em função da temperatura.
O segundo coeficiente virial é o foco de estudo, e refere-se a interação entre dois
corpos, enquanto o terceiro coeficiente virial condiz com a interação de três corpos,
e assim sucessivamente para os próximos coeficientes.

De setembro de 2020 até agosto de 2021, estudou-se maneiras de simular computa-
cionalmente moléculas diatômicas do tipo A−B, e de calcular o segundo coeficiente
virial delas. Para tais casos, os cálculos são muito mais simplificados, resultando em
uma introdução ao tema deste trabalho como um todo. Já de setembro de 2021 até
agosto de 2022, os resultados obtidos foram referentes a moléculas poliatômicas do
tipo A2 − B2, realizando a comparação entre estudar o segundo coeficiente virial
para sistemas poliatômicas e para moléculas diatômicas, do tipo AB. Em adição, de
setembro de 2022 até agosto de 2023, buscou-se novas formas de calcular o segundo
coeficiente virial para as moléculas do tipo A−B e A2−B2, além de desenvolver uma

1



plataforma web-based denominada Viriális para facilitar o acesso a este programa.

Ao longo do último ano, o objetivo principal foi comparar os resultados do segundo
coeficiente do virial utilizando o potencial de Rydberg em relação ao potencial de
Lennard-Jones, além de realizar a comparação entre o virial clássico e o virial total
(clássico + correções quânticas). O estudo incluiu a análise e validação dos resultados
obtidos por meio do Erro quadrático médio (RMSE)

Para realizar tal feito, utilizou-se dados de entrada previamente simulados pelo
QQC/LABAP. Uma vez que os pontos ab initio são inseridos no Viriális, ele re-
aliza um ajuste não linear gerando uma superfície de energia potencial (SEP) de
acordo com a função de Rydberg generalizada de quinto grau, ou com a função
Improved Lennard-Jonnes. Deste modo, é plotado o fitting da SEP, comparando-os
com os pontos ab initio, e os momentos de energia, que estão relacionados com a
anisotropia do sistema. Em sequência, o Viriális retorna o valor do segundo coefici-
ente virial em função da temperaturas, por meio da integração do termo clássico e
suas correções quânticas. Para calcular essas equações, foi necessário implementar o
método de integração de Monte Carlo, por meio do algoritmo VEGAS. O Viriális,
também, utiliza a equação virial do estado para misturas, utilizando dados experi-
mentais para os diátomos AB e CD, a fim de obter dados de referência do sistema,
que possam ser comparados com os valores recém calculados. Por fim, utiliza-se a
biblioteca streamlit para criar uma interface gráfica, disponível online.

Este relatório é composto de introdução, capítulo 1, apresentando os objetivos deste;
a metodologia, capítulo 2, onde encontra-se a base teórica e metodológica utilizada
na pesquisa, no capítulo 3 é discutido o funcionamento do Viriális, e os resultados
obtidos em testes. Finalmente a conclusão no capítulo 4.

2



2 Metodologia

2.1 Segundo Coeficiente Virial

O segundo coeficiente virial, B(T ) é definido por (BARRETO et al., 2020; CORREA et

al., 2021b):

B(T ) = NA

4

∫ 2π

0

∫ π

0
sin θ1

∫ π

0
sin θ2

∫ ∞

0

(
1 − exp

(
− V

kBT

))
R2dRdθ1dθ2dϕ (2.1)

Sendo NA o número de Avogadro, V uma energia potencial em função das coorde-
nadas (r, θ1, θ2, ϕ), kb a constante de Boltzmann. Essa é a integral que é calculado
no Viriális, jutamente das correções quânticas, apresentadas na sessão seguinte.

2.2 Correções Quânticas

Até este momento, foi apresentado apenas a definição clássica de Bcl(T ). Porém,
existem correções quânticas que quando somadas ao valor clássico, resultam em um
valor ainda mais preciso para o segundo coeficiente virial. Desta forma, tem-se o
B(T ) como (BARRETO et al., 2020; CORREA et al., 2021b):

B2(T ) =
[
Bcl(T ) + Br

I (T ) + Ba,I
I (T ) + Ba,µ

I (T ) + Br
II(T ) + · · ·

]
(2.2)

onde Bcl(T ) = B(T ), é o coeficiente virial clássico e foi apresentado na equação 2.1
e as correções quânticas, Br

I (T ), Ba,I
I (T ), Ba,µ

I (T ), Br
II(T ), são dadas por:

B(1)
r (T ) = NAℏ2

96µk3
BT 3

∫ 2π

0

∫ π

0
sin θ1

∫ π

0
sin θ2 ×

∫ ∞

0
exp

(
− V

kBT

)(
∂V

∂r

)2

r2drdθ1dθ2dϕ

(2.3)
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B
(1)
a,I (T ) = −NA

48k3
BT 3

∫ 2π

0

∫ π

0
sin θ1

∫ π

0
sin θ2

∫ ∞

0
exp

(
− V

kBT

)
×[ 2∑

i=1

ℏ2

2Ii

(
cot θi

∂V

∂θi

+ ∂2V

∂θ2
i

+ 1
sin2 θi

∂2V

∂ϕ2

)]
r2drdθ1dθ2dϕ

(2.4)

B(1)
a,µ(T ) = −NA

48k3
BT 3

∫ 2π

0

∫ π

0
sin θ1

∫ π

0
sin θ2

∫ ∞

0
exp

(
− V

kBT

)
×[ 2∑

i=1

ℏ2

2µr2

(
cot θi

∂V

∂θi

+ ∂2V

∂θ2
i

+ 1
sin2 θi

∂2V

∂ϕ2

)]
r2drdθ1dθ2dϕ

(2.5)

Br
II(T ) = −NAℏ4

1920µ2k4
BT 4

∫ 2π

0

∫ π

0
sin θ1

∫ π

0
sin θ2

∫ ∞

0
exp

(
− V

kBT

)
×(∂2V

∂r2

)2

+ 2
r2

(
∂V

∂r

)2

+ 10
9kBT

1
r

(
∂V

∂r

)3

− 5
36k2

BT 2

(
∂V

∂r

)4
 r2drdθ1dθ2dϕ (2.6)

Sendo ℏ a constante de Planck dividida por 2π, e µ a massa reduzida do sistema, I

o momento de inercia.

No caso de moléculas diatômicas somente a variavel radial é necessária, resultado em
uma grande simplificação das correções. Observa-se como exemplo Br

I (T ) e Br
II(T ):

Br
I (T ) = NAπℏ2

6µk3
BT 3

∫ ∞

0
exp

(
− V

kBT

)(
∂V

∂r

)2

r2dr (2.7)
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Br
II(T ) = −NAπℏ4

240µ2k4
BT 4

∫ ∞

0
exp

(
− V

kBT

)(∂2V

∂r2

)2

+

2
r2

(
∂V

∂r

)2

+ 10
9kBT

1
r

(
∂V

∂r

)3

− 5
36k2

BT 2

(
∂V

∂r

)4
 r2dr

(2.8)

As correções Ba,I
I (T ) e Ba,µ

I (T ) desaparece, pois sistemas diatomicos só tem depen-
dência radial, e os termos ∂nV/∂θn

i e ∂nV/∂ϕn são nulos, com n = 1, 2.

2.3 Superfície de Energia Potencial − SEP para moléculas do tipo A−B

A interação entre dois átomos pode ser representada de acordo com a figura a seguir.

Figura 2.1 - Diagrama de um Par de Átomos A − B, Separados por uma Distância R

Fonte: imagem de (MCCLUSKEY, 2022)

Quando os átomos estão muito distantes um do outro, a energia potencial criada
entre eles é próxima de zero. Porém, ao se aproximarem, a atração aumenta (energia
potencial negativa), resultado no que chama-se de poço de energia potencial, que
tem energia Dmin e distancia Rmin. Quando a distância entre eles é minimizada,
os átomos começam a se repulsarem, e a energia potencial aumenta positivamente,
tendendo ao infinito. Um gráfico exemplo desta situação é disposto na figura 2.2.

Devemos escolher uma função de energia potencial que define a interação entre dois
átomos, e assim inseri-lá na equação 2.1. Uma função muito utilizada no estudos
das moléculas é o potencial de Lennard-Jonnes:

VLJ(R) = 4Dmin

[(
Rmin

R

)12
−
(

Rmin

R

)6]
(2.9)

Onde R é a distância interatômica, Dmin é a profundidade do poço, ou energia mí-
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Figura 2.2 - Superfície de Energia Potencial Típica

Fonte: Fonte: gráfico de autoria do grupo LABAP/QQC

nima, e Rmin é a distância onde a energia potencial é mínima. O termo (Rmin/R)6

refere-se a força de repulsão, e (Rmin/R)12 à força de atração mencionada anterior-
mente.

Embora esta função potencial seja extensamente utilizada, neste trabalho, usaremos
uma modificação dela, o Improved Lennard-Jonnes, ou potencial de Pirani (CORREA

et al., 2021a). Esta equação tem este nome em pois foi proposta inicialmente por
Fernando Pirani em (PIRANI et al., 2008), e é dada por:

V (R) = −Dmin

[
mP

n(R) − mP

(
Rmin

R

)n(R)
− n(R)

n(R) − mP

(
Rmin

R

)mP
]

(2.10)
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n(R) = b + a
(

R

Rmin

)2
(2.11)

Sendo Rmin a distância interatômica referente ao ponto de energia mínima, Dmin a
energia mínima e mP , a, e b são parâmetros ajustáveis.

O outro potencial usado neste trabalho é o potencial de Rydberg generalizado de
quinta ordem(CRUZ, 2014; BARRETO et al., 2020):

V (R) = −Dmin

[
1 +

( 5∑
i=1

ai (R − Rmin)i

)]
e−a1(R−Rmin) + Eref (2.12)

Onde ai os coeficientes da expansão polinomial, e Eref a energia de referência. No
caso do potencial de Rydberg tem-se oito parâmetros ajustáveis (Dmin, Rmin, ai,
com i = 5 e Eref ), ao passo que para o potencial de Pirani tem-se cinco parâmetros
ajustáveis (Dmin, Rmin, mP , b, a).

Uma das propostas desta

2.4 Superfície de Energia Potencial − SEP para moléculas do tipo A2−B2

A SEP de um sistema molecular genérico do tipo AB· · · CD pode ser repre-
sentada tanto em coordenadas cartesianas (x, y, x), quanto em coordenadas de
Jacobi(R, θ1, θ2, ϕ), de acordo com a figura 2.3 (BARRETO et al., 2017):

As coordenadas de Jacobi, (R, θ1, θ2, ϕ), são descritas como:

R: Coordenada radial, a medida entre o centro de massa de AB e CD.

θ1: Ângulo entre o eixo molecular do diátomo AB, o qual aponta da extremi-
dade da extremidade de um átomo até a extremidade do outro, e a direção
do vetor R.

θ2: Analogamente, ângulo entre o eixo molecular do diátomo CD, o qual
aponta da extremidade de um átomo até a extremidade do outro, e a
direção do vetor R.

ϕ: Ângulo de diedro, que descreve a rotação de AB ou CD em volta do próprio
eixo.
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Figura 2.3 - Sistema de coordenada para o sistema molecular do tipo AB· · · CD

Fonte: gráfico de autoria do grupo LABAP/QQC.

Para esses tipos de sistemas, a SEP pode ser representada como uma expansão em
harmônicos hiperesféricos (CORREA et al., 2021a), dada por:

V (r, θ1, θ2, ϕ) = 4π
∑

L1,L2,L

νL
L1,L2(r)Y L

L1,L2 (θ1, θ2, ϕ) (2.13)

onde νL
L1,L2(r) representa os momentos e dependem das distâncias R entre os centros

de massas das moléculas AB e CD e podem ser escritos em termos das configura-
ções principais (LC), do inglês “leading configurations”, e Y L

L1,L2 (θ1, θ2, ϕ) são os
harmônicos esféricos bipolar com L1; L2 = 0; 1; 2; · · · ; |L1 − L2] ≤ L ≤ L1 + L2

Para cada tipo de sistema molecular como: A2 · · · A2, A2 · · · B2, AB · · · AB, A2 · · ·
BC e AB · · · CD, podemos escolher um número finito de LC que tenha algum
significado geométrico e/ou físico, e em termos dos ângulos (θ1, θ2, ϕ). Para A2 · · ·
B2, temos seis LCs: VH(R), VX(r), VL(R), VZ(R), VTa(R) e VTb

(R)

Do somatório da equação 2.13, para este sistema, temos a equação 2.14:
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V (R, θ1, θ2, ϕ) = ν000(R)

+
√

5
4 ν022(R)(1 + 3 cos(2θ2))

+
√

5
4 ν202(R)(1 + 3 cos(2θ1))

+
√

5
16 ν220(R)(1 + 3 cos(2θ1))(1 + 3 cos(2θ2))

+ 3(1 − cos(2θ1))(1 − cos(2θ2) cos(ϕ))

+ 12 cos(ϕ) sin(2θ1) sin(2θ2)

− 5
√

14
112 ν222(R)(1 + 3 cos(2θ1))(1 + 3 cos(2θ2))

− 3(1 − cos(2θ1))(1 − cos(2θ2) cos(ϕ))

+ 6 cos(ϕ) sin(2θ1) sin(2θ2)

+ 3
√

70
224 ν224(R)(2(1 + 3 cos(2θ1))(1 + 3 cos(2θ2))

+ (1 − cos(2θ1))(1 − cos(2θ2) cos(ϕ))

− 16 cos(ϕ) sin(2θ1) sin(2θ2)) (2.14)

Onde o termo ν000(R) representa a contribuição isotrópica, aquela que se pode medir
experimentalmente e comparar com sistemas similares e os termos ν202(R), ν022(R),
ν220(R), ν222(R) e ν224(R) são as componentes anisotrópicas, dados por:

ν000(R) = 1
9{2VH(R) + VL(R) + 2[VTa(R) + VTb

(R) + VX(R)]} (2.15)

ν022(R) = 1
9
√

5
[2VH(R) − VL(R) − 2VTa(R) + VTb

(R) + VX(R)] (2.16)

ν202(R) = 1
9
√

5
[2VH(R) − VL(R) + VTa(R) − 2VTb

(R) + VX(R)] (2.17)

ν220(R) = 2
45

√
5

{4VH(R) − VL(R)

− 5[VTa(R) + VTb
(R) + VX(R)] + 12VZ(R)} (2.18)

ν222(R) = 1
45

√
2
7{13VH(R) − VL(R)

+ 7[VTa(R) + VTb
(R) − 2VX(R)] − 12VZ(R)} (2.19)

ν224(R) = 8
15

√
2
35[VH(R) + VL(R) + 2VZ(R)] (2.20)
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Onde VH(R), VL(R), VTa(R), VTb
(R), VX(R), VZ(R) são as LC, valores os quais são

calculados através de códigos de estrutura eletrônica, como GAUSSIAN (FRISCH

et al., 2009), MOLPRO(WERNER et al., 2020), COLUMBUS(LISCHKA et al., 2006),
SAPT(JEZIORSKI et al., 1994), etc. Nessa etapa, deve-se utilizar alguma equação para
descrever essas LCs, e pode-se recorrer as equações 2.10 ou 2.12. A figura 2.4 ilustra
as seis LCs para um sistema do tipo A2 · · · B2, com os seus respectivos ângulos de
Jacobi (θ1, θ2, ϕ).

Figura 2.4 - Configurações principais da molécula A2 · · · B2

Fonte: gráfico de autoria do grupo LABAP/QQC.

2.5 Equação de Estado de Mistura

Para moléculas diatômicas A − B, utilizou-se referencias bibliográficas do livro (DY-

MOND et al., 2002). Já para moléculas poliatômicas AB − CD, encontra-se uma
ausência de dados experimentais e/ou teóricos para comparação do segundo coefici-
ente virial. Por isso, a metodologia empregada é a utilização da equação de estado
de mistura, que utiliza parâmetros pseudo-criticos das moléculas envolvidas, ou seja,
de AB e CD.

A equação de estado de uma mistura é dada por:
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Z = 1 + Bmixρ + Cmixρ2 + Dmixρ3 + · · · (2.21)

Que é uma série em função da densidade do fluído, e de B, C, D que são o segundo,
terceiro, e quarto coeficiente virial da mistura.

O foco de estudo aqui é apenas o segundo coeficiente virial da mistura, definido por:

Bmix = x2
i B

2
ii + 2xixjBij + x2

jBjj (2.22)

Nos trabalhos de Meng (MENG et al., 2007) e de Estela-Uribe (ESTELA-URIBE; JA-

RAMILLO, 2005), eles apresentam algumas correlações empíricas para o segundo
coeficiente virial. As interações binarias, são interpoladas utilizando os parâmetros
pseudo-criticos de um fluido puro, tais como: temperatura, (Tc), a pressão, (pc),
densidade, (ρc), zc = pcVc/RTc e fator acêntrico (ωi) e são apresentados na tabela
2.1 para as moléculas de X2, com X = H, F, Cl e Br.

Tabela 2.1 - Parâmetros criticos para fluido puro

H2 F2 Cl2 Br2
M [uma] 2.016 37.997 70.905 159.808

Tc [K] 33.19 144.12 417.31 584.1
pc 20.5 26.73 77.12 53.25
ρc 0.026667 0.02715 0.05087 0.05538

zc [adm.] 0.303 0.287 0.073 0.126
ω [adm.] -0.216 0.053 0.279 0.286

Bij =
(

RTc,ij

pc,ij

)
[B0 (Tr,ij) + ωijB1 (Tr,ij)] (2.23)

Os termos B0(Tr,ij), B1(Tr,ij) e Tr,ij, são definidos por:

Tr,ij = T

Tc,ij

(2.24)

B0 (Tr,ij) = 0.083 − 0.422
T 1.6

r,ij

(2.25)
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B1 (Tr,ij) = 0.139 − 0.172
T 4.2

r,ij

(2.26)

O termo Tc,ij é dados por:

Tc,ij =
1 − kij

√
Tc,iTc,j

1 + 21.8
Mij

T
(2.27)

Os demais termos, ρc,ij, pc,ij, Zij, kij, Mij e ωij são expressos por:

1
ρ

1/3
c,ij

=
(

1 + dij

2

) 1
ρ

1/3
c,i

+ 1
ρ

1/3
c,j

 (2.28)

pc,ij =
Zc,ijρc,ijR (1 + kij)

√
Tc,iTc,j

1 + 44.2
Mij

T
(2.29)

Onde

kij = 1 + aij√
ρc,iρc,j

(2.30)

Zij = 1
2 (Zc,i + Zc,j) (2.31)

1
Mij

= 1
2

(
1

Mi

+ 1
Mj

)
(2.32)

ωij = ωi + ωj

2 (2.33)

Segundo MENG et al., para sistemas sem um momento de dipolo significativo os
termos cruzados aij e dij são nulos, que é o nosso caso, pois as moleculas X2, com
X= H, F, Cl, e Br, são apolares.
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2.5.1 Erro Quadrático Médio

Para validação dos resultados de cálculo, utiliza-se da equação do erro quadrático
médio, ou Root Mean Square Error (RMSE)(JAMES et al., 2013)

RMSE =
√√√√ 1

n

n∑
i=1

(yi − ŷi)2 (2.34)

onde yi representa o virial calculado, ŷi é o valor de referência, e n é o número de
pontos.

2.6 Bibliotecas Utilizadas

2.6.1 Operações Básicas e Manuseio de Dados

Como a grande maioria dos projetos feitos em Python, existem algumas bibliotecas
que são essenciais para desenvolver um código. A biblioteca numpy (HARRIS et al.,
2020) oferece operações rápidas para tratamento e limpeza de dados, e operações
matemáticas básicas. A biblioteca pandas (TEAM, 2020) é utilizada para análise e
manipulação de dados. No Viriális, seu uso é essencial na importação e atribuição
das informações obtidas dos arquivos de entrada em Dataframes.

2.6.2 Velocidade de Cálculo

Para medir o tempo de processamento do código, utilizou-se o módulo time como
cronômetro. Ao iniciar os cálculos do Virial, essa biblioteca inicia a contagem de
tempo, e ao finalizá-los, ela retorna o tempo gasto.

2.6.3 Regressão Não-Linear

Para fazer o fitting, utilizou-se a biblioteca scipy.optimize (VIRTANEN et al., 2020) e a
função curve fit para ajustar os pontos ab initio às funções 2.10 e 2.12. Vale ressaltar
a necessidade de uma suposição inicial dos parâmetros utilizados na regressão, para
que seja possível encontrar valores que se comportem como o esperado. Para a
distância de mínimo, Rmin e energia de mínimo, Dmin, o Viriális coleta tais a partir
dos dados de entrada. No caso do potencial de Pirani, são abrigados valores padrões
de mp = 6, b = 6, a = 8, ao passo que para o potencial de Rydberg generalizado, os
valores iniciais são a1 = 1.86, a2 = −1.5, a3 = 0.99, a4 = −0.277, verificar, corrigir e
completar isso. O usuario do Virialis ainda tem a opcao de entrar com esses dados.
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2.6.4 Integração numérica

Para calcularmos o segundo coeficiente virial, é preciso utilizar integrações numéri-
cas, isso porque nem todas as funções admitem uma forma primitiva explícita, como
aprende-se em aulas convencionais de cálculo. A primitiva da função pode ser muito
complicada para ser avaliada, ou simplesmente ser impossível de avalia-lá. Neste
caso, utiliza-se integração numérica.

Na mais simples definição, aproxima-se o valor de uma dada integral definida de uma
função sem o uso de uma expressão analítica para obter a sua primitiva. Existem
diversos algoritmos que realizam isso, como a soma de Riemann, a regra do trapézio,
a regra de Simpson, entre outras. No primeiro ano desta pesquisa, para moléculas
diatômicas, foi possível utilizar a função nquad, da biblioteca scipy, para realizar a
integração numérica. Essa biblioteca usa métodos da quadratura gaussiana.

Devido a maior complexidade das funções estudadas no caso de moléculas poli-
atômicas, não é possível utilizar o método da quadratura gaussiana para integrar
estas funções, o que justificou buscar uma nova maneira. A solução foi usufruir das
técnicas de Integração de Monte Carlo(MC) (METROPOLIS; ULAM, 1949).

2.6.4.1 Integração de Monte Carlo

Primeiramente, o que diferencia o método de Monte Carlo dos outros descritos ante-
riormente? Todos esses são baseados em uma rede de pontos. Conforme aumentamos
o número de dimensões usadas, o número de pontos necessários aumenta exponen-
cialmente. Para integrações em apenas uma dimensão, se 100 pontos são avaliados,
é simples de se resolver. Mas para duas dimensões, já temos 10.000 pontos. Em
três, 10 milhões de pontos, e assim por diante. Por outro lado, com o algoritmo de
Monte Carlo, usa-se números aleatórios ao invés de uma rede de pontos. Na essência,
avalia-se a função que será calculada em números escolhidos aleatoriamente, e então
calcula-se a média da função. Como nesta pesquisa utilizamos quatro dimensões,
faz sentido recorrer a integração de Monte Carlo, pois esta retornará em um resul-
tado muito mais eficiente. Utilizou-se a biblioteca VEGAS (LEPAGE, 1978) para a
implementação da integração MC

2.6.4.2 Comparação entre Monte Carlo e quadratura gaussiana

Com base no que foi encontrado na revisão bibliográfica de integração numérica
constando que a integração de Monte Carlo seria mais rápida que outras técnicas,
decidiu-se fazer uma comparação da velocidade entre a integração MC e a quadratura
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gaussiana. Para isso, utilizou-se o código feito no primeiro ano desta pesquisa, o qual
resolve o segundo coeficiente virial de moléculas diatômicas, assim como as correções
quânticas de gases diatômicos (equações 2.7 e 2.8).

Com o uso da biblioteca time, foi possível calcular o tempo utilizado para as in-
tegrações dos sistemas diatômicos, os resultados são apresentados na tabela 2.2. É
possível observar que os cálculos utilizando MC são, em média, 17 vezes mais rápido,
para sistemas envolvendo apenas uma variável.

Tabela 2.2 - Tempo de cálculo da integração de Monte Carlo e da Quadratura Gaussiana

Simulação Tempo da Quadratura
gaussiana (scipy) [s]

Tempo de Monte Carlo
(VEGAS) [s]

1 3.1423282623291016 0.26204681396484375
2 2.8204524517059326 0.15355253219604492
3 3.104692220687866 0.15558338165283203
4 3.9604036808013916 0.2234058380126953
5 3.4044382572174072 0.17443513870239258
6 3.2023088932037354 0.19544601440429688
7 3.6917812824249268 0.19447970390319824
8 3.4294772148132324 0.23139142990112305
9 2.8893725872039795 0.16156888008117676
10 2.9401004314422607 0.17253732681274414
11 3.701097011566162 0.21941781044006348
Média 3.298768390308727 0.1948968063701283

Fonte: autoria própria.

2.6.5 Interface Interativa

Embora o Python seja uma linguagem back-end, é possível utilizar certas bibliotecas
para gerar a parte visual de um código. A biblioteca escolhida para isso foi o streamlit
(ADEL et al., 2020), que possibilita desenvolver aplicações web de forma rápida e
eficaz, além de oferecer a hospedagem gratuita.

2.6.6 Visualização Gráfica

A biblioteca escolhida para geração de gráficos foi o plotly (ADEL et al., 2020). A
decisão se deve a grande integração do plotly com o streamlit, resultando em gráficos
visualmente belos, interativos, e otimizados. Em comparação, outras opções como a
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biblioteca matplotlib seriam dispostas no Viriális apenas como uma imagem estática.
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3 Resultados e Discussão

3.1 Viriális

O programa desenvolvido foi nomeado como Viriális, e está disponível de forma
atualizada no endereço https://virialis.streamlit.app/.Ao acessar o site, o usuário é
recebido pela Home Page, página onde ele encontra informações gerais sobre o uso
do programa. Então, deve-se ir para uma das outras abas disponíveis. Imaginando o
uso completo do site, o usuário deve ir para a página Regression, onde poderá realizar
o fitting dos seus pontos ab initio gerados nos códigos de estrutura eletrônica de sua
escolha, e salvos numa tabela de energia em função da distância entre os centros
de massa. Tal arquivo será importado nas páginas Moléculas diatômicas A − B ou
Moléculas poliatômicas A2−B2, as quais realizarão os cálculos das integrais por meio
de Monte Carlo, resultando em uma tabela com os valores do B(T ), dois gráficos de
energia, e um gráfico de B(T ) em função da temperatura. Nas subseções seguintes,
o funcionamento será descrito de forma aprofundada.

3.1.1 ABA: Ajustes das Energias

Na aba Regression, figura 3.2(a), aparece as opções de ajustes que podem ser uti-
lizadas, como Potencial de Rydberg Generalizado de quinta ordem ou Potencial de
Pirani. O usuário também deve inserir qual a unidade dos seus pontos ab initio.
Atualmente, as unidades suportadas são eV, meV, kcal/mol, cm−1, e Hartree. Caso
a unidade utilizada não seja meV, a devida conversão para meV será feita automati-
camente. Porém, caso a unidade seja meV, nenhuma conversão é feita, uma vez que

Figura 3.1 - Home Page do Viriális

Fonte: autoria própria.

17



Figura 3.2 - Aba Regression: (a) Opções Disponíveis na Página de Fitting, (b) Opção de
Inserir Palpites Iniciais

(a) (b)
Fonte: autoria própria.

o software utiliza tal unidade em seus cálculos.

Existem "botões"para a inserção dos arquivos de energias a serem ajustados (arquivo
texto, com duas colunas, uma para a distância e outra para as energias). O usuário
também deverá inserir a unidade na qual sua simulação foi realizada, e o Viriális
converterá para a unidade de trabalho padrãom, meV. No caso de um sistema do
tipo A2 − B2, existem seis possibilidades de ajustes, correspondente a cada uma
das LCs (figura 2.4). Como são ajustes não lineares, é aconselhável a escolha de
um ponto de partida para o ajuste, esse pode ser realizado automaticamente pelo
código, ou manualmente pelo usuário, figura 3.2(b). Após o término dos ajustes, eles
devem ser salvos pelo usuário para utilização posterior.

Os ajustes, todos, são realizados em cerca de seis segundos. Uma tabela de resul-
tados é mostrada na tela, a qual deve ser salva para uso futuro, e servirá de dados
de entrada para o calculo do coeficiente virial. Um botão de download irá salvar
esses dados em um arquivo tipo texto. Vale ressaltar uma limitação da biblioteca
streamlit, que quando se baixa certas informações da plataforma, como a tabela ci-
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tada anteriormente, resulta no recarregamento da página. Portanto, recomenda-se
baixar a tabela após verificar todas as informações apresentadas. Na figura 3.3 é
apresentado o resultado dos ajustes, utilizando o Potencial de Rydberg, para o sis-
tema H2 · · · F2, e além dos ajustes, também, é apresentado o RMS, erro quadrático
médio, com isso o usuário pode avaliar a qualidade do ajuste.

Figura 3.3 - Tabelas Geradas a Partir da Regressão

Fonte: autoria própria.

Uma tabela similar é criada de forma que ao baixá-la, tais informações não serão
perdidas. Por fim, temos o gráfico das superfícies de energia potencial, feito com a
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biblioteca plotly. Nele, observa-se os pontos ab initio de todos os arquivos de entrada,
LCs, assim como o ajuste de cada um deles, e os pontos gerados a partir do ponto
de partida dos ajustes. É possível salvar este gráfico (sem recarregar a página), e
navegar por ele, habilitando e desabilitando a exibição de cada curva apresentada.

Figura 3.4 - Gráfico de Energias em função da distância entre os centros de massa do
sistema H2−F2, para as seis LCs.

Fonte: autoria própria.

Após salvar o arquivo gerado e apresentado como tabela final, o usuário pode seguir
para outras abas, onde realiza-se cálculos posteriores.

3.1.2 ABA: Moléculas poliatômicas A2 − B2

Nesta aba, o usuário calcula o segundo segundo coeficiente virial para moléculas
poliatômicas do tipo A2 − B2, utilizando o arquivo gerado na aba Regression. O
usuário, também, a possibilidade de utilizar um ajuste realizado por outro software,
contanto que a formatação esteja de acordo com o exemplo disponível para download
no Viriális.
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De posse dessas informações, o usuário deverá informar o tipo de potencial utilizado,
sendo possível escolher entre Rydberg, Pirani ou ambos. Também escolhe-se a faixa
e passo de temperatura para o calculo. Passos menores na temperatura, resultará
em uma maior quantidade de coeficientes calculados, e maior tempo de cálculos. A
ultima informação necessária, é definir os monômeros utilizados, para que o código
possa calcular a referencia do coeficiente virial, equação de estado de mistura. No
exemplo apresentado na figura 3.5 utilizou-se os monômeros H2 e F2.

Figura 3.5 - Opções Disponíveis na Página de Calculo do Virial para A2 · · · B2

Fonte: autoria própria.
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Figura 3.6 - Tabela de Dados Carregada, e Cálculos de B(T) sendo realizados para a mo-
lécula H2 · · · F2

Fonte: autoria própria.

Basta aperta o botão Calculate para iniciar os cálculos. Uma tabela contendo as
informações do arquivo de entrada será disposta na tela, e na sequencia as integrais
numéricas já começam a ser resolvidas. Como trata-se de cinco integrais de quatro
dimensões para cada temperatura, é esperado que tais cálculos sejam demorados,
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entre 5 e 40 minutos, dependendo da complexidade da molécula, da quantidade de
temperaturas selecionada, e qual função de ajuste é escolhida. Conforme eles são
feitos, é possível ver os resultados na tela, para cada temperatura calculada, figura
3.6. Ao finalizar a iteração pelas temperaturas, observa-se uma tabela contendo o
valor do segundo coeficiente clássico, e o total, com a soma das correções quânticas,
em função da temperatura.

Ao término três gráficos são gerados, e apresentados na figura 3.7. Nele são represen-
tados as energias das LCs, (figura 3.7(a)), semelhante ao gráfico gerado na página de
Regression, figura 3.4, um gráfico contendo os momentos vijk, figura 3.7(b) referentes
as equações de 2.16 até 2.20, e gráfico do segundo coeficiente virial em função da
temperatura, nele são apresentados, o virial clássico, o total e obtido pela equação
de estado, figura 3.7(c).

Tais gráficos podem ser navegados da mesma forma descrita na página de Regression.
Por fim, o tempo de cálculo é disposto na tela, sinalizando o fim desta rotina.

3.1.3 ABA: Moléculas diatômicas A − B

Caso a molécula estudada seja diatômica, esta aba deve ser utilizada. O processo
de funcionamento é igual ao da seção 3.1.2: envio do arquivo de entrada, seleção da
função ajustada, passo de temperaturas, e átomos estudados. Ao apertar o botão
Calculate, os cálculos se iniciam. Por tratar-se de estruturas moleculares menos
complexas, o tempo computacional é menor, por volta de 8 minutos. Na finalização
dos cálculos, uma tabela resume as informações obtidas, e apenas dois gráficos são
exibidos: Um da energia em função da distância interatomica, e um do segundo
coeficiente virial. Novamente, os gráficos podem ser manuseados como os anteriores,
e o tempo de cálculo indica que terminou-se a rotina.

3.1.4 ABA: About

A página about (sobre) ainda está em desenvolvimento, e contém informações da
teoria por trás do cálculos realizados no Viriális.
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Figura 3.7 - Resultados para o H2 · · · F2: (a) Energia das LCs, (b) valores dos momentos
vijk, (c) Gráfico do Segundo Coeficiente Virial em função da Temperatura.

(a)

(b)

(c)
Fonte: autoria própria.
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Figura 3.8 - Captura de Tela da Página Sobre

Fonte: autoria própria.

3.2 Moléculas Estudadas

Como as moléculas poliatômicas são mais complexas, escolheu-se testar o código
apenas com o sistema A2 − B2, pois um sistema diferente, por exemplo A2 − A2, ou
A2 − BC, apresentariam um potencial ligeiramente diferente, devido ao número de
LCs.

3.2.1 Sistema H2 · · · F2

A figura 3.7 apresenta os resultados do H2 · · · F2. Da figura (a), observa-se que a
configuração Tb apresenta o maior poço de potencial e a configuração L o menor
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Figura 3.9 - Resultado do ajuste do H2 · · · F2 utilizando: (a) Potencial de Rydberg (b)
Potencial de Pirani.

(a) (b)
Fonte: autoria própria.

poço. Já na (b), vemos que os momentos ν022 e ν220 não apresenta um poço de
potencial, e as energias são todas repulsivas. Finalmente, em (c), observa-se que
a curva em azul escuro representa o virial calculado com ILJ, a curva em salmão
representa o virial obtido por meio da equação virial de estado de mistura (seção
2.5), e a azul claro representa o virial feito com Rydberg.

Para esse sistema existe certa divergência entre os valores calculados do virial e a
referência. Ao longo do intervalo de temperatura, o virial obtido por ILJ apresenta
valores um pouco menores que a referência de forma constante, e consideravelmente
menores no caso de Rydberg.

Comparando os valores de Rmin e Dmin para os dois tipos de potencial, os valores
são bem similares, as diferenças aparecem na segunda casa decimal, tanto para a
energia quanto que para a distancia. Os resultados dos ajustes, e cálculos do virial
foram apresentados anteriormente, figura 3.7.

Da figura 3.7 e tabelas apresentadas na 3.9, concluímos que a configuração de mínimo
é a Tb, pois apresenta a maior energia, em módulo, ao passo que a L é a mais
repulsiva, com a menor energia.

Quanto ao RMSE, o virial total com Rydberg apresentou o valor de 93, enquanto o
de ILJ apresentou o valor de 19.7. Tais valores reafirmam a superioridade do cálculo
com o potencial de Improved Lennard-Jones para H2 · · · F2.
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3.2.2 Outros Sistemas

Além do sistema H2 · · · F2, outros foram estudados, utilizando o potencial de
Rydberg, bem como o de Pirani. Dentre esses sistemas podemos citar, F2 · · · F2,
H2 · · · Cl2, H2 · · · Br2, Cl2 · · · Cl2, Br2 · · · Br2 e H2 · · · H2, porém não iremos entrar
em detalhes, pois o objetivo era o desenvolvimento do código.

Os resultados do F2 · · · F2 aparecem na figura 3.10:(a) são as energias das LCs,
onde observa-se a configuração de mínimo, como sendo a X. Na figura 3.10(b) são
ilustrado os momentos νijk, ao passo que o virial é mostrado na figura 3.10(c) o virial
total feito com rydberg (azul claro), o virial total feito com ILJ (azul escuro), e o
virial de referência (cor salmão). Novamente, nota-se a proximidade entre a referência
e o virial realizado com ILJ. Novamente, o RMSE de ILJ é muito superior, de 28.5,
versus 169.1 de Rydberg.

Na figura 3.11, apresentamos os resultados do sistema H2 · · · Cl2. Nesse caso a
configuração de mínimo é a Z, e como nos demais casos, a mais repulsiva continua
sendo a L. O termo isotrópico ν000, apresentados nas figuras 3.7(b), 3.10(b) e 3.11(b)
podem ser compardos, e nesse caso, o valor para o sistema H2 · · · F2 < H2 · · · Cl2,
similarmente H2 · · · F2 < F2 · · · F2. Para este sistema, o virial de Rydberg apresenta
resultado superior para baixas temperaturas, e é superado pelo virial de ILJ em altas
temperaturas.

O RMSE do sistema H2 · · · Cl2 apresenta valores demasiadamente altos para ambos
os potenciais, de 625 para Rydberg e de 677 para ILJ. Porém, esta discrepância se
deve pelos resultados inferiores em baixas temperaturas, uma vez que, ao calcular
o RMSE removendo os primeiros 20 pontos de temperatura, o resultado reduz para
41.5 e 10.5, respectivamente.

A figura 3.12 compara o resultado dos ajustes feito com o potencial de Rydberg e
de Pirani para os sistemas F2 · · · F2 e H2 · · · Cl2.
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Figura 3.10 - Resultados para o F2 · · · F2: (a) Energia das LCs, (b) valores dos momentos
vijk, (c) Gráfico do Segundo Coeficiente Virial em função da Temperatura.

(a)

(b)

(c)
Fonte: autoria própria.
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Figura 3.11 - Resultados para o H2 · · · Cl2: (a) Energia das LCs, (b) valores dos momentos
vijk, (c) Gráfico do Segundo Coeficiente Virial em função da Temperatura.

(a)

(b)

(c)
Fonte: autoria própria.
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Figura 3.12 - Resultado do ajuste do F2 · · · F2 utilizando: (a) Potencial de Rydberg (b)
Potencial de Pirani, e para o H2 · · · Cl2 utilizando: (c) Potencial de Rydberg
(d) Potencial de Pirani

(a) (b)

(a) (b)
Fonte: autoria própria.
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4 CONCLUSÕES

Ao longo dos últimos quatro anos, desenvolveu-se o software Viriális, que por meio
de Integração de Monte Carlo, resolve integrais para encontrar o valor do segundo co-
eficiente virial e suas correções quânticas de moléculas poliatômicas do tipo A2 · · · B2

e diatômicas do tipo A· · · B. Também testou-se o código com as moléculas H2 · · · F2,
F2 · · · F2, H2 · · · Cl2, H2 · · · Br2.

No que se refere ao ajuste por Rydberg e Pirani, o código se mostrou bem eficaz,
pois realiza vários ajustes simultaneamente, com um erro quadrático médio acei-
tável quimicamente. Em geral, o virial obtido por meio do potencial de Pirani é
consideravelmente superior ao potencial de Rydberg.

Devido a forma que o Viriális foi construído, outros sistemas de interesse ainda
podem ser incluídos por meio de simples mudanças, modificando apenas a função
potencial de tal sistema.

Os resultados obtidos para o segundo coeficiente virial evoluíram muito ao longo
do último ano de pesquisa, e o software já está preparado para a confecção de um
artigo científico.
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